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Glava 1

Uvod

Problem ispitivanja zadovoljivosti formule F u datoj teoriji 7 zauzima jedno od cen-
tralnih mesta u matematickoj logici kao i u teorijskom racunarstvu. Ukoliko se radi o
iskaznoj logici, ovaj problem se naziva SAT (engl. Boolean satisfiability problem) i prvi
je problem za koji je dokazana NP kompletnost [5]. Za proveru zadovoljivosti iskaznih
formula razvijeni su posebni softverski alati koji se nazivaju SAT reSavaci. Tokom godina
se radilo na njihovom usavrSavanju Sto je za posledicu imalo ne samo poboljSanje njihove
brzine i efikasnosti, ve¢ 1 kompleksnosti. Veca sloZenost reSavaca dovela je do osnovane
sumnje u rezultat njihovog rada te je postalo neophodno imati moguénost njegove provere
nekim jednostavnijim alatom. Savremeni SAT reSavaci u slucaju zadovoljivosti formule
koju ispituju mogu generisati model koji je lako proverljiv. Ukoliko je pak formula ne-
zadovoljiva, moze se generisati dokaz nezadovoljivosti u standardnom formatu za SAT
reSavace koji se eksportuje u poseban izlazni fajl koji nazivamo sertifikat.

Medjutim, veliki broj problema je suvise komplikovan da bi bio uspe$no predstavljen
na jeziku iskazne logike pa samim tim i reSavan koristeci SAT reSavace. Za njihovo mode-
lovanje, potrebno je koristiti izraZajniji logicki okvir, poput teorija prvog reda. Problem
ispitivanja zadovoljivosti formule prvog reda nad unapred zadatom teorijom naziva se
SMT problem (engl. Satisfiability modulo theories). Softverski alati koji implementiraju
procedure odluCivanja za takve probleme se nazivaju SMT reSavaci. Kao i kod SAT reSa-
vaca, rezultat rada SMT reSavaca takode mora biti proveriv nekim jednostavnijim alatom,
s obzirom na kompleksnost njihove implementacije. Za razliku od SAT reSavaca, joS uvek
ne postoji Siroko prihvacen format dokaza za SMT reSavace, mada se na tome intenzivno
radi. Jedan dobar korak u tom pravcu je rad Hoenikea i Sindlerove [10], predstavljen na
SMT radionici 2022. godine.!

'rad je objavljen u zborniku radova sa radionice i dostupan je na adresi: https://ceur-ws.org/Vol-3185/



GLAVA 1. UVOD

U ovom master radu je dat osvrt na evoluciju formata dokaza nezadovoljivosti za SAT
reSavace, hronoloski predstavljen put od najranijih rezolucijskih dokaza [11] do DRAT
formata [16] koji je opSte prihvacen kao standard.

Dalje, predstavljena su dosadaSnja dostignuca na polju razvoja tehnika za produkciju
dokaza nezadovoljivosti u SMT reSavac¢ima i opisani su formati dokaza koji se koriste u
najpopularnijim reSava¢ima. Centralni deo rada predstavlja detaljni prikaz formata dokaza
dat u radu [10], a koji ¢emo u nastavku ovog teksta zbog jednostavnosti nazivati HS format
(po inicijalima autora). Izvoz dokaza u ovom formatu implementiran je u okviru SMT
reSavaca ArgoSMT [1], Sto je ujedno i glavni doprinos rada. Implementacija razvijena u
okviru ovog rada je otvorenog koda i dostupna je javnosti.

Rad je organizovan po glavama na sledeci nacin. Glava 2 donosi osnovne logicke defi-
nicije i pojmove neophodne za lakSe razumevanje ostatka teksta. U glavi 3 su predstavlje-
na dva najvaznija algoritma za reSavanje SAT 1 SMT problema te je dat opis arhitekture
SMT reSavaca. Glava 4 je posveéena generisanju dokaza u SAT reSavac¢ima, navedeni su
i ukratko objasnjeni najpoznatiji formati dokaza, dok su u glavi 5 izloZeni formati u koji-
ma dva najpoznatija SMT reSavaca - Z3 1 CVC4 - generiSu dokaze, a potom se prelazi na
detaljni prikaz HS formata dokaza. Glava 6 prikazuje detalje implementacije HS formata
dokaza u okviru ArgoSMT resavaca. I za kraj, glava 7 sumira postignute rezultate u ovom

radu.



Glava 2

Osnovne definicije i pojmovi

2.1 Osnovni logicki pojmovi

Neka je V prebrojiv skup iskaznih promenljivih. Iskazne formule nad V se grade na
uobicajen nacin, polazeci od promenljivih iz V ilogickih konstanti T i L, koristeci logicke
veznike —, A, V, = 1 &. Specijalno, literal je ili promenljiva v ili njena logicka negacija
—v. Suprotan literal literalu / oznaavamo sa [. Ukoliko je literal / promenljiva v, tada je [
negacija promenljive v. Ako je pak literal / negacija promenljive v, tada je njemu suprotan
literal upravo promenljiva v.

Istinitosna vrednost literalima se pridruzuje pomocu valuacija. Valuacija je funkcija
koja skup svih literala preslikava u skup {0, 1} (ili {netacno, tacno}, ...). Parcijalna valua-
cija je skup literala koji ne sadrzi dva suprotna literala. Literal je tatan u datoj parcijalnoj
valuaciji ako i samo ako pripada valuaciji, netaCan ako njemu suprotan literal pripada
valuaciji, a nedefinisan inace.

Za datu valuaciju v, istinitosna vrednost proizvoljne formule F se definiSe induktivno
na uobicajen nacin, podrazumevajuci standardnu semantiku iskaznih veznika. Ukoliko je
formula F' tacna u valuaciji v, to oznaCavamo sa v | F. KaZemo jo$ i da valuacija v
zadovoljava formulu F, odnosno da je valuacija v model formule F.

Formula je zadovoljiva ako ima bar jedan model, a nezadovoljiva u suprotnom. For-
mula je tautologija (logicki valjana) ako joj je svaka valuacija model, a formula je poreciva
ako postoji valuacija koja joj nije model.

Formula je u disjunktivnoj normalnoj formi (DNF) ako je oblika D, V ...V D, pri
¢emu je svaki disjunkt D; oblika /;; A. .. Al;, gde su [;; literali. Formula je u konjunktivnoyj
normalnoj formi (KNF) ako je oblika K| A ... A K, pri ¢emu je svaki konjunkt K; oblika
lin V...V Iy, gde sul;; literali. Disjunkcije literala se nazivaju klauze.



GLAVA 2. OSNOVNE DEFINICIJE I POJIMOVI

Signaturu (jezik) L ¢ini skup funkcijskih simbola X, skup relacijskih simbola ITi funk-
cijaar : (XUIl) — N koja svakom simbolu dodeljuje arnost. Simboli konstanti se mogu
shvatiti kao funkcijski simboli arnosti 0. Iskazne promenljive se mogu shvatiti kao rela-
cijski simboli arnosti O.

Termovi (jezika L) su izrazi izgradeni primenom funkcijskih simbola na konstante i
promenljive. Vazi da je svaka promenljiva term, kao i1 da ako je ¢ simbol konstante (jezika
L), onda je c term, 1 shodno tome ako su #,...,# termovi, 1 f funkcijski simbol (jezika
L) arnosti k, onda je i f(ty, ..., ;) takode term.

Atomicke formule se grade primenom relacijskih simbola na termove. VaZi da su
logicke konstante (T i L) atomicke formule kao i da je iskazno slovo (relacijski simbol
arnosti 0) takode atomicka formula. Dodatno, ako je p relacijski simbol jezika L arnosti
k,1ako suty,...,t termovi (jezika L), onda je p(ty,...,#) atomicka formula. Atomicke
formule koje nisu logicke konstante, nazivamo atomima prvog reda (ili samo atomima).

Formule se grade od atomickih formula primenom logickih veznika (-, A, V, = i1 &)
i kvantifikatora (V i 4) na uobicajan nacin.

Za dati jezik L, strukturu O Cini:

e neprazan skup objekata (domen) D

e za svaki funkcijski simbol f arnosti k, njegova interpretacija fp : D¥ — D (4.
funkcija sa k argumenata nad D); specijalno, za svaki simbol konstante ¢, njegova
interpretacija cp € D je fiksirani element domena D

e za svaki relacijski simbol p arnosti k, njegova interpretacija pp € D* (tj. relacija
arnosti k nad D); specijalno, ako je p iskazno slovo, tada je njegova interpretacija

po € {0, 1} (ili {true, false}) fiksirana istinitosna vrednost

Valuacija prvog reda nad prebrojivim skupom promenljivih V je funkcijav : V — D
gde je D domen strukture 9. Ako je term ¢ promenljiva x, onda je njegova vrednost u
strukturi O 1 valuaciji v (u oznaci D, (¢)) jednaka vrednosti promenljive x u valuaciji v, tj.
D,(t) = v(x). Ako je term ¢ konstantni simbol ¢, onda je njegova vrednost interpretacija
simbola ¢ u strukturi D, tj. D,(t) = cp. Ako je term ¢ oblika f(z, ..., %), onda je njegova
vrednost jednaka rezultatu primene funkcije koja je interpretacija simbola f u strukturi
D na vrednosti termova fq,...,4, tj. D,(t) = fo(D.(t1),...,D,(t)). Ako je atomicka
formula a iskazno slovo p, onda je njena istinitosna vrednost u strukturi 9 i valuaciji v (u
oznaci D, (p)) jednaka istinitosnoj vrednosti iskaznog slova p u strukturi D, tj. D,(p) =

po- Ako je atomicka formula a oblika p(t,...,1), onda je njena istinitosna vrednost

4
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tacno ako i samo ako k-torka (D,(t), ..., D,(t)) pripada relaciji py koji je interpretacija
simbola p u strukturi D.

Istinitosna vrednost sloZenih formula se definiSe rekurzivno, imajuci u vidu standard-
nu semantiku iskaznih veznika, kao i u iskaznoj logici. Posebno, formula Vx.F e biti
taCna u strukturi O za valuaciju v ako je formula F tacna u strukturi 9 za svaku valuaciju
V' koja se od valuacije v razlikuje eventualno samo po promenljivoj x. Sli¢no, formula
dx.F ¢e biti tacna u strukturi D i valuaciji v ako je formula F tacna u strukturi O i bar
nekoj valuaciji v' koja se od valuacije v razlikuje eventualno samo po promenljivoj x.

Tacnost formule F u strukturi O pri valuaciji v oznacavamo sa (D, v) E F. Kazemo
joS 1 da valuacija v zadovoljava formulu F u strukturi 9, kao 1 da je par (D, v) model
formule F.

Formula je valjana ako je ta¢na u svakoj valuaciji, pri svakoj interpretaciji. Valjanost
formule F zapisujemo sa = F. Formula F je zadovoljiva ako postoji struktura O 1 valu-
acija v takva da je (D, v)  F. VaZi sledeCe: formula F je valjana ako i samo ako je = F
nezadovoljiva.

Formula F je logic¢ka posledica skupa formula I' (§to oznaCavamo sa I' = F) ako i
samo ako za svaku interpretaciju O 1 valuaciju v vazi da ako (D, v) zadovoljava svaku
formulu iz I', onda zadovoljava i F (tj. ako je svaki model za skup I" istovremeno i model
za formulu F).

Teorija T nad signaturom L data je skupom struktura nad L koje nazivamo modelima
teorije T.

Za formulu F kazemo da je valjana u teoriji T, odnosno T'-valjana, u oznaci 7 F ako
je tacna u svim njenim modelima. Formula je zadovoljiva u teoriji T (T-zadovoljiva) ako
je tacna u bar jednom modelu teorije 7. Formula F je logicka posledica skupa formula
I" u teoriji T (Sto oznaCavamo sa I' =7 F) ako i samo ako je F tacna u svim modelima

teorije T u kojima su ta¢ne sve formule iz I'.

2.2 SAT problem i SAT resavaci

Problem ispitivanja zadovoljivosti iskazne formule naziva se SAT problem. Postoje
naivni metodi za njegovo reSavanje, poput metoda istinitosnih tablica, ali su oni neefika-
sni zbog vremena koje je neophodno da se sprovedu. Problem se tehnicki jednostavnije
reSava ako je formula u nekom od specijalnih oblika kao $to su DNF i KNF. Za DNF
formule se zadovoljivost trivijalno ispituje, ali je postupak prevodenja formula u ovaj

oblik netrivijalan. Sa druge strane, postoji efikasan postupak prevodenja formule u KNF
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koji ¢uva zadovoljivost. Za ispitivanje zadovoljivosti KNF formule se koriste klauzalni
algoritmi od kojh je najznacajniji CDCL algoritam [12] o kome e biti reci u poglavlju
3.1.

Implementacije procedura odlucivanja za SAT problem nazivaju se SAT reSavaci od

kojih ocekujemo da imaju sledeci tri osobine:

1. saglasnost - ako reSavac prijavi nezadovoljivost, polazna formula je zaista nezado-

voljiva

2. potpunost - ako je polazna formula nezadovoljiva, algoritam ée prijaviti nezadovo-

ljivost

3. zaustavljanje - za svaku polaznu formulu, reSavac se zaustavlja nakon primene ko-

nacno mnogo koraka

U slucaju da je polazna formula zadovoljiva, SAT reSavac na svom izlazu moZe dati 1
model koji to potvrduje. U slucaju nezadovoljivosti formule, SAT reSavac moze proizvesti

dokaz nezadovoljivosti, o ¢emu Ce biti vise re¢i u poglavlju 2.4.

2.3 SMT problem i SMT resavaci

SMT problem za teoriju T je problem ispitivanja T-zadovoljivosti date formule F.
Odlucivost SMT problema zavisi od izbora teorije 7. Za pojedine teorije, SMT problem
je odluciv samo za neke njene fragmente, odnosno samo za formule odredenog oblika.
Ispitivanje valjanosti formule F u teoriji se svodi na SMT problem za formulu —F u toj
teoriji.

Softverski alati koji implementiraju procedure za reSavanje SMT problema nazivaju se
SMT resavaci. Oni su relativno nova tehnologija i datiraju sa pocetka 21. veka. Zasnovani
su na SAT tehnologiji uz bazne procedure odlucivanja i instanciranje kvantifikatora. lako
od SMT reSavaca ocekujemo da imaju iste tri najvaznije osobine (saglasnost, potpunost,
zaustavljanje), ovo nije uvek ispunjeno i zavisi od teorije. Za sve procedure vazi svojstvo
saglasnosti. Postoje teorije za koje odgovarajuée procedure nemaju svojstva potpunosti i
zaustavljanja.

SMT reSavaci se koriste za verifikaciju softvera i hardvera, za reSavanje problema

zadovoljavanja ogranicenja, probleme planiranja i sl.
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Poput SAT resavaca, i SMT reSavaci mogu generisati model u slucaju kada je polazna
formula T-zadovoljiva dok u slucaju nezadovoljivih formula, moZe biti generisan dokaz

nezadovoljivosti.

2.4 Dokaz, sertifikat i proveravaci dokaza

S obzirom da su SAT i SMT reSavacli sloZen softver kome ne moZzemo apsolutno
verovati, postavlja se pitanje kako proveriti rezultat njihovog rada.

U slucaju kada prijave zadovoljivost, obezbeduje se 1 generisanje modela koji predsta-
vlja zadovoljavajucu valuaciju u slu¢aju SAT problema, odnosno interpretaciju slobodnih
simbola u slu¢aju SMT problema. Ovaj model se jednostavno moZe proveriti nekim ek-
sternim alatom. Sa druge strane, ukoliko reSavaci prijave nezadovoljivost, tada se vrsi
produkcija dokaza nezadovoljivosti u nekom deduktivnom sistemu. [zgradnja ovog doka-
za se obavlja u toku samog reSavanja problema. Po zavrsSetku rada, reSavac izvozi dokaz
u nekom formatu u poseban fajl koji nazivamo sertifikat.

Dobijeni sertifikat se dovodi na ulaz posebnog softverskog alata koji sluzi da proveri
da li je svaki korak dokaza izveden na ispravan nac¢in u datom deduktivnom sistemu. Ovaj
softverski alat se naziva proveravac (engl. proof checker). Njegovi ulazni parametri pored
sertifikata mogu biti 1 formula ¢ija zadovoljivost se ispituje kao 1 aksiome odgovarajuce
teorije (u slu¢aju SMT reSavaca). Proveravac je po svojoj strukturi mnogo jednostavniji
od reSavaca i njegova korektnost se moZe ponekad Cak i ru¢no verifikovati.

U glavama 4 1 5 bice predstavljeni razliciti formati u kojima se dokaz nezadovoljivosti

1zvozi u sertifikat.
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Algoritmi za reSavanje SAT i SMT

problema

3.1 CDCL algoritam

CDCL algoritam [12] nastao je pocetkom 21. veka. To je iterativni algoritam koji
se zasniva na inkrementalnoj izgradnji parcijalne valuacije dodavanjem jednog po jednog
literala vode¢i racuna da nijedna od klauza formule u tekucoj valuaciji ne postane netacna.
Ukoliko pak do toga dode, ta situacija se naziva konflikt. Kako bismo odredili tacku u
pretrazi na koju je potrebno da se vratimo kako bismo proces pretrage nastavili dalje,
drugim putem, vrsi se analiza konflikta.

Kazemo da je klauza c jedini¢na u odnosu na parcijalnu valuaciju v ako i samo ako
sadrzi literal [ nedefinisan u v, dok su joj svi literali razliciti od / netacni u v. Da bi
jedini¢na klauza bila zadovoljena, neophodno je da njen nedefinisani literal postane tacan,
pa ga mozemo dodati u parcijalnu valuaciju. Ovaj postupak poznat je i kao jedinicna
propagacija.

Literali se u valuaciji dodaju ili kao literali odlucivanja (engl. decision literal) ili
kao izvedeni literali (engl. inferred literal). Literali odlucivanja su rezultat nasih odluka
i njima zapocinju nivoi odlucivanja. 1zvedenti literali predstavljaju rezultat rezonovanja
(najcesce jediniCne propagacije) i posledica su literala odlucivanja.

Nakon S$to dode do konflikta, prilikom njegove analize odredeni broj literala odlu-
¢ivanja sa kraja valuacije Ce biti uklonjen zajedno sa svim izvedenim literalima koji su
njihove logicke posledice. Ako se konflikt pojavi u situaciji kada valuacija ne sadrzi lite-
rale odlucivanja, formula je nezadovoljiva. U slucaju kada je valuacija potpuna, a konflikt

ne postoji, formula je zadovoljiva.
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Razmatranje procedure opisane na nivou koda programa je suvise komplikovano po-
Sto sadrzi dosta implementacionih detalja koji zavise od odabira jezika. Stoga u nastavku
navodimo opStu CDCL proceduru u vidu pseudokoda (Algoritam 1) koja moZe biti prila-

godena specificnostima odabranog programskog jezika za implementaciju.

Algoritam 1 CDCL algoritam
1: CDCL(CNF formula F, assignment v)

2:dl=0 > inicijalizacija pocetnog nivoa odlucivanja
3: while (true) do
4: if (UnitPropagation(F,v) == CONFLICT) then > provera da li jedini¢na
propagacija dovodi do konflikta
5: B = ConflictAnalysis(F,v) > analiza konflikta
6: if (5 < 0) then
7: return UNSAT
8: else
o: Backtrack(F, v, 3)
10: dl=p > usaglasavanje nivoa odlucivanja nakon povratnog skoka
11: end if
12: else if (not AllVariablesAssigned(F,v)) then
13: | = PickBranchingLiteral(F,v) > odabir novog literala odlucivanja
14: dl=dl+1 > povecanje nivoa odlu¢ivanja nakon odluke o odabiru
15: v.push(l)
16: else
17: return SAT
18: end if

19: end while

Sastavni deo CDCL algoritma su i pomo¢ne funkcije koje razmatramo u nastavku:

o UnitPropagation predstavlja primenu operacije propagacije jedini¢nih klauza. Ne-
ka je klauza c jedini¢na klauza sadrzana u formuli F i neka je [ literal sadrZan u ¢
koji jedini nije definisan u trenutnoj parcijalnoj valuaciji v dok su svi ostali literali
iz ¢ netacni u v. Tada literal / mora biti taCan u eventualnoj zadovoljavajucoj va-
luaciji. Propagacija jedini¢ne klauze c predstavlja uvrS¢ivanje literala [ u trenutnu
valuaciju sa vrednoséu tac¢no i proveru da li definisanje ovog literala moze dovesti
da neka druga klauza postane jedini¢na (u kom slucaju se postupak ponavlja za tu

klauzu) ili netacna (u kom slu€aju procedura prijavljuje konflikt).

o AllVariablesAssigned proverava da li su svim literalima dodeljene vrednosti, tj.
da li je valuacija potpuna. Ukoliko je to ispunjeno, algoritam zavr§ava sa radom uz

prijavljivanje zadovoljivosti formule F'.
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e PickBranchingLiteral odabira nedefinisani literal [ koji ¢e biti dodan u trenutnu
valuaciju v; time se zapocinje novi nivo odlu¢ivanja valuacije v. SAT reSavaci ko-
riste razliCite heuristike za odabir novog pretpostavljenog literala, ali one u ovom

radu nece biti razmatrane.

e ConflictAnalysis, kao $to joj samo ime govori, obavlja analizu konflikta i odredu-
je nivo povratnog skoka S. Rezulat njenog rada je i uenje novih klauza. Kako se
na svakom nivou odlucivanja pridruZzi vrednost nekim od prethodno nedefinisanih
literala, to nivoi odlucivanja definiSu parcijalni poredak promenljivih. Krenuvsi od
netacne klauze koja je uzrok konflikta, procedura obilazi njene literale u obrnu-
tom poretku od njihovog poretka u parcijalnoj valuaciji i identifikuje klauze koje
su uzrokovale jedini¢ne propagacije koje su te literale uc¢inile netacnim. Ove klau-
ze koristimo da pomoc¢u njih modifikujemo trenutnu konfliktnu klauzu, primenom
pravila rezolucije koje Ce biti objaSnjeno u daljem tekstu. Ovaj proces se ponavlja
sve dok ne dodemo u facku jednoznacne implikacije (engl. unique implication po-
int (UIP)), tj. u tacku u kojoj je samo jedan literal trenutne konfliktne klauze na
teku¢em nivou odlucivanja, dok su svi ostali na niZim nivoima. Najvisi od tih niZih

nivoa upravo predstavlja nivo povratnog skoka .

Preciznije, neka je d nivo odlucivanja na kome je doslo do konflikta, /; poslednji
odabrani literal odlucivanja i w; klauza koja je izazvala konflikt. Neka © predstavlja
operator rezolucije. Ako za dve klauze w; 1 wy za koje postoji jedinstvena promen-
ljiva x takva da jedna klauza sadrzi literal x dok druga sadrzi literal —x, tada w; ©wy
sadrzi sve literale prisutne u w; i w; sem x i —x. Procedura analize konflikta koja
se koristi u modernim SAT reSava¢ima mozZe biti definisana kao sekvenca prime-
ne pravila rezolucije na odgovaraju¢im klauzama koja na svakom koraku proizvodi
novu privremenu klauzu. Neka je vrednost funkcije &(w, v, d) jednaka literalu klau-
ze w koji je poslednji poniSten u valuaciji v na nivou d i neka je ukupan broj literala

klauze w koji su u valuaciji v poniSteni na nivou d dat funkcijom ¢(w, v, d).

Neka je wi’i, gdejei=0,1,..., privremena klauza dobijena nakon primene pravila
rezolucije i puta. Koriste¢i prethodno definisane funkcije £1 ¢, wi” mozemo izraziti

kao:

Wj, i=0

wi' = wi T oal), £ 0A GO vd) > T AEWT v d) =1

w2 0A W v d) = 1
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Pocetna vrednost privremene klauze wi’i je klauza w; koja je konflikt i izazvala.
Iterativno se racuna vrednost W‘Z’i sve dok ne dodemo u tacku jednoznacne implika-
cije. Klauza wi’i tada predstavlja klauzu koju je potrebno dodati u skup klauza, tj.

ovo je naucena klauza.

e Backtrack funkcija vrsi povratni skok na nivo 8 koji je odreden u fazi analize kon-
flikta. Nakon povratka na nivo 3, naucena klauza povratnog skoka ¢e biti jedini¢na,
pa Ce u sledecoj iteraciji while petlje izazvati jediniCnu propagaciju odgovarajuceg

literala i time pokrenuti novi ciklus jedini¢ne propagacije.

Na kraju ovog poglavlja potrebno je naglasiti da je detaljan opis pojedinih delova
CDCL algoritma namerno izostavljen. Cilj opisa algoritma je bio da Citaoca upozna sa
njegovim osnovama koje Ce biti korisne za izlaganja u narednim poglavljima. Celovitiji

opis algoritma moZze se naci u [12].

3.2 CDCL(T) algoritam

SMT reSavaci su obi¢no zasnovani na lenjom pristupu koji se karakteriSe slede¢im:

e najpre se odvija iskazna apstrakcija - (bazni) atomi prvog reda se zamenjuju iska-

znim slovima, a teorija 7' se ostavlja po strani

e formula dobijena iskaznom apstrakcijom se predaje SAT reSavacu koji ispituje nje-

nu zadovoljivost

e ukoliko SAT reSavac zakljuci da je formula nezadovoljiva, tj. rezultat je UNSAT,

tada je formula nezadovoljiva i u teoriji T

e ukoliko SAT resavac prijavi SAT, zadovoljavajuca iskazna valuacija (model M) koja
je dobijena odreduje konjunkciju baznih literala

e posebna procedura odlucivanja koja utvrduje zadovoljivost konjunkcije baznih lite-
rala nad teorijom 7 (koju nazivamo T-reSavac) proverava zadovoljivost modela M
u teoriji T'; ukoliko se pokaze da postoji model teorije T koji istovremeno zadovo-
ljava sve literale iz M, tada je to ujedno i model pocetne formule; ukoliko to nije
slucaj, tada T-reSavac negacijom konjunkcije literala M konstruiSe klauzu (teorijsku
lemu) koja se dodaje pocetnoj formuli, a ¢ija svrha je isklju¢enje M pri ponovhom
pokretanju SAT reSavaca.

11
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e postupak se ponavlja sve dok SAT resavac ili ne vrati UNSAT ili ne vrati model M

za koji T-reSavac ustanovi da je zadovoljiv u teoriji T

Glavna prednost lenjog pristupa je njegova fleksibilnost posto je jednostavno kombi-
novati bilo koji SAT reSavac sa bilo kojim T-reSavacem.

Arhitektura SMT reSavaca koja se najcece koristi, a zasnovana je na ovom pristupu je
CDCL(T). Ovi resavaci imaju modularnu strukturu, sastoje od SAT reSavaca zasnovanog
na CDCL algoritmu (Algoritam 1) i T-reSavaca koji su jasno odvojeni i komuniciraju pu-
tem precizno definisanog interfejsa. SAT reSavac inkrementalno konstruiSe zadovoljava-
juce iskazne valuacije. T-reSavac ispituje zadovoljivost odgovarajuée konjunkcije literala
prvog reda u teoriji T u toku konstrukcije zadovoljavajuée valuacije.

CDCL(T) arhitektura SMT reSavaca pruza moguénost dodatnih unapredenja lenjog
pristupa koja mogu uciniti postupak reSavanja joS§ efikasnijim. Dva najvaZnija navodimo
u nastavku.

Provera T-zadovoljivosti tokom izgradnje parcijalne valuacije. Zadovoljivost od-
govarajuce konjunkcije literala prvog reda u teoriji T moZe biti proveravana u toku kon-
strukcije parcijalne valuacije.

Ovo svojstvo omogucava ubrzanje rada reSavaca posto se nekonzistentnosti sa teori-
jom T mogu otkriti odmah nakon $to nastanu. Ukoliko je provera nakon svakog dodavanja
novog literala u valuaciju preskupa, moze se definisati period nakon koga se vrsi provera
(npr. nakon svakog dodavanja k literala u parcijalnu valuaciju T-reSavac utvrduje da li je
valuacija konzistentna sa teorijom).

U trenutku pisanja ovog rada, ve¢ina implementacija SMT reSavaca u svom sklo-
pu sadrze inkrementalni T-reSavac. Ovakva upotreba T-reSavaca postavlja novi zahtev za
njegovu implementaciju. Da bi inkrementalni pristup bio efikasan u praksi, potrebno je da
reSava€ bude brzi u obradi jednog dodatnog literala / nego u ponovnoj obradi prethodne
valuacije i dodatnog literala [ zajedno.

Teorijska propagacija. U pristupu opisanom do sada T-reSavac generiSe dodatne in-
formacije koje mogu biti od znacaja za reSavanje problema tek nakon Sto je kreirana
parcijalna valuacija koja je nezadovoljavajuca u teoriji T. Slobodno mozemo reéi da je
T-resavac tu da validira pronadjenu valuaciju aposteriori, umesto da potpomogne njeno
pronalaZenje apriori. Kako bi se prevaziSlo ovo ogranicenje, T-reSava¢ moZze pronaci li-
terale koji su logicka posledica trenutne parcijalne valuacije M u teoriji 7. Ovakvi literali
se mogu dodati u valuaciju. Opisani proces se naziva teorijska propagacija.

U nastavku navodimo pseudokod CDCL(T) procedure (Algoritam 2). U pseudoko-

du ispod, T-reSavac je oznaCen sa T-solver, a komunikacija izmedu SMT reSavaca i T-
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reSavaca je prikazana kroz pozive metoda interfejsa od strane SMT reSavaca koji su zapi-

sani sa T_solver — imeMetode(spisak parametera).

Algoritam 2 CDCL(T) procedura

1:
2:
3:
4.

A AR

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:

CDCL_T(CNF formula F, assignment v)
dl=0
while (true) do
if (UnitPropagation(F,v) == CONFLICT
|| T_solver — theoryPropagate(v) == CONFLICT) then
B = ConflictAnalysis(F,v)
if (8 < 0) then
return UNSAT
else
Backtrack(F, v, 3)
dl=p
T_solver — backtrack(dl)
end if
else if (not AllVariablesAssigned(F,v)) then
[ = PickBranchingLiteral(F,v)
dl=dl+1
T_solver — newLevel(dl)
v.push(l)
T_solver — assert(l)
else
return SAT
end if
end while

Razmotrimo pomo¢ne funkcije koje su se javile u pseudokodu.

e UnitPropagation, AllVariablesAssigned, PickBranchingLiteral, ConflictAna-
lysis i Backtrack predstavljaju iste funkcije koje su objasnjene u pseudokodu CDCL
procedure (Algoritam 1). Funkcija ConflictAnalysis je proSirena pozivima
T _solver — explainLiteral(l) i T_solver — explainConflict(). Za svaki li-
teral / u konfliktnoj klauzi koji je propagiran teorijskom propagacijom, poziva se
explainLiteral(l). Ova funkcija vraca klauzu koja predstavlja objaSnjenje i koja se
rezolvira sa teku¢om konfliktom klauzom. Ukoliko je konflikt prijavljen u teori-
ji, tada dolazi do poziva explainCon flict() kako bi se dobila inicijalna konfliktna

klauza (teorijska lema).
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e metod theoryPropagate se poziva nakon dodavanja novih literala u valuaciju i T-
reSavacu prosleduje trenutnu valuaciju na osnovu koje T-reSavac generiSe sve ula-

zne literale koji su njena T-posledica i njih prosleduje SAT reSavacu.

e poziv metoda newLevel u T-reSavaCu uspostavlja novi nivo odlucivanja, dok as-
sert dodaje literal na stek T-reSavaca nakon $to je on dodat na stek SAT reSavaca.
Metoda assert se takode poziva i unutar funkcije UnitPropagation, nakon svakog
dodavanja literala u parcijalnu valuaciju jedini¢nom propagacijom, kako bi teorijski

reSavac bio upoznat sa stanjem parcijalne valuacije.

e ukoliko postoji konflikt u teoriji, dobijen kao rezultat metoda theoryPropagate,
neophodno je pozvati metod explainConflict koji ¢e vratiti klauzu koja predstavlja

objasnjenje konflikta i koja Ce biti naucena.

Dokaz korektnosti CDCL(T) procedure, detalji nekih od navedenih metoda kao i pri-

meri primene CDCL(T) procedure nad konkretnim teorijama mogu se naci u [13].
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Glava 4
Generisanje dokaza u SAT resavacima

Veliki broj modernih SAT reSavaca je zasnovan na CDCL algoritmu. Jedan od najva-
Znijih delova ovog algoritma predstavlja analiza konflikata koja za posledicu moZe imati
dodavanje novih klauza u postojeéi skup, kao sto je diskutovano u poglavlju 3.1.

Dodatno, moderne CDCL SAT reSavace karakteriSe i upotreba razlicitih tehnika prili-
kom pretprocesiranja formule, ali i tokom izvrSavanja samog algoritma, Sto za posledicu
moze imati ne samo dodavanje novih klauza u tekuci skup vec i brisanje nekih postojecih.

Stoga je neophodno da dokaz koji CDCL reSavac generiSe bude u formatu koji je
pogodan za proveru da li je dodavanje novih klauza tokom rada reSavaca uticalo na zado-
voljivost pocetnog skupa klauza.

U nastavku poglavlja dat je osvrt na postojece formate dokaza.

4.1 Rezolucijski dokazi

Prvi pokusaji produkcije dokaza iz CDCL reSavaca su bili zasnovani na metodu rezo-
lucije [11].

Pokazano je u [4] da novodobijene klauze koje su nastale prilikom analize konflikata
mogu biti predstavljene kao posledica uzastopne primene pravila rezolucije nad odabra-
nim klauzama iz ulaznog skupa. Kako je rezolucija relativno jednostavna operacija, to
postoje jednostavniji algoritmi koji mogu biti koris€eni za njenu proveru [11, 6].

Tokom svog rada, SAT reSavac generiSe rezolucijski dokaz koji alat za proveru uzima
kao ulazni parametar zajedno sa po¢etnom KNF formulom. Ovaj alat, znatno jednostavni-
ji od reSavaca, verifikuje da postoji niz uzastopne primene pravila rezolucije nad ulaznim

ili ve¢ izvedenim klauzama ¢iji je rezultat prazna klauza.
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Ukoliko je ishod rada reSavaca UNSAT, a proverava¢ ne moze da potvrdi ispravnost
izvodenja prazne klauze, to je znak da postoji greSka u implementaciji SAT reSavaca.

Medutim, dokazi zasnovani na ovom metodu mogu biti izuzetno veliki i neprakti¢ni
za obradu. Takode potrebno je izmeniti SAT reSavace kako bi podrzali generisanje rezolu-
cijskih dokaza Sto moZe biti komplikovano i zahtevati znac¢ajno dodatno vreme za njihov
razvoj posto pored pazljivog odabira klauza na koje se primenjuje rezolucija treba voditi
racuna i o redosledu izvodenja operacije. Odabrati pravi redosled Cesto nije jednostavno
te modifikovanje reSavaca da generiSu rezolucijske dokaze nije jednostavan zadatak cak

ni za njihove programere.

4.2 RUP format dokaza

Klauzalni dokazi, poznati i kao RUP (engl. Reverse Unit Propagation) dokazi, su
zasnovani na ideji dokaza Goldberga i Novikova [7]. Oni su pokazali da svaka klauza po-
vratnog skoka L koja proistekne iz analize konflikta moZe biti proverena koristeci algori-
tam jedini¢ne propagacije, poznat i kao BCP (Boolean constraint propagation) algoritam
[3]. Ako rezultat BCP(F U L), gde je F skup klauza koje trenutno postoje u formuli, sa-
drzi praznu klauzu 0, tada L sledi iz skupa F'. Za svaku klauzu L za koju vaZi ova osobina
kaZemo da ima svojstvo asimetricne tautologije (AT). Ovo svojstvo se joS naziva i RUP
SVOojstvo.

Pseudokod algoritma za proveru RUP dokaza dat je u algoritmu 3. Ulazni parametri
su KNF formula F i lista klauza povratnog skoka Q u redosledu njihovog ucenja.

Klauzalni dokazi su predstavljeni u obliku niza klauza (L,,...,L,) gde vazi da je
L, = 0. Za datu KNF formulu F, dokaz se sastoji od klauza koje imaju RUP svojstvo
u odnosu na klauze koje sacinjavaju formulu F. Dokaz se izgraduje iterativno na sledeci
nacin. Neka je Fy = F, tada je F; = F;_; U L; gde je L; klauza povratnog skoka u i-tom
koraku za koju vazi da poseduje RUP svojstvo u odnosu na F;_;.

Zbog toga Sto se RUP dokaz sastoji samo iz klauza povratnog skoka, on je znacajno
kraéi od rezolucijskog dokaza. Takode, moze biti izraZen u obliku KNF-a (u DIMACS
formatu). Potrebne su minimalne promene samih SAT reSavaca kako bi se obezbedilo

generisanje klauzalnih dokaza.
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Algoritam 3 RUP provera; BCP algoritam

: RUP(CNF formula F, queue Q of clauses)
2: while Q is not empty do
% L=Qpop()

4: F’'=BCP(FUL)

5: if 0 ¢ F’ then
6
7
8
9

[u—

return “checking failed”
end if
F =BCP(FUL)
: if 0@ € F then
10: return unsatisfiable”
11: end if
12: end while
13: return “all clauses validated”
14:
15: BCP(CNF formula F)
16: while dx € F do
17: for C € F with X € C do
18: C = C\{x}
19: end for
20: for C € F with x € C do
21: F = F\{C}
22: end for
23: end while
24: return F

4.3 RAT format dokaza

Neka je KNF formula F1C = (l; VI, V...V l,) € F proizvoljna klauza. KaZemo da

C ima svojstvo RAT (engl. Resolution Asymmetric Tautology) ako vazi:
1. C ima svojstvo AT, ili

2. postoji literal [ € C takav da za svaku klauzu C’ € F takvu da [ € C’, rezolventa

dobijena rezolucijom nad klauzama C 1 C’ ima svojstvo AT

Potrebno je polinomijalno vreme za proveru da li skup klauza ima RAT svojstvo.
Dodavanje klauza koje imaju RAT svojstvo ¢uva zadovoljivost, odnosno nezadovoljivost
pocetnog skupa klauza. MoZe se pokazati da sve promene skupa koje se deSavaju tokom
pretprocesiranja, obrade i reSavanja problema prilikom rada modernih SAT reSavac¢a mo-

gu biti predstavljene preko dodavanja i uklanjanja klauza koje imaju RAT svojstvo [9].
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RAT dokazi predstavljaju uopsStenje RUP dokaza posto pored klauza dobijenih anali-
zom konflikata, oni mogu opravdati i klauze dobijene razliCitim vrstama preprocesiranja
koje moderni SAT reSavaci ukljucuju.

U nastavku je naveden pseudokod algoritma za proveru ovih dokaza. Ulazni parametri

su isti kao i za RUP algoritam provere. F; predstavlja skup klauza koje sadrze literal /.

Algoritam 4 RAT provera
1: RAT(CNF formula F, queue Q of clauses)
2: while Q is not empty do
33 L=0Q.pop()

4: if 0 ¢ BCP(F U L) then

5: let [ be the first literal in L

6: for each C’ € F;do

7: R = Resolution(C’, L)

8: if 0 ¢ BCP(F UR) then

9: return “checking failed”
10: end if
11: end for
12: end if

13: F=BCP(FUL)

14: if 0 € F then

15: return “unsatisfiable”
16: end if

17: end while

18: return “all clauses validated”

4.4 DRUP i DRAT formati dokaza

Algoritam 3 koji je predstavljen u poglavlju 4.2 je zahtevan za dokaze koji se sastoje
od velikog broja klauza poSto vreme njegovog izvrSavanja moze biti nekoliko puta duze
od vremena rada SAT reSavaca. Tokom pretrage, SAT reSavaci uklanjaju neke od pret-
hodno naucenih klauza time smanjujuéi prostor pretrage, dok predloZzeni RUP algoritam
to nije u stanju da verifikuje. Stavise, on dopusta samo dodavanje novih klauza.

Kako bi se prevaziSao taj problem, predloZeno je da se generisanje dokaza proSiri sa
zapisivanjem informacija o uklonjenim klauzama. Novi format dokaza je nazvan DRUP,
Sto je skracenica od Deletion RUP [8]. Ostavljena je mogucnost dodavanja klauza (bas kao
i kod RUP dokaza), ali je omoguceno i njihovo brisanje. Primer sertifikata eksportovanog

u DRUP formatu je naveden ispod.
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-2 0
d -2 3 0
-1 0
d -1 2 0
30
0

Ovaj format sa DIMACS formatom ima sli¢nosti u tome Sto su literali predstavljeni
brojevima u redosledu u kome se pojavljuju u klauzama, dok je njihova negacija predsta-
vljena znakom minus ispred broja literala. Obrisane klauze imaju prefiks d. Alat koji se
koristi za proveru ovih dokaza je DRUP-trim koji ima dva ulazna parametra - KNF for-
mulu predstavljenu u DIMACS formatu i sertifikat koji je SAT reSavac proizveo u DRUP
formatu.

DRAT je sinonim za Deletion RAT i predstavlja format dokaza zasnovan na RAT
dokazu uz dodatak zapisa informacija o uklonjenim klauzama. Sertifikat u DRAT formatu
je sintakstno identi¢an DRUP formatu. Alat za proveru ovih dokaza je DRAT-trim [16]
koji za svaku liniju dokaza proverava da li vazi RAT svojstvo. Njegovi ulazni podaci su
isti kao 1 za DRUP-trim. I pored toga S$to nije formalno verifikovan, u trenutku pisanja
ovog rada, DRAT-trim je jedan od najc¢esce koriSéenih alata za proveru dokaza izvezenih

iz SAT resavaca.
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Glava 5
Generisanje dokaza u SMT reSavacima

Osnovni motiv za generisanje dokaza u SMT reSavacima ogledao se u Zelji da se
korisnicima omogudi nezavisna provera rezultata njihovog rada umesto da se oslanjaju
na korektnost implementacije samog reSavaca koja zavisi od koda koji se stalno menja i
unapreduje. Dodatni motiv je predstavljala nada da generisanje dokaza moZe imati ulogu
u lakSem otkrivaju greSaka u samim reSavacima.

Istorijski gledano, najvazniji doprinos implementaciji generisanja dokaza u SMT re-
SavaCima je efikasna integracija SAT reSavaca u SMT reSavac.

Prvi pokusaji ove integracije su bili neuspesni. Deo SMT reSavaca koji se bavio rezo-
novanjem u teoriji predstavljao je crnu kutiju u odnosu na ostatak sistema i bez pruzanja
dodatnih informacija, proglasavao je Citave delove problema nezadovoljivim. Bez dodat-
nih informacija (poput poznavanja klauze koja objaSnjava teorijski konflikt i dovodi do
nezadovoljivosti), SAT reSavac nije mogao u potpunosti da iskoristi tehnike nehronolo-
Skog vracanja unazad i u€enja novih klauza te ¢esto nije bio u moguénosti da zavrsi sa
radom i nade reSenje, Cak ni za jednostavne probleme za koje je reSenje bilo unapred
poznato.

U razgovoru naucnika sa univerziteta Stenford i Kormaka Flanagana, doslo se na ideju
da se infrastruktura koriS¢ena za generisanje dokaza koristi i za racunanje konfliktnih
klauza (viSe o ovome se mozZe procitati u [2]). Ova ideja je bila klju¢ uspeSne integracije
SAT resavaca u SMT resSavace i posluzila za razvoj CDCL(T) arhitekture na kojoj je
zasnovana velika veé¢ina modernih SMT reSavaca.

S obzirom da je, u slu¢aju CDCL(T) arhitekture, jezgro SMT reSavaca CDCL-zasnovan
SAT resavac, srz dokaza koji generiSe SMT resavac je rezolucijski dokaz dobijen SAT re-
SavaCem. Specijalno, proces analize konflikta i u¢enja novih klauza je posebno vazan za

SMT dokaze. SAT reSava¢ moZe da generiSe rezolucijski dokaz koji odgovara ovom pro-
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cesu.

U kontekstu SAT-a, konflikt se uvek javlja kao posledica toga $to je neka od klauza
postala netacna u tekuéoj parcijalnoj valuaciji. Drugacija vrsta konflikta se moZe javiti
kod SMT-a. Ilustrujmo je na primeru. Neka je SAT reSavaC postavio valuaciju iskazne
promenljive p,-, (koja predstavlja apstrakciju atoma a = b) na tacno, samo da bi u nekom
od narednih koraka konstatovao da je p - netacno; ove konstatacije su deo valuacije,
ali su nekonzistentne sa teorijom nad kojom se radi (u odnosu na teoriju EUF [10] u ovom
slucaju). T-reSavac koji je sastavni deo SMT reSavaca proverava da li je svaka nova dodela
konzistentna sa teorijom. U ovom slucaju, prijavio bi konflikt SAT reSavacu i1 generisao
klauzu —p,—, V p fa)=r) KOja se dodaje u trenutni skup. Ovako generisana klauza se naziva
lema teorije 1 moZze biti koriStena u nastavku kao i svaka druga klauza.

Ukoliko teorijski reSava¢ mozZe da proizvede i dokaze lema, onda se dokaz nezado-
voljivosti SMT formule moZe dobiti kombinacijom rezolucijskog dokaza koji generiSe
SAT resavac i dokaza lema teorije koje generiSe teorijski reSava¢. Medutim, neophodno
je obezbediti prostor za sakupljanje i skladiStenje svih ovih dokaza. [ako je ovo problem
tehnicke prirode, moZe dovesti do znacajnog usporenja reSavaca.

Dodatne poteskoce pri generisanju dokaza u SMT reSavacima predstavljaju i:
e skolemizacija
e pretprocesiranje

Postupak skolemizacije nije trivijalan. Eliminacija egzistencijalnih kvantifikatora iz
formule se odvija kroz uvodenje novih simbola neinterpretiranih konstanti ili funkcijskih
simbola.

SMT resavaci obi¢no ukljucuju i modul za pretprocesiranje ¢iji je zadatak da uprosti
polaznu formulu i svede je na KNF pre zapocinjanja samog procesa ispitivanja da 1i je
problem zadovoljiv. Pored transformacije polazne formule u KNF, ovaj modul mozZe do-
datno ukljucivati razli¢ite transformacije, od jednostavnih prezapisivanja (npr. x = y biée
zapisano kao y = x) pa do kompleksnih globalnih upro$¢avanja koja menjaju strukturu
formule. Na kraju pretprocesiranja, formula obicno biva pretvorena u KNF. Klauze pri-
sutne u KNF formuli ¢e biti deo rezolucijskog dokaza koji se generise stoga je neophodno
generisati i dokaze koji opravdavaju njihovo kreiranje tokom procesa pretprocesiranja.

Zbog svega navednog, bitno je usaglasiti format dokaza kako bi rezultat rada svih
SMT resavaca mogao biti proverljiv od strane istog proveravaca. Do sada nije doslo do
pronalaska formata koji bi zadovoljio pojedinosti svih najvaznijih SMT reSavaca, a isto-

vremeno bio praktican, Citljiv 1 kompaktan.
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U nastavku poglavlja, bice ukratko opisani formati dokaza koje koriste dva najpoznati-
ja SMT resavaca Z3 i CVC4, nakon Cega Ce biti predstavljen HS format dokaza predloZen

u [10] koji je u fokusu ovog rada.

5.1 Format dokaza u Z3 reSavacu

73 je jedan od najpoznatijih SMT reSavaca danaSnjice. Razvio ga je Majkrosoft Ri-
sir¢ !. Javno je dostupan i besplatan za nekomercijalnu upotrebu. Najée$ée se koristi kao
podrska drugim alatima, pre svega alatima za analizu i ispitivanje ispravnosti softvera.
Podrzava teoriju neinterpretiranih funkcija, teoriju linearne aritmetike, teoriju nelinearne
aritmetike, teoriju bitvektora i teoriju nizova.

U Z3 reSavacu, objekti od kojih su izgradeni dokazi su predstavljeni termovima. Motiv
za generisanje dokaza na osnovu termova je modularna struktura samog reSavaca, tj. bilo
je bitno da se omoguci efikasna komunikacija izmedu CDCL zasnovanog SAT reSavaca i
T-resavaca koji zajedno ucestvuju u procesu otkrivanja i analize konflikta.

Svaki reSavac na osnovu izabranih hipoteza iz datog skupa izvodi zaklju¢ak primenom

odredenih pravila. Osnovna pravila koja se primenjuju su:

e hypothesis, uvodi nove pretpostavke
e lemma, eliminiSe pretpostavke

e unit resolution, propagacija pretpostavki

73 reSavac je zasnovan na CDCL(T) arhitekturi koju karakteriSe stanje M||F koje
se odrzava tokom rada. M je parcijalna valuacija, predstavljena kao lista literala prvog
reda nad atomima sadrZzanim u formuli F. Dodatno, podrazumeva se da je formula F
u konjunktivnoj normalnoj formi. Tokom pretrage dolazi do dodavanja atoma u M na
na osnovu jedini¢ne i teorijske propagacije sve dok se svim atomima prvog reda koji se
javljaju u formuli F ne dodeli vrednost, a da pritom nije otkriven konflikt sa nekom od
klauza ili sa teorijom.

Metod za generisanje dokaza u reSavacima CDCL(T) arhitekture pogodan je za krei-
ranje rezolucijskih dokaza posto se pamte klauze koje su izazvale jedini¢ne propagacije.
Pored toga, teorijski reSavaci su u stanju da generiSu objaSnjenja teorijskih propagacija.
Ovo omogucava da se tokom analize konflikta generiSe rezolucijsko izvodenje naucene

klauze povratnog skoka.

173 je dostupan na lokaciji: https://github.com/Z3Prover/z3
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Pristup odabran u Z3 reSavacu iskljucuje zapisivanje i umesto toga izgraduje objekte
dokaza tokom reSavanja konflikta. Svakoj klauzi koja tada nastane se pridruzuje dokaz.
Klauzama koje su nastale od ulaznih klauza tokom pretprocesiranja pridruZen je dokaz
generisan u toj fazi rada reSavaca.

U CDCL(T) arhitekturi reSavaca, procedure odlucivanja za teoriju T identifikuju skup
literala sadrZanih u parcijalnoj valuaciji koji nisu konzistentni sa teorijom T. Drugim re¢i-
ma, disjunkcija negiranih literala parcijalne valuacije je T-valjana. Ovo za posledicu ima
da termovi dokaza koji su generisani u T-reSavac¢ima mogu biti iskazani jedinstvenim ter-
mom koji se naziva lema teorije. Neke leme sadrZe i dodatne informacije koje pomazu
proverava¢ima dokaza da rekonstruiSu dokaz u celosti.

Modul za pretprocesiranje Z3 primenjuje standardna pravila pojednostavljivanja sa-
drZana u podrzanim teorijama. Treba primetiti da pravila prezapisivanja u Z3 reSavacu
nisu predstavljena aksiomama te se i za njih generiSe dokaz. Zbog toga je i njih potrebno
proveriti proveravacem.

Posto su dokazi u Z3 sacinjeni od termova, mogu biti eksportovani u SMT-LIB for-

matu.

5.2 Format dokaza u CVC4 resavacu

CVC (engl. Cooperating Validity Checker) reSavac [14] prvi je SMT resavac koji je
podrzavao generisanje dokaza. Njegovi tvorci su Aron Stamp i Klark Baret sa univerziteta
Stenford. CVC je zamiSljen kao zamena za SVC (engl. Stanford Validity Checker) reSavac
i predviden je kao platforma za istraZivanje ideja i algoritama vezanih za SMT problem
na univerzitetu Stenford.

Format dokaza koji koristi CVC reSavac je zasnovan na LF-u (engl. Edinburgh Lo-
gical Framework). Dokaz moZe biti proveren pomocu Flea proveravaca koji je razvijan
paralelno sa CVC reSavacem.

Svaki deduktivni korak koji se napravi u reSavacu imao je ekvivalentan korak u pro-
dukciji dokaza. Na pocetku je CVC reSava¢ imao interni modul iskazne logike koji je
cuvao dokaze. Dokazi nisu bili dostupni kada je rad SMT resSavaca bio sveden na korisce-
nje internog SAT reSavaca, tj. kada je CVC bio upotrebljavan za klasi¢ne SAT probleme.
U verzijama CVC Lite i CVC3 ovo je promenjeno. Kreirana je specijalna klasa nazva-
na Theorem za koju je prevideno da cuva sve izvedene klauze i njihove dokaze. Objekti

ove klase su mogli biti kreirani od strane posebnih funkcija za produkciju dokaza. Ovo
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je omogucilo da sav kdd ¢ijem radu se bezuslovno veruje, tj. kdd koji predstavlja pravila
dokazivanja, bude sacuvan u nekoliko fajlova.

Pokazalo se da je ovaj pristup, iako elegantan, izuzetno neefikasan. Naime, mnogi
generisani deduktivni koraci nisu igrali ulogu u krajnjem dokazu, ali su svejedno bili
sacuvani. Ono $§to je mozda cak bilo i vaZnije je da se generisanje dokaza nije moglo
iskljuciti.

U verziji reSavaca koja je usledila nazvanoj CVC4 promenjen je naCin generisanja
dokaza i on se sada obavlja daleko efikasnije. Prva promena koju je donela nova verzija
je uvodenje markera koji oznaCava da li je generisanje dokaza ukljueno. Ovaj marker
se podeSava pre pocetka rada reSavaca i kompilatoru sugeriSe da li modul za dokazivanje
treba ukljuciti. Ova izmena je uvedena kako bi se moglo iskljuciti generisanje dokaza
ukoliko ono nije potrebno.

Ukoliko pak korisnik naknadno odluci da ipak Zeli dokaz, njega je moguce dobiti
retroaktivno. Naime, SAT resavaci beleze minimalni skup koraka na osnovu kojih moze
biti rekonstruisan rezolucijski dokaz. Kada se reSavac nalazi u ovom rezimu rada, moduli
teorije ne pamte nijedan korak, to se dokazi teorijskih lema koje se koriste u rezolucijskom
dokazu naknadno generiSu u modulima teorije tako Sto se procedure odlucivanja koje su
sadrzane u njima ponovo izvrse.

Kada je marker postavljen na vrednost koja ukljuCuje generisanje dokaza, procedure
odlucivanja sadrZzane u modulima teorije beleze korake dedukcije u posebne objekte koji
na kraju procesa mogu biti spojeni u jedinstven dokaz.

ReSava¢ CVC4 doneo je jos jednu promenu. Format dokaza je zamenjen. Umesto LF
formata koji su koristile prethodne verzije, CVC4 koristi LFSC. Vise detalja sintakse ovog
formata kao i njegove pojedinosti mogu se naciu [15]. Za potrebe ovog poglavlja dovoljno
je reci da se dokazi u mnogim teorijama mogu predstaviti u ovom formatu Sto ga Cini
pogodnim za primenu u SMT reSavaCima gde se neretko dokaz dobije kombinovanjem

dokaza koji su generisani od strane razli¢itih modula teorije.

5.3 HS format dokaza

Jezik SMT-LIB

Pre nego Sto predstavimo novi format dokaza, vazno je reci da je sintaksa koju kori-
stimo za zapis termova preuzeta iz SMT-LIB standarda [3]. On je proistekao iz istoimene

inicijative koja je za cilj imala standardizaciju logickog okvira, ulaznog i izlaznog jezi-
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ka za SMT reSavace, kao i skupa relevantnih teorija. Osim navedenog, ova inicijativa je
doprinela formiranju korpusa instanci standardizovanih teorija za potrebe lakSeg razvoja,
evaluacije 1 poredenja SMT reSavaca. Opsta sintaksa SMT-LIB izraza je veoma jedno-
stavna i podseca na izraze u jeziku LISP. Zbog ovoga se ona moze lako prosirivati. Ovo
omogucava da se formati dokaza lako mogu uklopiti u ovakvu sintaksu iako to nije ek-
splicitno definisano SMT-LIB standardom. Upravo ova ideja je iskori§¢ena za format HS
dokaza u radu [10], te zato u ovom odeljku dajemo osnovni pregled SMT-LIB sintakse.

SMT-LIB je zasnovan na viSesortnoj logici prvog reda, gde svaki funkcijski simbol iz
signature ima zadat rang oblika 7y X 7, X ... X 7, — 7 (intuitivno, 7y,...,T, su sorte
argumenata, dok je 7 sorta povratne vrednosti). Specijalno, ako je rang simbola oblika
7 (fj. nema argumenata), tada je u pitanju simbol konstante i on sam predstavlja term
sorte 7. Takodje, ako su ty,...,t, termovi sorti 7y,...,7T, redom, a f je simbol ranga
Ty X Ty X...XT, — 7, tada je (ft;...t,) term sorte 7. Termovi sorte Bool nazivaju se
formule.

Iskazni veznici se u SMT-LIB standardu definiSu kao funkcijski simboli not, and,
or, = ,isl, sarangovima Bool — Bool (za not) , odnosno Bool X Bool — Bool,
u slucaju binarnih veznika. Takode, postoji simbol jednakosti = koji je definisan kao po-
limorfni funkcijski simbol ranga 7 X T — Bool za svaku sortu 7. Simboli true i false su
konstante sorte Bool.

SMT-LIB standard, pored baznih termova i formula, podrZava i kvantifikatore. Kvan-
tifikovane formule su oblika

(forall ((x; : 7)) (x2 @ 1) ... (x, : 7)) Dili

(exists ((x1 : 1) (2 = 1) ... (x, = D) D)
gde su xy, ..., x, promenljive sorti 7y, ..., T, redom, a ¢ je formula koja moZe sadrZati ove
promenljive (svaka promenljiva sorte 7 je ujedno i term sorte 7).

Jo§ jedna od vaznih SMT-LIB konstrukcija je 1 define-fun pomocu koje se uvodi
novi funkcijski simbol kao zamena za navedenu formulu. Oblik ove konstrukcije je

(define-fun f ((x; : 1) (2 : 1) ... (x, : ™)) T D
gde su xy, ..., x, promenljive sorti 7y, ..., 7, redom, ¢ je term sorte T koja moze sadrzati
ove promenljive, dok je f novi funkcijski simbol koji se uvodi kao zamena za formulu 7.

Zarad kompaktnijeg zapisa termova koji ukljucuju visestruko ponavljanje pojedinih
podtermova, SMT-LIB standard podrzava i let konstrukcije oblika

(et (G 1) (2 ) ... (X 1)) D)
gde su xy, ..., x, promenljive koje se vezuju redom za termove ¢, ..., t, (sorte promenlji-

vih su odredene sortama odgovarajuéih termova). Intuitivno, ova konstrukcija predstavlja
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term koji se dobija istovremenom zamenom promenljivih xi, ..., x, termovima t,, ..., 1,

redom u termu ¢.

Format HS dokaza

PredloZeni format dokaza je rezolucijski dokaz koji dokazuje nezadovoljivost polazne
formule tako $to izvodi praznu klauzu. U kontekstu HS dokaza, sve formule se posma-
traju kao atomicke, tj. definiSemo uopsteni literal koji moze biti ili proizvoljna formula
ili njena negacija (pri cemu koristimo meta-simbol — da ozna¢imo negativni uopSteni
literal, umesto objektnog simbola not koji se koristi za negaciju u SMT-LIB sintaksi).
Takode, pod klauzom u nastavku podrazumevamo uopstenu klauzu, koja predstavlja skup
uopStenih literala koji se interpretira kao disjunkcija tih literala. U listovima stabla doka-
za nalaze se ulazne formule 1 aksiome. Jedino pravilo rezonovanja koje se primenjuje je
pravilo rezolucije definisano na sledeci nacin:

{ptuC {=ptu
Ciu(C,

gde je p formula, a C; i C, su klauze.

U kontekstu HS dokaza, ugradeni funkcijski simboli and, or, = , i sl.,, kao ni
simboli interpretirani u teorijama nemaju predefinisano znacenje. Njima znacenje daju
aksiome koje Cine jezgro teorije u kojoj se problem resava.

Svaka aksioma (tacnije, aksiomatska shema) predstavlja parametrizovanu klauzu.
Aksiome navodimo u obliku (rnaziv_aksiome par ... par,): { L} I, ...1,}, gde su
pary, ..., par, parametri, a [y, ..., 1, literali klauze koji mogu sadrzati te parametre. Na
primer, zapis (not- p): {—(not p), -p} definiSe aksiomu koja se zove not-, ima
jedan parametar - formulu p, a data je klauzom {—-(not p), -p}.

Termovi dokaza (koje éemo oznacCavati sa prf, prfi, prf,...) se definiSu na sledeci
nacin:

e svaka aksioma je term dokaza (npr. (not+ p)). Ovaj term dokaza dokazuje odgo-

varajucu klauzu iz definicije aksiome.

e za svaku formulu p koja predstavlja ulazno tvrdenje (tj. zadato na ulazu sa (assert
p))izraz (assume p) predstavlja term dokaza. Ovaj term dokaza dokazuje klauzu

{p} (4. uvodi pretpostavku sa ulaza).

e ako su prfi i prf, termovi dokaza, a p formula, tada jei (res p prf; prf,) tako-
de term dokaza. Ovaj term dokaza dokazuje klauzu koja nastaje rezolucijom klauza

koje dokazuju dokazi prf; i prf, po uopStenom atomu p.
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Dokaz nezadovoljivosti skupa formula p,..., p, zadatih na ulazu je bilo koji term
dokaza koji dokazuje praznu klauzu, a koji moZe sadrzati termove oblika (assume p)

isklju¢ivo za p € {py,..., pu}.

Poddokazi i podtermovi. Tokom konstrukcije dokaza neretko se deSava da je potreb-
no koristiti isti deo dokaza nekoliko puta. Ovakav deo dokaza nazivamo poddokaz. Kako
bismo zapis dokaza ucinili kompaktnijim, poddokaze koji se ponavljaju mozemo vezati

za promenljivu koriste¢i sintaksu kao u sledeCem primeru:
(let-proof ((C (res (not q) (assume (not q)) (not- q)))) prf)

Sada se promenljiva C moZe koristiti u nastavku dokaza prf, na bilo kom mestu gde
se ocekuje da stoji dokaz klauze {—¢}. Primetimo da je upotrebljena sintaksa sli¢na let-
sintaksi za SMT-LIB termove.

Nadalje, format dokaza podrZava i upotrebu let konstrukcije sa sintaksom identic¢-
nom kao u SMT-LIB standardu da veZe promenljive za termove (dakle, obicne SMT-LIB
termove, ne termove dokaza) koji se koriste veci broj puta u dokazu. Ovo je vazno kako bi
se sprecio eksponencijalni rast veliCine dokaza s obzirom da podtermovi imaju tendenci-
ju da se pojavljuju veliki broj puta, pogotovo u dokazima koji dokazuju korektnost KNF
transformacije velike ulazne formule.

Napomenimo da je za vezivanje termova dokaza i obi¢nih termova neophodno kori-
stiti dve razliCite kljuCne reci (let-proof i 1let respektivno). Ukoliko bi se u oba slucaja
koristila ista klju¢na rec, tada bi simboli poput res, and+, itd. morali postati predefisa-
ni. Upotrebom dve razli¢ite kljucne reci, parseru proveravaca je jasno iz konteksta da li

se radi o termu dokaza ili obicnom termu.

Definisanje funkcija. Prilikom generisanja dokaza, neretko je poZeljno imati pomo¢-
ne funkcije koje definiSe reSavac 1 koje se ne pojavljuju kao deo ulaznog problema. U

predloZzenom formatu dokaza, funkcije se definiSu kao:
((define-fun £ ((x; ) ...(x, 7)) B prf)

gde je f simbol ranga 7y X 7, X ... X 1, — 7, t term sorte 7 koji sadrZi promenljive
X1, ..., X, Koje su sorte 7y, ..., 7, redom. Navedeni term dokaza dokazuje istu klauzu kao
i poddokaz prf. Poddokaz prf moze koristiti funkcijski simbol f na isti nacin kao i sve

ostale funkcijske simbole.
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Leme.? Kako bi bilo olak§ano izvodenje dokaza, ponekad je korisno navesti ¢injenicu
bez njenog dokazivanja i koristiti je kao lemu. Ovo se Cesto primenjuje ukoliko dokaz
leme zahteva uvodenje novih aksioma (u cilju proSirenja bazne teorije nad kojom se radi).

Lemu definiSemo na sledeéi nacin:
(oracle + p; ...x p, Attributes)

pri ¢emu + oznaCava + (literal) ili — (negaciju literala). Attributes je korisnicki de-
finisana lista parova (kljuc, vrednost) u formi (: key value) gde je : key identifikator, a
value proizvoljan izraz koji moZe biti 1 izostavljen.

Lema uvodi klauzu {(-)py,...,(—=)p,} gde je literal p; negiran ako i samo ako mu

prethodi znak — u definiciji leme.

Aksiome

Aksiome se u kontekstu HS dokaza koriste za davanje znacenja funkcijskim simboli-

ma date teorije, ukljucujudi i logicke veznike. U nastavku sledi njihov spisak.

Aksiome logickih veznika
U ovom odeljku navodimo aksiome za logicke veznike.
true+ : {true}
false- : {—false}
(mot+ po) : {(not po), po}
(not- po):

(and+ pg...pn):

—(not py), ~po}
(and po...pn),P0s s 7P}
(and- i po...ps) : {~(and pg...p,), pi}

—(0r po...pn)sPo- - Pn}
=>po...pn),(m)pi}, pisenegirakadajei=n

(or- po...pn):
(=>+1 po...pn):
(== po---pu):{=2C=po.-Pu)sP0s - -+ Pu)
(=+1 po p1):
(=-1 po p):

Zautori rada [10] ovde koriste naziv oracle, ali doslovni prevod ,,proroCanstvo” nema mnogo smisla u
kontekstu rada

(: Po Pl)’ Po» pl}

{
{
{
{
{
(or+ i po...pn) {(or po...pn),—pi}
{
{
{
{
{=(=po p1), Po. —p1}
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(=+2 po p1) :{(= po p1):—Ppo.~p1}

(=-2 po p1) :{=(= po p1),=po. p1}
(xor+ (I) (B) (B)):{(xor [), (xor L), —(xor [3)}
(xor- (l) (L) (B)):{=(xor [}), —(xor L), —(xor L)}

Za svaki logicki operator, navedena je aksioma uvodenja (npr. and+) kao i aksioma
eliminacije (npr. and-) koje se mogu iskoristiti da uvedu ili eliminiSu odgovarajuéi ope-
rator pravilom rezolucije. Aksiome logickih veznika and-, or+ i =>+ imaju jo§ jedan
dodatni parameter, broj i ¢ija je vrednost prirodni broj iz skupa [0, n], npr. (and- 0 py
p1) predstavlja dokaz klauze {— (and poy p1), pol}.

Jednakost dva terma sorte Bool u SMT-LIB sintaksi odgovara logi¢koj ekvivalenciji.
Shodno tome, definiSemo pravila uvodenja =+1 i =+2 kao i pravila eliminacije =-11=-2.
Ove aksiome mogu biti primenjivane samo nad termovima koji su tipa Bool pri cemu
proverava¢ dokaza mora proveriti da li je ispunjen uslov za primenu ovih aksioma.

U pravilima xor+1 xor-, [y, [, /5 predstavljaju liste termova u kojima je ukupan broj
pojavljivanja svakog terma paran broj. Ukoliko je /; lista koju ¢ini samo jedan term, tada

(xor [;) predstavlja term /;.
Aksiome nad kvantifikatorima
Aksiome nad kvantifikatorima su sledece:
(forall+ ((x; 11) ... (x, ™)) p):
{(forall ((x; ) ... (x, 1)) p),

—(let ((x; (choose (x; 71) (forall ((x; 1) ... (x, 1,)) (not p)))))
(let ((x, (choose (x; 1) (forall ((x3 73) ... (x, 7)) (not p)))))

(let ((x, (choose (x, 7,) (not p)))) p)...))}
(forall- ((x; 1) ... (x, 1)) p):
{=(forall ((x; 7)) ... (x, 7)) p), (Qet ((x; 1) ... (x, t)) p)}
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(exists+ ((x; 1) ... (x, 1)) p):

{(exists ((x; 1) ... (x, 7)) p), —-(let ((x; 1) ... (xy 1)) p)}
(exists- ((x; 71) ... (x, D)) p):

{-(exists ((x; 71) ... (x, ™)) p),

(let ((x; (choose (x; 11) (exists ((x; 7)) ... (x, ™)) p))))
(let ((x, (choose (x; 1) (exists ((x3 73) ... (xy, D)) p))))

(let ((x, (choose (x, 7,) p))) pP)...)}}

Kvantifikatori su definisani koristeéi operator choose koji predstavlja Hilbertov &-
operator. Naime (choose (x 1) p) predstavlja bilo koji term sorte 7 za koji vazi literal
p (u kome figuriSe x). Ukoliko takav term ne postoji, tada je povratna vrednost opera-
tora choose proizvoljan term sorte 7. Uzimajuci ovo u obzir, (exists ((x 7)) p) je
ekvivalentno sa p[x -> (choose (x 7) p)1,tj. utermu p zamenjujemo x sa odgova-
raju¢im termom sorte 7 za koji p vazi (ako takvog terma nema, onda ¢e ovo biti netacno,

kao i exists).

U aksiomama forall- i exists+ sorte 7; se implicitno odreduju na osnovu tipa
1zraza t;.

Aksiome EUF teorije

Aksiome jednakosti su sledece:

(refl 1):{
(symm #o 1) : {(= fo 1), —(= 11 1)}
(trans fy...1,) : {(= 1 t,), (=t 1) ,...,~(= b1 1))

G+ to...) {(=1 ...t,), ~(=1 t1),...,7(= th-1 1))

(=i jtg...t,) :{=(= 1o ...0,), (=1 1}

(distinct+ #y...t,) : {(distinct % ...t,), (=t t1),...,(= to t,),..., (= t,-1 1)}
(distinct- i j fy...t,) : {~(distinct #y...t,), (= f; t))}gdejei # j
(cong (f ty...1,) (£¢...t))):

{= " tg...t,) (Et5...t)),~(=1y t)),...,n(=1, 1)}

Aksiome =- i distinct- imaju jo§ dva dodatna parametra, brojeve i 1 j Cija je vred-

nost prirodni broj iz skupa [0, n].
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Preostale aksiome
(itel po 1 1) :{(= (ite po t; ©) f1), —po}
(ite2 po 11 1) {(= (ite py 11 ©) 1), po)
(del! r..):{(= (! t..) D}
(expand (f fo...5)):{(= (f fo...1,) (et ((xo fo)...(x, 1)) D)}
gde je f definisana sa (define-fun £ ((xo 79) ... (x, 7)) O

Aksiome itel i ite2 mogu biti primenjivane kako na termove koji su tipa Bool,
tako i na termove koji su drugih tipova. Aksioma del! obezbeduje da dodavanje anotaci-
ja SMT-LIB termu ne menja njegovo znacenje dok aksioma expand omogucava dokaz
korektnosti ekspanzije definicija funkcijskih simbola iz ulaznog SMT-LIB fajla (pomocu

define-fun sintakse).

Aksiome linearne aritmetike

Kako bi se olakSalo, ali 1 opravdalo, rezonovanje u linearnoj aritmetici, potrebne su
aksiome koje u sebi sadrze dodatne uslove koji koriste sabiranje i/ili mnoZenje racionalnih
brojeva i polinoma. Prikaza¢emo ih u ovom odeljku.

Koristimo kanonsku SMT-LIB formu za numericke konstante. Brojeve tipa Real zapi-
sujemo u decimalnom obliku. Razlomci kod kojih su brojilac i imenilac celobrojne vred-
nosti piSu se kao npr. (/ 1 3), dok se razlomci kod kojih su realne vrednosti prisutne u
deljenju piSu u obliku (/ (- 2.5) 3.8).

Polinomi se u SMT-LIB standardu zapisuju na prirodan nacin, kao zbirovi monoma,
pri ¢emu su monomi proizvodi oblika (* ¢ t;...t,), gde je c numericka konstanta (koja
moZe biti izostavljena u zapisu kadajec = 1i1n > 0),at, ..., sutermovi koji nisu nume-
ricke konstante i ne sadrZze operatore + 1 *. Simbol * takode moZe biti izostavljen iz zapisa
u slucaju kada za njim sledi samo jedan argument, pa tako monom (* 1 #) moze biti za-
pisan kao (* ), a potom kao ¢. Nekoliko primera polinoma su naredni izrazi: (+ x 1),
+ G 2xx)xD,+ (¢ xxx) (* 3 x)5).Specijalno, konstantni polinomi se
zapisuju odgovaraju¢om numerickom ili racionalnom konstantom.

Polinom moZe biti tipa Real ili Int. Svi termovi od kojih je izgraden polinom moraju
biti istog tipa. U slucaju kada je polinom tipa Int, tada sve konstante koje sadrzi takode
moraju bili celobrojne dok kod tipa Real takvo ograni¢enje ne postoji, tj. tip konstan-
te je proizvoljan. Tip polinoma moZe biti promenjen iz Int u Real tako $to se na svaki
term primeni funkcija fo_real 1 celobrojni koeficijenti pretvore u racionalne koeficijente

dodavanjem .0 na njihov kraj.
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Nakon §to smo se upoznali sa osnovnhim pojmovima i njihovim zapisom, navedimo

aksiome linearne aritmetike nakon ¢ega ¢e najvaznije od njih biti objaSnjene.

(poly+ (+ g1...8x) &) :{(= (+ g1...8) lgdejeg=g1+ - +gu
(poly* (+ g1...82) &) :{(= (* g1...8) g)lgdejeg=g *---%g,
(farkas ¢; (<=? g1 &) ... ¢ (<=? g, &)

{~(<=? g1 &), ..y (<=7 g gD
gde su ¢; pozitivni celi brojevi,

suma c;(g; — g}) + ... + c,(g, — g,) je nenegativna konstanta,
<=7 predstavlja <, <=1li =,

ako je prethodna suma jednaka nuli, tada bar jedan od literala mora biti <

(trichotomy 17, 1) : {(< t; 1), (= 1 1), (Kt 1)}
(total 171 1) :{(x<=1 1), (K 1 1))}

(total-int #; o) : {(x=1 ), (<= c+1 1))}
gde je #; tipa Int, ¢ je celobrojna konstanta zapisana u kanonskoj formi,

ic + 1 je ista celobrojna konstanta uveéana za jedan

(to_real @) :{(= (to_real g) g")}
gde je g’ rezultat promene tipa polinoma g iz Int u Real

(>def 1, 1) :
(>=def 1, 1) :
(/def t; t...1,) :
(-def 1) :

(-def t; 1...1,) :

= 0Cun Kn )

(= C=1 n) (<= n 1))}

=h *h.ooity (/1 o)), G0 0),...,(=1, 0)}
= ) ¢ D))

EEnnot) G G GEDR).CGD R)))
(to_int-low #) : {(<= (to_real (to_int #)) 1)}

(abs-def 1) : {(= (abs ;) (ite (<, 0) (- t1) H))}

(<= (* np (div 1 ) 1), (= 1 OO}

<n (+ (* 1 (div 11 1)) (@bs 1)), (=1 0)}
(= (mod t; ) (-1 (* 1 (div 11 )))), (=1, 0)}
(= ((L divisible ¢) #1) (=t (* ¢ (div £ ¢))))}

(div-low #; 1) :
(div-high 1 1) :
(mod-def £ 1) :

{
{
{(=
{
{
{
(to_int-high #) : {(< 4 (+ (to_real (to_int 7)) 1.0))}
{
{
{
{
(divisible-def ¢ 1)) : {
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Prve dve aksiome poly+ i poly- mogu se koristiti da se pojednostave aritmeticki
termovi ulazne formule i imaju poduslov koji zahteva sabiranje, odnosno mnoZenje, po-
linoma. Proces dobijenja ovog polinoma mora biti ukljucen u dokaz jer njegov SMT-LIB
zapis nije jedinstven, npr. aksiome (poly+ (+ x y x) (+ (* 2 x) y)) i (poly+ (+
xy x) (+y (* 2 x))) suobe ispravne, ali dokazuju razlicite klauze. ReSava¢ moze
izabrati zapis i proveravac treba da dokaze da je g zaista ispravan zapis polinoma koji je
zbir ili proizvod gy, ..., g,-

Najvazniji deo aritmetickog dokaza je aksioma farkas koja dokazuje nezadovoljivost
konjunkcije nejednakosti tako Sto proverava da li je njihova linearna kombinacija jednaka
0. Ukoliko je to slucaj, doslo je do kontradikcije, tj. data konjunkcija je nezadovoljiva.

Opravdanje za ovakvu aksiomu nalazimo u Farkasovoj lemi, koju navodimo u nastavku.

Lema. Skup nejednakosti Ax < b je nezadovoljiv ako i samo ako postoji vektor y =
(C1y...,¢cp) takav dajey >0, ATy =0ib"y < 0.

Dozvoljeno je da literali koji ucestvuju u farkas aksiomi budu celobrojni i realni.
Prilikom racunanja njihovog zbira, celobrojni literali se implicitno pretvaraju u realne.
Aksiome farkas, trichotomy, total i total-int zajedno sa aksiomama logic¢kih
veznika 1 aksiomama EUF teorije formiraju potpun skup aksioma u smislu da moze biti
dokazana svaka klauza koja je logicka posledica datih pretpostavki u teoriji aritmetike.
Da bi se dokazale klauze koje sadrZze negirane literale koristi se aksioma farkas, dok
se preostale tri pomenute aksiome koriste da se negirani literali prevedu u pozitivne.
Ukoliko ulazni parameter nije polinom, pravila poly+ 1 poly- u kombinaciji sa aksi-

omom cong mogu biti upotrebljena da se on pretvori u polinom.

Primeri HS formata dokaza

Nakon detaljnog predstavljanja HS formata dokaza kroz jezik koji se koristi za njegov
zapis kao i aksioma koje se mogu Kkoristiti prilikom generisanja dokaza, u ovoj sekciji
navodimo nekoliko jednostavnih primera nezadovoljivih formula i njihovih dokaza.

Svaki primer se sastoji iz nekoliko delova: zapisa problema u SMT-LIB formatu, do-
kaza nezadovoljivosti koji SMT resavac generiSe kao i grafickog prikaza dokaza kao sta-
bla rezolucije. Primeri prate redosled kojim su navedene aksiome u prethodnim podsekci-
jama pa tako prvi primer predstavlja problem iskazne logike, drugi je primer EUF teorije

dok treci primer ilustruje jednostavnu formulu linearne aritmetike.
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Primer dokaza nezadovoljivosti za iskaznu logiku

Kako bi se ispitala nezadovoljivost skupa formula {g1, =2, =q1 Ag2} upotrebom SMT
reSavaca, neophodno je problem zapisati na jeziku SMT-LIB. Ukoliko Zelimo da bude ge-
nerisan dokaz nezadovoljivosti, neophodno je navesti navesti opciju
(set-option :produce-proofs true) na pocetkui (get-proof) na samom kraju
kako bi dokaz bio ispisan. Takode, potrebno je definisati i logiku u kojoj se radi. Oznaka
koja se koristi kada se ispituje zadovoljivost iskaznih formula kao 1 formula EUF teori-
je je QF_UF. Uz sve navedeno, neophodno je definisati i iskazna slova p i ¢ u skladu sa
SMT-LIB standardom. Jedan od nacina na koji moZe biti formiran ulazni fajl na SMT-LIB

jeziku za SMT reSavace predstavljen je ispod.

(set-option :produce-proofs true)
(set-logic QF_UF)

(declare-fun ql1 () Bool)
(declare-fun g2 () Bool)

(assert ql)

(assert (not q2))

(assert (or (not ql) g2))
(check-sat)

(get-proof)

(exit)

Formatiran ulaz se predaje SMT reSavacu ¢iji rezultat rada je informacija o zadovolji-

vosti skupa formula pradena dokazom u slucaju da je skup nezadovoljiv.

unsat

(res ql (assume ql)
(res q2 (res (not gl) (res (or (not gl) g2)
(assume (or (not ql) q2)) (or- (not gl) g2)) (not- ql))
(res (not g2) (assume (not g2)) (not- qg2))))

Ovako dobijen dokaz moZe potom biti predat na proveru nezavisno razvijenom pro-
veravacu. Kao §to moZemo da primetimo, dokaz nije lak za pracenje. Stoga je na slici
5.1 predstavljen graficki prikaz dokaza. Vidimo da je dokaz drvoidnog oblika gde listovi

predstavljaju skupove dobijene primenom aksioma na neku od formula polaznog proble-
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ma dok unutrasnji ¢vorovi predstavljaju rezultat primene pravila rezolucije. Iznad svakog
lista zapisana je aksioma ¢ijom primenom je dobijen skup formula koji se u njemu nalazi.
Uzastopnom primenom pravila rezolucije na kraju se stize do prazne klauze, odnosno do

toga da je polazni skup formula nezadovoljiv.

assume (or- (not gl) q2)

[{(or (not ql) q2)}] [{ﬂ(or (not gql1) g2), (not ql), q2}]
\/r:ot— ql) assume (not- q2)
[{(not ql), q2}] [{ﬂ(not ql), ﬂql}] [{(not q2)}] [{ﬂ(not q2), -~q2}

assume

Slika 5.1: Graficki prikaz dokaza nezadovoljivosti skupa iskaznih formula

Primer dokaza nezadovoljivosti za formule EUF teorije

Primer na kome ilustrujemo generisanje dokaza za formule EUF teorije je formula
a = b = f(a) = f(b) za ¢iju negaciju se zna da je nezadovoljiva u EUF teoriji. U skladu
sa SMT-LIB standardom definiSemo najpre sortu, a potom funkciju f i konstante a i b.
Ostali elementi poput definisanja logike, opcija za generisanje 1 ispis dokaza, su identi¢ni

kao u prethodnom primeru. Ulazni podaci za SMT reSavac su sledeci:

(set-option :produce-proofs true)
(set-logic QF_UF)

(declare-sort S 0)

(declare-fun £ (S) S)

(declare-fun a (O S)

(declare-fun b (O S)

(assert (mot (=> (= ab) (= (f a) (£ b))
(check-sat)

(get-proof)

(exit)
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Kao rezultat, SMT reSavac ispisuje da je formula nezadovoljiva. Ovo je pradeno ispi-

som dokaza koji se nalazi ispod.

unsat

(res (= (£ @) (£ b))
(res (=ab) (res (=> (=ab) (= (f a) (£ b))
(=+0 (== (=ab) (= EDbHN
(res (not (=> (= ab) (= (f a) (£b)N
(assume (not (=> (= ab) (= (£f &) (£ b)))))
(not- (not (=> (= ab) (= (fa (£ b))
(cong (f a) (£ b)))
(res (== (=ab) (= ) (b))
(=+1 (= (=ab) (= a (b))
(res (not (=> (= ab) (= (f & (£ b))))
(assume (not (=> (= ab) (= (£ a) (£ b))
(not- (not (=> (=ab) (= (£ a) (£ b))

U odnosu na prethodni primer, dokaz je vidno duZi, kompleksniji i teZi za razume-
vanje. Medutim, graficki prikaz dokaza na slici 5.2 umnogome olakSava njegovu inter-
pretaciju. Primetimo da dokaz u sebi sadrzi poddokaz koji se ponavlja dva puta. Radi
se o podstablima ¢iji je koren ¢vor koji u sebi sadrzi {-((=> (= a b) (= (f a) (£
b))}

assume (not- (not (=> (=ab) (= (Fa) (FbYNY
f(not (= (= a b) (= (F )(fh))))}] [(( ot (== (= b)( (fa )(fb))))J

~((= (= b) (= (f &) (f b))}

\/ (4 0 (=> (=2 b) = (Fa) (F b

[{“((=> (=ab) (= (fa) (f b))))}} [ {(=(=ab) (= (fafbm), (ab} ]

\/ (cong (f a) (F b))

[ {(=am} } [ {(= (fa) (f ), -(=a by} ]

{(= (f a) (F b))}

assume - (not (=> (= ab) (= (Fa) (F b))

[((nut (> (ab) = (Fa) (F b))))}} © (((t e G RE

\/ (=+ 1 (=> (= ab) (= (F &) (F b))

[(ﬁ((:) (=ab) (= (fa(f h))))}] [{(=> (ab) (= a (fFb)), ~(= (fa (f b))}]

-G f 2 (f b}

Slika 5.2: Graficki prikaz dokaza nezadovoljivosti EUF formule
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Primer dokaza nezadovoljivosti za formule linearne aritmetike

HS format dokaza za formule linearne aritmetike ilustrujemo na jednostavnom pri-
meru formule (not (= (+ 1 1) 2).Oznaka koja se koristi kako bi reSavaci prepoznali
da se radi o formuli linearne aritmetike je QF_LIA. SMT reSavacu se formula prosleduje

formatirana na sledec¢i nacin:

(set-option :produce-proofs true)
(set-logic QF_LIA)

(assert (not (= (+ 1 1) 2)))
(check-sat)

(get-proof)

(exit)

Kao rezultat rada SMT reSavaca, dobija se:

unsat
(let ((eq (= (+ 1 1) 2)))
(res (not eq)
(assume (not eq))
(res eq (poly+ (+ 1 1) 2) (not- (not eq)))))

Primetimo da se u dokazu koristi konstrukcija 1et koja je objasnjena u poglavlju 5.3.
Prilikom provere dokaza, svako pojavljivanje imena eq menjase sa (= (+ 1 1) 2) Sto

se vidi i na grafickom prikazu dokaza ispod.

(poly+ (+ 1 1) 2) (not- (not (= (+ 1 1) 21
{=(+11) 2)} J [{ﬂ(not =11 2)), -=H+11) 2)}]

assume

[{not (= +11) 2)}}

{=(not (= (1 1) 2}

{;

Slika 5.3: Graficki prikaz dokaza nezadovoljivosti formule linearne aritmetike
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Glava 6
Implementacija i evaluacija

Ova glava je podeljena na dva poglavlja — Implementacija i Evaluacija. U prvom od
njih je prikazana implementacija generisanja i izvoza dokaza u HS formatu za probleme
koji su definisani kao iskazne formule i formule EUF teorije u okviru SMT reSavaca
ArgoSMT, dok su u drugom poglavlju predstavljeni rezultati evaluacije veli¢ine dokaza,

te vremena rada reSavaca sa 1 bez generisanja dokaza.

6.1 Implementacija

Kao osnova za implementaciju generisanja dokaza upotrebljen je ArgoSMT reSavac
[1]. Modifikacije koje su bile neophodne kako bi se obezbedio izvoz dokaza obuhvataju
dodavanje novih komponenti i manje izmene nekih od postojecih. Ove izmene ne uticu na
ispravnost rezultata rada reSavaca, tj. izmene se ne ti€u samih implementiranih algoritama
veé se ogledaju u proveri da li je ukljuena opcija generisanja dokaza i koracima koje
to povlaci. Modifikovana verzija ArgoSMT reSavaca proSirena tako da omogudi izvoz
dokaza u HS formatu je javno dostupna za preuzimanje na GitHub-u.!

Nove komponente predstavljaju fajlovi data_structures/proofs.hppi
data_structures/proofs.cpp. U njima se nalaze klase koje implementiraju generi-
sanje dokaz. Svaka klasa je izvedena iz osnovne klase proof_node koja se nalazi u fajlu
src/expression_library/smtlib_api.hpp i u kojoj su deklarisane apstraktne funk-

cije:

e print_proof koja ispisuje dokaz u odgovarajuéem formatu u dati izlazni tok

lizmenjena verzija se nalazi na adresi: https://github.com/mr211071/argosmt-with-proofs
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e check_proof koja proverava da li je dokaz ispravno generisan; ova funkcija se
koristi za internu proveru dokaza u svrhu pronalazenja i ispravljanja greSaka tokom
razvoja reSavaca dok se prava provera obavlja koriS¢enjem nezavisno razvijenog
proveravaca’

Za svaku aksiomu predloZenu HS formatom dokaza izvedena je po jedna klasa koja u
sebi sadrzi parametre u skladu sa definicijom aksiome. Imena klasa oslikavaju nazive ak-
sioma, pa tako klasa koja predstavlja aksiomu (not+ p) nosi naziv axiom_not_intro
dok ime axiom_not_elim nosi klasa koja odgovara aksiomi (not- p). S obzirom da
su aksiome tvrdenja za koja se veruje da su tacna, tako je vrednost koju vraca funkcija
check_proof u ovim klasama uvek Bool vrednost true. Pored ovih klasa dokaza, po-
stoje joS dve — assume_proof i resolution_proof. Prva od njih predstavlja uvodenje
ulaznih pretpostavki u dokaz. Kao $to je receno ranije u opisu HS formata dokaza, svakoj
formuli p koja je na ulazu data sa (assert p) odgovara term dokaza (assume p) koji
dokazuje klauzu {p}. Stoga je potrebna klasa koji odgovara ovoj karakteristici formata
kako bi bilo omoguéeno koris¢enje ulaznih podataka u samom dokazu nezadovoljivosti.
Vrednost koju vraca njena funkcija check_proof je takode true. Kako je HS format do-
kaza u osnovi rezolucijski dokaz, to je potrebna struktura koja ga predstavlja. Upravo je to
klasa resolution_proof. Kada je klauza dobijena rezolucijom dve klauze, njen dokaz
treba sadrzati informaciju o literalu po kome je izvrSena rezolucija, kao i dokaze klau-
za na koje je primenjeno pravilo rezolucije. Stoga su atributi klase resolution_proof
literal po kome je izvrSena rezolucija te pokazivaci na dokaze klauza (u nastavku teksta
poddokaz) umesto samih klauza. Funkcija check_proof svodi se na rekurzivnu proveru
korektnosti poddokaza i proveru da li klauze koje su izvedene pomocu tih poddokaza mo-
gu biti rezolvirane po datom literalu. Zbog strukture klase resolution_proof, funkcija
print_proof ¢e u sebi imati pozive funkcija za Stampanje poddokaza pa ¢e tako konac¢ni
ispis dokaza imati format

(res <ispis_literala> <ispis_prvog_poddokaza> <ispis_drugog_poddokaza>).

Kako bi se omogucdilo efikasno ulancavanje dokaza tako da jedan dokaz u sebi moze
sadrzavati pokazivace na druge, kreiran je tip proof kao shared_ptr<proof_node>.

SMT-LIB standard predvida generisanje dokaza, te se opcija koja to omogucava u
reSavacu zadaje dodavanjem (set-option :produce-proofs true) u zaglavlje ula-
znog fajla. Kako bi generisani dokaz bio ispisan, neophodno je u samom ulaznom fajlu
dodati i komandu (get-proof) nakon komande (check-sat). Ukoliko je dodata opci-

Zproverava¢ je dostupan na adresi:
https://ultimate.informatik.uni-freiburg.de/smtinterpol/online/proof.html
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ja za generisanje dokaza, u samom reSavacu se promenljiva _produce_proofs tipa Bool
postavlja na true i dostupna je iz svih komponenti reSavaca, $to je neophodno za korekt-
no formiranje dokaza. Ukoliko reSavac prijavi unsat kao rezultat svog rada, to znaci da
je prilikom analize konflikta na nultom nivou kreirana prazna klauza. Dokaz pridruzen
ovoj klauzi je upravo dokaz nezadovoljivosti.

Dokaz se gradi tokom rada reSavaca prilikom svakog kreiranja nove klauze te je ta-
ko bila neophodna izmena komponenti reSavaca u kojima se menja skup klauza Cija za-
dovoljivost se ispituje, u prvom redu klasa src/solver/formula_transformer.cpp
i src/solver/solver.cpp. Klasa formula_fransformer sadrzi funkcije koje vrse
transformaciju ulaznih formula u ekvizadovoljive KNF formule primenjujuci Cajtinovu

transformaciju na slede¢i nacin:

e za svaku podformulu g polazne formule uvodi se nova konstanta x;
e posebno, uvodi se nova konstanta koja oznacava celu polaznu formulu

e polazna formula se transformiSe tako da se svako pojavljivanje neke od podformula

zameni novouvedenom konstantom za tu podformulu

e kreira se nova formula koja predstavlja konjunkciju svih ekvivalencija oblika x;

q 1 konstante koja je uvedena kao ime cele formule

e ovako nastala formula se pretvara u KNF prateci logicke zakonitosti

[ustrujmo Cajtinovu transformaciju na primeru formule ((p V g) Ar) = (—s). Podfor-
mule 1 novouvedene promenljive su: x; © s, x; © pV gix; © x; Ar. Uvodimo novi
simbol x4 za polaznu formulu i u njoj zamenjujemo podformule novim promenljivima.

Dobija se x4 © (x3 = x1). Konjunkcija ovih formula daje:
XA S HOAN S pVOAU3 S XA A (X © (X3 = X))

Novodobijena formula se potom prezapisuje u KNF prateci logicke zakonitosti. Podfor-

mula x, & p V g se u sledecih nekoliko koraka pretvara u KNF:

X pVgEs=pPV)IAN(pAg = x)
=(xnVpVeAE(PVeVx)
=0 VpVgA(=pA-g)V x;)

=(xVpVgAEpVx)A(=gV x)
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Na slican nacin se i ostale podformule mogu prevesti u KNF. Nakon §to se to uci-
ni za sve podformule, novodobijena formula je u KNF-u i ekvizadovoljiva je sa po-
laznom formulom. Kao §to moZemo da primetimo, prilikom Cajtinove transformacije,
dolazi do kreiranja novih klauza koje je neophodno dokazati. Stoga se u funkcijama
top_level_cnf_transformationicnf_transformation ¢ija implementacija se na-
lazi u fajlu src/solver/formula_transformer. cpp nakon svakog kreiranja nove kla-
uze proverava ta¢nost promenljive _produce_proofs i kreira odgovarajuci dokaz.

Kako $to smo videli u primerima predstavljenim u poglavlju 5.3, moZe se ispitivati
zadovoljivost skupa formula, a ne samo jedne. Formule su zadate na ulazu preko kon-
strukcije assert. Potrebno je svaku formulu iz tog skupa Cajtinovom transformacijom
prevesti u KNF. Funkcija top_level_cnf_transformation svaku formulu iz ulaznog
skupa prosleduje funkciji cnf_transformation koja vrsi transformaciju. Nakon izvrSe-
ne transformacije, u funkciji top_level_cnf_transformation se kreira nova klauza
sa novim imenom ulazne formule. Dokaz ove klauze je upravo term dokaza assume. Ovo

je implementirano na sledeci nacin:

expression name;
cnf_transformation(expr, clauses, name);
clause * name_unit = new clause();
name_unit->push_back (name);
if(_produce_proofs){
proof assume =
std::shared_ptr<proof_node>(new proof_assume(expand_names (name)));
name_unit->set_proof(assume);

}

clauses.push_back(name_unit);

expr predstavlja izraz uveden sa assert koji transformiSemo u KNF, name preko
reference dobija vrednost novouvedene konstante kojom se zamenjuje expr. Kako u do-
kazu klauze koju Cini novo ime izraza ne moZemo koristiti to ime, pozivamo funkciju
expand_names (name) koji vraca izraz koji je imenovan imenom name, pri ¢emu se sva
imena u tom izrazu rekurzivno razvijaju.

U funkciji cnf_transformation se uvode nova imena za podformule i vrsi trans-
formacija u KNF. Za izgradnju dokaza klauza koje nastaju tokom ovog procesa se koriste
aksiome za uvodenje i eliminaciju iskaznih veznika. Ako pogledamo primer prezapisi-
vanja formule x, & p V ¢ koji je naveden iznad, vidimo da se formula koja je nastala
na kraju sastoji od tri klauze koje mogu biti zapisane kao skupovi {—x,, p, g}, {x2, p}

i {x2, ng}. Ukoliko uporedimo ove skupove sa skupovima koji se dobijaju prilikom pri-
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mene aksioma za uvodenje i eliminaciju disjunkcije, vidimo da prvom skupu odgovara
primena aksiome (or- p ¢), drugom (or+ 0 p ¢) dok treCem odgovara (or+ 1 p
q) . Analogno se razmatraju i ostale kombinacije logi¢kih veznika. Nacin na koji je izvr-
Sena implementacija za disjunkciju je slededi:
unsigned i = 0;
for (expression_vector::const_iterator it = op_names.begin(),

it_end = op_names.end(); it != it_end; ++it)

*

clause short_clause = new clause();
short_clause->push_back (name);
short_clause->push_back(negate_name (*it));
if(_produce_proofs){
proof or_intro =
std::shared_ptr<proof_node>(new axiom_or_intro(expand_names(expr), i));
short_clause->set_proof(or_intro);
i++;
}
clauses.push_back(short_clause);
long_clause->push_back(*it);
}
long_clause->push_back(not_name);
if(_produce_proofs){
proof or_elim =
std::shared_ptr<proof_node>(new axiom_or_elim(expand_names (expr)));
long_clause->set_proof(or_elim);
}

clauses.push_back(long_clause);

Kao i u prethodnom delu koda, i ovde expr predstavlja izraz koji se transformise u
KNF. op_names je vektor Cajtinovih imena kojima su zamenjeni njegovi podizrazi.

U fajlovima src/solver/solver.hpp i src/solver/solver.cpp je definisana
klasa solver. Njena funkcija solve predstavlja implementaciju CDCL(T) algoritma.
SAT reSavac koji se koristi za propagaciju jedini¢nih klauza implementiran je u klasi
clause_theory_solver dok je T-reSavac za EUF teoriju implementiran u sklopu klase
euf_theory_solver. Kako su oba resavaca potomci klasa koje su izvedene iz bazne kla-
se theory_solver, to oba implementiraju funkciju check_and_propagate koja je za-
duZena za jedini¢nu propagaciju kod SAT reSavaca, odnosno za teorijsku propagaciju kod

kod T-reSavaca. U funkciji solve se uzastopno pozivaju funkcije check_and_propagate
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za oba resavaca sve dok ne bude prijavljen konflikt. Kada dodje do konflikta, pristupa
se njegovom objasnjenju. Negacije literala klauze koja je izazvala konflikt smeStene su u
vektoru _explained. ObjaSnjava se literal po literal pocevsi od prvog neobjasnjenog lite-
rala. Utvrduje se da li je on potekao iz konflikta izazvanog prilikom jedini¢ne ili teorijske
propagacije i u skladu sa tim poziva funkcija explain_literal odgovarajuéeg resa-
vaca. Svakom literalu je pridruZzena klauza koja predstavlja njegovo objaSnjenje. Ovim
klauzama je pridruZen dokaz.

Funkcija explain_literal implementirana u klasi clause_theory_solver for-
mira objasnjenje konfliktnog literala na osnovu klauza koja

Prilikom objasnjenja konflikta dolazi do kreiranja novih klauza. Kako klauza nastaje
tokom proceca objasnjavanja pojedinacnih literala, tako se njen dokaz postepeno gradi.
U izgradnji dokaza ne ucestvuju literali, ve¢ cela konfliktna klauza. Ona se moZe dobiti
iz vektora _explained negacijom njegovih neobjaSnjenih elemenata pre samog pocetka
objaSnjavanja i potom Koristiti za izgradnju dokaza. U funkciji explain_literal dolazi
do objasnjenja literala tako Sto se pronalazi koja je njegova vrednost u trenutnoj parci-
jalnoj valuaciji, potom klauza koja je dovela do dodavanja literala u valuaciju, tj. njegov
razlog. Potom se konfliktni literal rezolvira sa klauzom razloga i nastaje nova privremena
klauza. Njen dokaz je rezolucijski dokaz po literalu koji se objasnjava i u kome ucestvu-
ju dokaz konfliktne klauze i dokaz klauze razloga. Pri objaSnjenju sledeceg literala, ovaj
dokaz ¢e biti iskoriSten za objasSnjenje nove privremene klauze. Postupak se ponavlja sve
dok svi literali nisu objasnjeni. Potom se proverava na kom nivou je doslo do konflik-
ta. Ukoliko se radi o nultnom nivou, SMT reSavac zavrSava sa radom i prijavljuje da je
pocetni skup formula nezadovoljiv. Dokaz prazne klauze je upravo dokaz koji je generi-
san prilikom objas$njavanja konflikta. U protivnom, dolazi do poziva funkcije backjump
koja na osnovu literala koji se nalaze u vektoru _conflicting formira novu klauzu, pri-
druZuje joj prethodno izgradeni dokaz i dodaje je u skup _learnt_clauses. Potom iz
parcijalne valuacije uklanja sve vrednosti koji su definisane pocevsi od nivoa povratka pa
nadalje kako bi prilikom sledeceg poziva funkcije check_and_propagate za oba resa-
vaca bio ispravno formiran sledeci nivo odlucivanja. U funkciji backjump takode dolazi
do praznjenja vektora _explained i _conflicting kako bi bila omoguéena analiza iz
pocetka bez bojazni da bi konflikti iz prethodnih iteracija imali uticaj na novi pokusaj
reSavanja. Sa postupkom se nastavlja sve dok ili ne dode do konflikta na nultom nivou ili
ne bude pronaden model u sluc¢aju zadovoljivosti skupa formula.

Kao Sto je ranije reCeno, obezbedeno je kreiranje dokaza za novonaucene klauze i

ukratko je opisan nacin na koji se to Cini.
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Kreiranje dokaza je implementirano u funkcijama top_level _cnf_transformation

1 cnf_transformation, te u klasama solver, clause_theory_solveri

euf_theory_solver na svim mestima na kojima dolazi do kreiranja novih klauza.

6.2 Evaluacija

Za evaluaciju implementacije generisanja dokaza koriscen je racunar sa §GM RAM-a
1 AMD Ryzen 7 4800H procesorom sa 8 jezgara (16 niti) i frekvencijom 2.9GHz (4.2GHz

Max Boost). Za iskazne formule ne postoji standardni skup instanci za evaluaciju, pa

je za potrebe ilustracije generisanja nezadovoljivosti iskaznih formula kreirano nekoliko

tautologija razliCite sloZenosti Cija je negacija predata reSavacu na proveru. Pre nego §to

navedemo koriStene tautologije, napomenimo da je nakon svakog primera navedeno ime

koje Ce biti koriSteno u nastavku teksta za svaku od instanci. Za evaluaciju su upotrebljene

sledece tautologije:

e pV-ap (ex))

e «(pAg) © (-pV q)
e (p=>q) & (~g=> -p)

e (pveAN(p=>rA@=r)>r

(exy)

(ex3)

e (pAg=re(p=>@=r)

(exs)

(exs)

U tabeli 6.1 po vrstama je prikazano vreme rada reSavaca u slucaju kada nije ukljuceno

generisanje dokaza kao 1 u slucaju kada je generisanje dokaza ukljuceno (oznake ¢, i t,

redom u tabeli), potom veli¢ina ulaznog .smt2 fajla kao i veli¢ina dokaza eksportovanog

u .smt2 fajl za primere koji su navedeni kao imena kolona.

exi ex; exs exy exs
t 1.34e-04 | 1.48e-04 | 1.89¢-04 | 1.61e-04 | 1.94e-04
5 2.17e-04 | 2.33e-04 | 2.88e-04 | 3.92e-04 | 3.54e-04
veli¢ina ulaznog fajla 172B 226B 219B 249B 246B
veli¢ina dokaza 268B 2.37KB | 1.68KB 713B 1.97KB

Tabela 6.1: Rezultati evaluacije za iskazne formule
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Pre pocetka evaluacije, laicki se moglo pretpostaviti da ¢e doci do usporenja rada re-
SavaCa kada je omoguceno generisanje dokaza s obzirom da formiranje, Cuvanje i ispis
dokaza takode zahteva izvesno vreme. Direktno poredenje vremena izvr§avanja na na-
Sem testnom skupu, otkriva da se faktor usporenja kreée izmedu 1,52 i 2,43. Najmanje
usporenje je zabeleZeno za primer exs, dok je najvece bilo za primer ex;.

Kao Sto se i moglo ocekivati, dokazi za instance vece veliCine su ¢ak i nekoliko puta
vedi od ulaznog fajla. Za primer ex; koji je i najjednostvaniji uveéanje je dvostruko dok je
za ex, vece od desetostrukog. Zanimljivo je primetiti da za ulazne fajlove sli¢ne veliCine,
(ex4 1 exs), veliCina dokaza znaCajno varira. Uzrok ovom nesrazmeru veli¢ina dokaza
moZemp potraziti u razlici u sloZenosti formula ¢iju nezadovoljivost dokazuju. Ukoliko
pogledamo strukturu formule ex,;, moZemo da primetimo da u njoj ne postoji operator <
za razliku od formule exs. Prisustvo ovog operatora doprinosi znacajnom uvecanju skupa
klauza prilikom transformacije formule u KNF.

Medutim, bitno je napomenuti da veli¢ina dokaza ne zavisi samo od veli¢ine ulazne
formule, ve¢ i od veli¢ine konflikte klauze, odnosno od broja literala koje je neophodno
objasniti. Svaki literal dodaje jedan nivo dokaza. Kako je dokaz drvoidne strukture, §to
je graficki prikazano kroz primere u 5.3, to slobodno moZemo reéi da njegova visina
odgovara broju literala u konfliktnoj klauzi. Imajuéi ovo u vidu, sasvim je opravdano da
dokazi nastali na osnovu manju konfliktne klauze budu manji. Ali ovde nije kraj. Naime,
ukoliko se konflikt javi na nivou vecem od nultog, dokaz koji se generiSe u sebi sadrzi
dokaz klauze koja biva dodana u pocetni skup klauza prilikom povratnom skoka. Klauze
koje su inicijalno deo skupa za proveru imaju dokaze koje slede iz aksioma HS dokaza
1 koje se generiSu prilikom Cajtinove transformacije. Za razliku od ovih dokaza, dokaz
naucCene klauze je izgradjen prilikom objasnjavanja konfliktnih literala. Ovaj dokaz ne
samo da zahteva dodatno vreme za generisanje ve¢ moZe i doprinosti izgradnji dokaza
nezadovoljivosti samog problema, $to doprinosi veli€ini istog. Uzevsi 1 ovo razmatranje
u obzir, namece se zakljucak da veli¢ina dokaza zavisi od nekoliko faktora - sloZenosti
formule, veliCine konfliktne klauze, kao i veliCine dokaza naucene klauze ukoliko do
konflikta ne dodje na nultom nivou. Sve ovo treba imati u vidu i prilikom razmatranja
evaluacije formula EUF teorije.

Evaluiranje generisanja dokaza nad instancama formula EUF teorije vrSeno je nad
javno dostupnim korpusima kojima se moZe pristupiti na adresi
https://clc-gitlab.cs.uiowa.edu:2443/SMT-LIB-benchmarks/QF_UF.

Imajuéi u vidu memorijska ogranic¢enja implicitno odredena hardverskim ogranicenji-

ma samog sistema kao i ograni¢enja samog reSavaca, od velikog broja dostupnih instanci,
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nasumicno je odabrano 50 instanci. Na grafikonu prikazanom na slici 6.1 je predstavlje-
no vreme neophodno za reSavanje zadatog broja instanci bez i sa generisanjem dokaza

nezadovoljivosti. Ukupne vrednosti vremena su date u tabeli 6.2.
120
100
BD
60

40

VREME USEKLINDANMA

20

0 10 20 30 40 50 60
BROJ ISPITANIH INSTANCI

igpitivanje nezadovoljivosti bez gener sanjadokaza igpitivanje nezadovoljivosti sa uk jucenim generisanjem dokaza

Slika 6.1: Graficki prikaz rezultata evaluacije za formule EUF teorije

Rezultati merenja vremena izvrSavanja su u skladu sa pretpostavkom da ¢e generi-
sanje dokaza dovesti do usporenja rada reSavaca. Faktor usporenja je priblizno 1.6235.
Medutim, ne treba uzeti ovu vrednost za empirijski dokazanu. Ona samo oslikava instan-
ce na kojima je test izvrSen. Za drugacije odabrene instance kao i drugaciji raCunar na
kome se testira, rezultat bi mogao biti znacajno drugaciji. Zbog toga, dalji rad mozZe biti
nastavljen u pravcu standardizacije ne samo formata dokaza ve¢ i njegove implementacije

kako bi obuhvatio $to veéi dijapazon primera formula EUF teorije.

odabrane instance

ukupno vreme izvrSavanja (bez generisanja dokaza) 65.56776735

ukupno vreme izvrSavanja (sa generisanjem dokaza) 106.4492703

Tabela 6.2: Ukupna vremena izvrSavanja

Grafikon na slici 6.2 predstavlja odnos veliCine instance problema zapisanog u .smz2
fajlu i veli¢ine odgovarajuceg dokaza nezadovoljivosti koji je takode smeSten u .smt2 fajl.
Svaka instanca je oznacena rednim brojem, dok je veliCina fajlova izdraZena u kilobaj-
tima. Posmatrajuci grafik, moZe se videti da kod formula EUF teorije jo$ viSe dolazi do
izrazaja nesrazmer veliCine dokaza u odnosu na veli¢inu instance kojoj odgovara. Ako se

kod iskaznih formula odnos veli¢ina kretao oko faktora 2, ovaj faktor je prisutan samo
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kod najmanjih formula EUF teorije. Sto je formula veéa i kompleksnija, to i njen dokaz
raste, ponekad i desetostruko. Na odabranim primerima nije primeéen eksponencijalni

rast veli¢ine dokaza u odnosu na veli¢inu instance.
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mvelifinainsance W velifinadokaza

Slika 6.2: Graficki prikaz odnosa veli¢ina instance i njenog dokaza nezadovoljivosti

Sveukupno, rezultati evaluacije ukazuju na znacajno usporenje reSavaca kada je uklju-
¢eno generisanje dokaza kao 1 na nezanemarljiv rast veli¢ine dokaza u odnosu na veli¢inu
polaznog problema. Stoga bududi razvoj moze iéi u viSe pravaca od kojih jedan predsta-
vlja rad na dodatnoj optimizaciji generisanja dokaza putem implementacije konstrukcije
let u dokazu koja u trenutnoj verziji ne postoji, a za koju se pretpostavlja da bi mogla
doprineti smanjenju veli¢ine dokaza. Ipak, neka rezultati ove evaluacije ne umanje znacaj

koji HS format dokaza moZe imati u buducnosti.
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Zakljuéak

Ovaj rad predstavlja retrospektivu formata dokaza za SAT i1 SMT reSavace, sa po-
sebnim osvrtom na HS format dokaza. U neophodnoj meri su opisani logi¢ki pojmovi
neophodni za razumevanje SAT i SMT problema. Takode, kroz pseudokod su predsta-
vljeni CDCL 1 CDCL(T) algoritmi koji se koriste za reSavanje ovih problema, te je Citalac
upoznat sa osnovama nacina rada SAT i SMT reSavaca.

Posvecena je posebna paznja HS formatu dokaza. Data je njegova logicka osnova,
opisana je njegova sintaksa, te na¢ini prevodenja logickih pravila na jezik SMT-LIB. Opi-
san je nacin formiranja dokaza prilikom rada SMT reSavaca, navedene su aksiome koje
se mogu koristiti kako nad ulaznim parametrima problema tako i nad svakim ispravnim
izrazom. Dat je potpun spisak aksioma koji je podeljen na celine — aksiome logickih ope-
ratora, aksiome za kvantifikatore, aksiome EUF teorije, aksiome linearne aritmetike. HS
format dokaza je detaljno prikazan kroz tri primera koji ilustruju format dokaza i njegovu
sloZenost. Takode, dokazi nezadovoljivosti tih primera su prikazani graficki.

Predstavljeni su neki implementacioni detalji HS formata dokaza u ArgoSMT reSava-
Cu. Evaluiran je odnos veliCine instance problema i njenog dokaza. IzvrSeno je poredenje
vremena rada reSavaca sa i bez generisanja dokaza, te utvrdeno usporenje.

Ipak, pored svega navedenog, ostaje jo§ dosta prostora za rad, ponajvise na polju im-
plementacije HS formata dokaza u ArgoSMT reSavacu kako bi se kompletiralo generi-
sanje dokaza za probleme EUF teorije te obezbedilo generisanje dokaza nezadovoljivosti
za probleme formulisane na jeziku linearne aritmetike. Ostaje razmatranje da li bi izvoz
dokaza implementiran na drugaciji nacin, koriS¢enjem druge strukture podataka, doveo
do ubrzanja resavaca. Takode, kako bi se smanjila zavisnost od postojecih alata za prove-
ru dokaza za koje ne moZe biti garantovana dostupnost u svakom trenutku, jedan pravac

rada bi predstavljao i razvoj nezavisnog proveravaca dokaza.
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