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I'maBa 1

YBOI

Hagogie ce ocHoBHU 110jMOBU 1 TBpDema 0 MaTpHUIlaMa U JeTePMUHAHTAMA YOII-

iTe, a 3aTUM ¥ CIIEIUjaJTHOM CIydajy Marpuna Haj ckymom {0, 1}.

1.1 OcHoOBHU HOjMOBHU

Marpuma A BemduHe m X n HaJI HEKUM CKYIIOM S IIPEJCTaB/ba IPABOYTAOHY
Tadery Koja e CacTOju OJ M BPCTa M N KOJOHA TaKO Ja Ce Y IMPeCceKy i-Te BpCTe
(1 <i<m)u j-te xonore (1 < j < n) Hamasu a;; € S. Y crenujagsHoM CiIydajy
Kaja je m = n, A je KBaapaTHa MATPHUIA Peaa 1.

JerepmunanTa KBajpaTHe Marpulie A pena n je ckajap oapehen Tom marpu-

IIOM ¥ 3allicyje ce y ciegeheM ob/IuKy:

aypy a2 ... Qin

21 A2 ... Qon
det A =

ap1 Ap2 ... Qpp

Munop M;; 3a mMaTpully AUMeH3HUje N je JeTepMUHaHTa JuMeHsuje n — 1 Koja
ce J100HMja M30CTaB/baIbeM i-Te BpcTe M j-Te Kojione. KodakTop eremenTa a;;
nerepmunante det A je A;; = (—1)" M,;.

Bpennocr merepmunanTe det A 3a marpuiy A pesia n ce MOXKe U3PAIyHATH

npuMenoM JlarracoBor passoja:
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n
det A = Z a’l]AU
i=1
3a IIPOU3BOJbHY KOJIOHY ] njim
n
det A = Z al]AU
j=1

3a Ipou3BOJbHY BpcTy 7. Heka ce ca ABJI obesexkaBa arcosryTHa BPEIHOCT JIeTep-

MHNHaHTeE.

1.2 OcobunHe nerepMuUHAHTU

Kako 0u padyname jeTepMuHaHTH OUJIO MITO epuKacHuje, TOTpedHOo je m3dehn
padyHame 3a OHE MAaTPUIIE KOoje ce eJIeMeHTapHUM TpaHc(OpMallijaMma MOT'Y CBECTH
Ha MaTpuile 3a Koje ce Beh 3Hajy BpeHOCTHU JieTepMuHanTu. Tpancdopmariija

KOJOM Ce BPEJIHOCT JIeTepPMUHAHTE He Memha je:

e JlomaBame jesHe BPCTE/KOJOHE OMHOXKEHE HEKIM CKAJIApOM JIPYToj BPCTH-

/KOJIOHU MaTPHIIE
Tpancdopmalje Kojuma ce BPeHOCT JIeTEPMUHAHTE MeHha CY:

[ ] Bpe,HHOCT JA€TEpPMUHAHTE M€iba 3HaK YKOJ/IMKO Ce€ y MaTpUI 3aMeEHe MeCTa

JABEMa BpCTaMa HJIU KOJIOHOMa

o Bpe,ZLHOCT JeTepMHHaHTe C€ MHOXKU CKaJIapOM S YKOJIMKO Ce€ BPCTa HWJIN KO-

JIOHa MaTpule IIOMHOXKHN CKaJIapOM S

N3 nperxogaux Tpancdopmaliija Ipou3nia3ze 0COONHe HEKNX MATPUIA KOJI KOjUX

Ce BpEAHOCT AETEPMHUHAHTE MO2KE U3PaIyHATU TpI/IBI/IjaJIHOZ

e Bpemnoct nerepmuHanTe je ) YKOJIMKO HEKa BPCTa MJIM KOJIOHA CAIPIKU CaMO

BpeguocTu ()

e Bpennocr nerepmunanTe je ) YKOJIUKO Cy JIB€ BPCTe WM KOJIOHE JIMHEAPHO

3aBUCHE
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1.3 Ocobusue (0,1) maTpurna

(0,1) marpure cy MaTpuile Koj KOJUX je CBAKU eJIEMEHT WM HyJIa WU jeJ-
auna. Ceaka (0, 1) marpuria A pema n MOXKe ce TPEJCTaBUTH HU30M Ol 1 OpojeBa
TakKo Ja ce i-Ta BpcTa A; mpejcraBu OpojeM 2?21 a;;2'~'. Kazma Hema onacHocTn
oJ1 3a0yHe, 3a OpOj KOoju o/roBapa BpcTu A; MOXKe ce yIioTpeduTH ncra o3naka A;.

Ha ckymy A, pa3zmarpajy ce JaBe pesaruje mopeTKa:

e IIpBa je penamuja jekcukorpadcekor moperka <. 3a jBe marpuiie A, B u3
ckyna A, Baxku ja je A < B ako BaxKu JIeKCUKOrpadCKa Heje THAKOCT UCTOT

cMepa 3a oarosapajyhe nmszose dOpojesa. Ha npumep:

S = =
— = O
o O =
A
o O =
— = =
_= O O

jep je uu3 (5,6, 2) mekcukorpadckn Mambu o1 Husa (6,2, 3).

e /Ipyra pesamnuja moperka = Ha CKYIy N-TOPKH OUTa ce MOXKe JIepUHUCATH
TaKO IITO ce o1 cBake Bpcre A; dopmupa (n + 1)-ropka A ymeramem Ha
moveTak Opoja Koju je jeaHak Opojy jeaumHunia y n-topku A;. Y ckiaaiy
ca OBOM JPYroM peJanujoM mmoperka Bazku A; = A; axko (n + 1)-topka A

nperxou siekcukorpacdekn (n + 1)-toprm A’ Ha mpumep 3a matpuity

1 00
A= [0 1 1
1 01

yMeTameM Opoja jeJIMHUIA Ha MOYeTaK N-TOPKU ce JT00Uja

1100
A= 12011
2101

na nomto Baxku A; < A’ 3a ceaxo i < j, onja Baxu u A; X Aj 3a cBako

i <.
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3a nBe Bpcre Marpuiie A KaxkeMo Jla Cy HEYIOpeJIuBe aKO CKYIl jeJUHUIA jeJTHe
BPCTE HUje TOJACKYII jeITMHUTIA JIPYTE BPCTE. YOPEINBOCT BPCTA CE MOXKE UCITUTATH
npeko dutoBckor AN D, rjie cy BpCTe YIIOPEAUBE YKOJUKO je Pe3yITaT OUTOBCKOT

AN D 3amnpaso jeana o aBe Bpcre. Ha nmpumep, 3a MaTpuiry

s

|
S =
_ = O
o O =

Bask! J1a cy joj apyra u Tpeha Bpcra ymopemause, jep ce doutoBckum AN D noduja

Tpeha BpcTa.

Jlema 1.3.1. Ilepmymayuje epctia u xoaoHa Hag matwipuyom A we merajy ABJ

we mawpuue.

/loxas. TlepmyTaruja BpcTa min KOJOHA MAaTPHUIIE CE MOXKE ITPEJICTABUTHU KAO ITPO-
WU3BO/JI Ollepallja 3aMeHa MecTa BpcTaMa WM KoJIoHaMa Te marpuiie. V3 ocodune
MaTpHUIEe JIa BPEJIHOCT JeTEPMUHAHTE MeEHha 3HAK ITPU 3aMEHH MECTa JIBEMa BpP-
cTaMa, OJIHOCHO KOJIOHaMa, IPOU3MJIA3U Jia ITPOU3BOJ HEKOI' CKyIlla TpaHcdopMa-
I1ja 3aMeHe MeCTa BPCTa U KOJIOHA, WA Merha 3HAK JIETEPMUHAHTE WU BPEIHOCT

JIeTepMUHAHTE OcTaje ucTa, na ce camum TuM ABJI He Mema. ]

Hexka II npencraB/ba rpyiy TpaHcdopMaliija TeHEPUCAHY epMyTallijaMa Bp-
cra/Kosona marpurie. Marpurie A u B cy m-ekBuBajentHe, A ~, B, yKOJIUKO
npunajajy uctoj opoutu I, oHOCHO yKOJMKO TOCTOje TIepMyTallije BPCTa U KO-

jgoHa P, () tako na Baxku A = PB(Q). Tako, Ha npuMep, 3a MaTpUIle

011 110
A=|11 0] B=|010
010 011

Baxku A ~, B jep ce mepmyTarjoMm Bpcta Marpuiie A moxke modutu marpura B.
T-KJIaca eKBUBAJIEHIINje MaTpuIle A je CKyIl CBUX MaTPHIIA KOje Cy T-€KBUBAJIEHTHE

ca WmOM. T-lipejacTaBHUK A™ marTpuie A je JieKcukorpadCcku HajMambha MaTPUIR U3

m-Kjaace marpuiie A, rie je m-kiaaca marpure A opdoura Il koja cagpxku A. Tako

Ha TIPUMEDP, aKO je
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1 01
A= |1 1 0
010
OHJIa je
0 01
A"= |1 0 1
110

[Topen enemenTapuux TpancdoOpmMalja Koje ce MOry IPUMEHUTH Ha MaTpPHUIIE,
a Koje He Memajy gerepmuHanTy, Has (0,1) mMarpumama ce mMoxe jgeduHUCATH
u oneparyja ekcuan( X OR) X; i-te Bpcre/KojoHe MaTpuile A ca CBUM OCTaJIUM
BpcTaMa/KoJIOHAMa. Y KOJIMKO Ce Pajy O TPAHCHOPMAIUU BPCTa, OHJIa Ce TPAHC-
dopmanuja mmire ca Jiepe crpane marpuie, X; A, a yKoanko je Tpancdopmaruja
KOJIOHA, OHJIa ce muire ca jgecue crpane, AX;. Takohe ce medunuiny n ngeHTUIHE
rpancdopmanuje XgA = Au AXy) = A.

Ha nmpumepy, ako je

S = = O
_ O =
— = O
_ = = O

OH/Ia ce orepaljoM X, 10 BpcTaMa JI00uja

XQA -

_ O =
O = = O
=
oS O = =

Jlema 1.3.2. Ouepauyuja X; nag matpuyom rne meroa ABJ matipuue.

Jloxas. Ako je A maTpuria peja n, oH1a ce Moxe jedunucar marpuna B = W(A),
Koja upejcraBiba +1 mMarpuiy pega n + 1, Koja ce moduja ox marpuie A 3amenom

CBUX HYyJIa eJleMeHTOM -1, Ji0/laBameM jeJIHe BpCTe ca BPeIHOCTHMA -1 W3HA U

6
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JIOJIaBaEM jeJlHe KOJIOHE ca BpeJHOocTHMa 1 ca JlecHe cTpaHe marpure. Tpanc-
dbopmurmyhu marpuiy A y B = WU(A) noduja ce +1 marpura pemxa n+ 1. Bpera ¢
KojoM Tpeda ypaauru TpancdopMmanujy X; marpure A je caga Ha i+ 1 mosunuju.
Hakon 3amene mpse u ¢ + 1 BpcTe, IpBa BpPCTa MOXKE Jla Ce€ BPATH HA IOYETHE
BPETHOCTHU TTPOMEHOM 3HaKa KOJIOHA KOJI KOjUX je BPEIHOCT eJIEMeHTa y TIPBOj BP-
cru 1. Ilpumenom ¥~! ma Ty marpumy, ce mobuja Tpancdopmucana Marpuna A,
to ject A’. Jlakie, TpancdopMarmja X; 110 BpCTaMa MaTPHUIE OJAroBapa CIEIjaJl-
HOj mepMmyTtanuju Bpcra y W(A) u MHOXKemy HeKHX KoJioHa ckaimapom —1. Kako
Te omeparuje He Memajy AB/I, Tako u omepanumja X; He mema ABJI. /loka3 3a

TpaHcdopmalujy X; 1m0 KOJIOHAMA, Ce M3BOIU aHAJOTHO OBOM. O

Heka ® mpescraBsba rpyiy TpancdopMalifja TeHEPUCAHY IIepMyTalijaMa Bp-
cra/KosoHa u TpaHcdopmarmjama X; Bpcra/Kosona. Marpune A u B cy ¢-
exkBuUBaJIeHTHE, A ~y B, yKOIHKO npunajajy ucroj opoutn ®, ogHOCHO yKOIHKO
[IOCTOje TepMyTalje BpcTa U KojgoHa P, () m Tpancdopmarmje BpcTa U KOJOHA
Xi, X, tako ma Baxku A = PX;BX;Q, rne X;, X; o3HauaBajy IpHMEHY OIro-
Bapajyhux orepaliyja Ha BpCTe, OAHOCHE KOJIOHe MaTpuile. Tako, Ha IpuMep, 3a

MaTpHUIlEe

011 1 11
A=1|1 1 0| B=1|0 11
010 110

Baxxn A ~, B, jep ce Tparcdopmanujom Xy IO KOJIOHAMA, & 3aTUM U IEPMYyTalld-

joM BpcTa, ox Marpure A moxke modutu marpuia B.

¢-tipesicTaBHUK MaTpure A je JieKcnKorpadCckn HajMamba MaTpPUIA U3 ¢-Kjace
marpurie A, re je ¢-xmaca marpurie A opduta ® koja campxku A. Tako je Ha

[IpUMEDP @-TIPEJICTABHUK MATPUIIE

1 01
A= |1 1 1
010

MaTPHUTIA,
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A% =

—_ = O
o o O
—_ O

Heka x obenexkaBa BEKTOP KOJIOHY, y BEKTOD BPCTY M b cKajap. YKOJHIKO
marpuiy A pena n — 1 npomupumo BperoM (y,b) u kKosonom (x,b), nobuja ce

KBa/IpaTHa MaTpPHUIlA Peia 1

A =z

B =bord(A,x,y,b) =
y b

3a mpoHaJiaXKeme CBUX T-TPEJICTAaBHUKA MaTpuiie B je JI0BO/bHO HPOITUPUTH
cBe T-TpejicTaBHUKE Marpuiie A cBum moryhum komOuHarmjama x, y u b, a 3aTuM

nponahu 7-npejcraBanke HoBoHacTaaux marpuna [3|. Heka je
bord,(A) = {bord,(A,z,y,b)|x € {0,1}" ',y € {0,1}" 1 b e {0,1}}
JIema 1.3.3. Axo saorcu A ~, A', onga je bord,(A) = bord,(A").

Jloxas. Heka B € bord,(A). Ako ce nepmyTranuje BpcTa,/KOJOHA TIPUMEHE Ha TP~
Bux n—1 Bpcra/Kosiona marpuiie B, rpancdopmuriyhu A y A’ onya je y 1odujenoj
MaTpUIU ropibu-jaeBn MUHOP jeanak A'. IIpema Tome, marpuia Koja je mepmyTa-
IIMOHO eKBHMBAJICHTHA MaTpunu B je nobdujena mpomupusamem A, mTo 3Ha4m 12
je B mepmyTtanmono ekBuBasienTHa Marpurny u3 bord(A’), To jecr B € bord,(A’).
Anasoruo tome, bord,(A") C bord,(A), na je tume bord,(A’) = bord,(A). O

Ha cimyan nHauywmn ce J0Ka3yje Jia je 3a NMPOHAJAXKEHe CBUX (-IIPEJICTABHUKA
Marpuiie B JIOBOJBHO TPOIIUPUTH CBE (-TIPEJICTABHUKE MaTpuie A CBUM MOTy-
hum kombuHamnujama x, y u b, a 3aTuM nponahm @-mpeICTABHIKE HOBOHACTAJIIX

marpura [3]. Heka je
bordy(A) = {bordy(A,z,y,b)|x € {0,1}" 1,y € {0,1}" ', b € {0,1}}
JIema 1.3.4. Axo saorcu A ~, A', onga je bords(A) = bords(A’).

Jloxas. Axo cy marpunie A u A’ ¢-ekBuBasieHTHE, OHJa TIOCTOjU (DyHKIHja g € P
koja rpamcdopmuire A y A'. Heka B € bord,(A). Tama mocroju marpuna B’ €

bord(A) taksa ma je B’ ~, B. IlpumenoMm g Ha ropiu JeBH MHHOp Marpure B,

8
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nodmja ce marpura B” ~y B, B" € bord(A’). Ilpema tome B ~, B” nu B €
bord(A’). Iomro je marpuna B ¢-npeacrasuuk, goouja ce ga je B € bord,(A'),
mro umiutunupa bordy(A) C bords(A’). Amnanorno Tome, bord,(A') C bords(A),
a je Tume bordy(A') = bord,(A). O



I'maBa 2

AaropurMmmu 3a oapehuBame ckKyma

D,, maTpuiia MmaJjior peaa

Kako 6u ce cmamuno Opoj m3padyHaBarba JIETEPMUHAHTUA, AJITOPUTMU KOJU CE
OINCY]y Y HACTaBKYy ce da3mpajy Ha ojpehuBaiby CKyla IpeJCTaBHIKA MaTpPHILA
onpehenux kaca. la du ce oBo ypajuiio mro edukacHuuje, morpedHo je nuzadparu
rpyiry TpaucdopMaliija ca IMITo MambiIM OpojeM OpOuTa U ca IITO jeTHOCTABHUjOM
IIPOBEPOM /14 JIU je JIOOMjeHa MATPUIlA MPEJICTABHUK CBOje KJace.

[Ipu nperpas3u ckyma cBUX MOIyhUX BPEIHOCTHU JIETEPMUHAHTE MATPUIIA PEJia
N, MOXKe Ce MCKOPUCTUTH OCOOMHA Jla BPEJIHOCT JIETePMUHAHTE MeHha 3HAK IIPU
3aMEHH MeCTa JIBEjy BPCTa WJIM KOJIOHA, INTO 3HAYU Ja ce 3a CBaKy marpuiy A u
u3padyHaTy BPEIHOCT JeTepMUHAHTE d 3aMEHOM JIBejy BpCTa/KoJioHa Marpuie A
3Ha jOII jejiHa Moryha BpeJHOCT JeTepMUHAHTEe U OHa je jegHaka —d. IIpema Tome,
padyHameM cKyma D, v kKoju ce cmemrajy ABJL, moxke ce m3padyHnaTn yKymnaH Opoj
BPEIHOCTH JleTepMuHaHTh Kao 2|D,| — 1 (ocum 3a crenmjanuu ciydaj n = 1). o
TPEHyTKa IHcarha 0BOra pajia Cy Mo3HaTe BPeIHOCTH 3a Marpure pega n < 10 [1],

BujieTu Tabdery 2.1.

Tabena 2.1: Ykyman 0poj pa3jIudauTuX JETEPMUHAHTA MATPUIA JTUMEH3HjE N

n 1121314 5 6| 7] 8 91 10
2|D,| =123 |5 |7|11] 19|43 |91 | 227 | 587
|D,,| 212134 6[10]22]|46 | 114 | 294

10
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2.1 AJaropuram 3acHOBaH Ha IIPOUINPUBAaILY
CKyIla T-IIpeacTaBHUKAa, OJJHOCHO

@-TIpeJicCTaBHUKA

OBaj asropuraM mpejcTaB/ba MOAMMUKOBAHY BEP3Ujy IMPOIEca TPayKerba JIe-
TEePMUHAHTH OLICAHOT y paiy |[3].

N3 seme 1.3.3 mponsniasm j1a je 3a MPOHAJIAXKEE CBUX T-IIPEeICTaBHUKA Ma-
TPUIlE Pesia N JOBOJHHO IPOIIUPHUTH CaMO T-IIpeJCTaBHUKE MaTpura pega n — 1.
Hakon Tora, moTpedHO je m3padyHaTH alCOJIyTHE BPETHOCTHU JIETEPMUHAHTE 32 CBE
HOBOJ/IOOMjeHe MaTPUIlE U CAdyBaTu y ckymy D,.

Onmcanu aJaropuraM ce MOXKe OIMCATH cJegehnm mceyoKoaoMm:

VYias : n — pea MaTpuiia 3a kKoje ce oapehyje D,
Nznaz: D, — ckyn AB/I ceBux marpuma u3 A,
A! — cKyl CBUX T-IIpeJICTaBHUKA n3 A,
// mHEUNZjanusamuja 3a n=1
D, < {0, 1};
Al «+ {0, 1};
if n = 1 then
return;
for i <+ 2 ton do
forall A €A™' do
forall z € {0,1}t y € {0,1}"' b e {0,1} do
‘ nponahu w-nipejcrasauka bord(A, x,y,b) u gonatu y ckym A’ ;

forall A €47 do
| wm3pauynatu AB/I marpune A u nomaru y ckym D,

KopekTHocT asropurma jokasyje ciejeha reopema:

Teopema 2.1.1. 3a csaxo gawo n > 1, astoputtiam epaha cee ABJ/[ u cee m-

UpegctiasHuKre MatPUUG Pega n.

/loxas. Baszuu ciy4daj: 3a n = 1 modujamo Bpemroctu 0 u 1, Koje cy yjeaHo U

jemHe BpEeJHOCTU 3a MaTpuile peaa 1.

11
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Kopaxk: IlpernocraBumo jia 1ipe ygacka y HeT/by Baxku Ja ckyn Al canpaxu
CBe T-TIpeJicTaBHUKE MaTpuiia peja ¢ — 1. IIposmazak Kpo3 meT/by HpoIInpyje cBe
T-IpeJICTABHUKE pejia ¢ — 1 y m-nipejcraBauke pena i (Bugern Jjemy 1.3.3).

Kama ce 3aBpmu nerspa 1o 4, ckyn A” caJIp»Ku CBe T-IIPeJICTABHUKE MaTPUIA

pena n. ¥ HapeHOj neT/bu ojipehyje ce ckyn D,,. Il

Jla Ou ce jomr Buime CMamHO OpOj MATPHUIA KOje ce MPOIIUPY]y U padyHajy,
aJITOPUTaM Ce MOXKe MOJU(UKOBATU TAKO JIa Ce€ YMECTO T-IIPeJICTABHUKA KOPU-
cre ¢-tpescraBaunn. MoaudukoBaHn ajropuraM ce MOXKe OIHcaTH cjieaehum

IICEYJIOKOJIOM:

VYna3 : n — pen marpurnia 3a Koje ce oapebyje D,
Nznaz: D, — ckyn AB/I ceBux marpuma u3 A,
A} — CKYII CBUX ¢-TIDEJICTABHUKA U3 A,
// mHEUNZjanusamuja 3a n=1
D, + {0, 1};
Ay {0, 1};
if n = 1 then
return;
for i <+ 2 ton do
forall A GAf;l do
forall z € {0,1}"' y € {0,1}* "' b€ {0,1} do
‘ nponahu ¢-npejcrasuuka bord(A, z,y,b) u nogarn y ckyn A;

forall A €4} do
| wm3pauynatu ABJI marpurie A u gogaru y ckym D,

KopekTHocT asropurma mokasyje ciaemeha reopema:

Teopema 2.1.2. 3a csary gatwy sesuswuny n, astoputuam eépaha cee ABJI u cee

P-UpegcliasHukre MATUPUUA PEGE M.

/oxas. Baszam caydaj: 3a n = 1 modumjamo Bpemunoctn 0 u 1, Koje cy yjeaHo u
jesmHe BpeJIHOCTH 3a MaTpulle penia 1.

Kopak: IlpernocraBumo na mpe yjacka y HeT/by BayKd Jia CKYII Aé,_l CaJIPAKUI
cBe ¢-tpejicTaBHuKe Marpuiia pega ¢ — 1. [Iposazak Kpo3 meriby mporupyje cBe

¢-TipesicTaBHUKE Pefia i — 1y ¢-mpenctaBHUKe pefia i (BugeTn jgemy 1.3.4).
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I'VTABA 2. AJI'OPUTMH 3A O/[PEBUBABE CKYIIA D,

Kama ce 3aBpmum nerspa 10 4, CKYII Ag CaJIPpXKU CBE @-TIPEeJICTaBHUKE MATPUIIA

pena n. ¥ HapeaHo] netbu ojapehyje ce ckym D,,. Il

Y Tadbesnu 2.2 npuKa3aHo je U3BPIIaBabe aJrOPUTMA 33 IPETPary m-Ipe/ICTABHIKA
3a ciaydaj n = 2. Y Tadesu 2.3 npHKa3aHO je M3BpIIaBabe aJIrOPpUTMa 3a IIpe-
Tpary ¢-mpeJicTaBHUKA 3a ciaydaj n = 2. Y Ttadeiu 2.4 cy npukaszanu OpojeBu 7 u

¢ upencraBHuKa 3a n < 6.

2.2 AJaropuram 3acHOBaH Ha J0JaBamky BPCTa Ha

IIpaBoOyraoHe MaTpPHIIE

OBaj asropuraM mpeJ/iCTaB/ba MOMUMDUKAIN]Y AJTOPUTMA 38 IIPOHAJIAKEHHE
IPeICTABHUKA JIATHHCKUX KBajpara [4]. Auropumram ce 3acHHBA Ha OJCEHAIbY
y TOKY IIpeTpare Kaja ce Hauhe Ha marpuily A Koja ce eJeMeHTapHUM OIePAIlH-
jama moxke Tpancdopmucaru y marpuily A’ koja je Beh panuje obpabena, To jecr
A’ < A. Ba marpuiy A koja ce odpabhyje y oBom anropurmy hemo pehu ma cy joj

BpcTe coprupane ako Baxku A; < A; ako je 1 < j.

Jlema 2.2.1. Vkoauxo je matupuua A pega n T-UpegciliaHUK, OHGa je tbeHa Tpeda

epctiia obauxa 01" 7ge je 0 < 1 < n.

/loxas. YKOJMKO ce IPeTIOCTaBH CYyIIPOTHO, JIa IIPBa BPCTa M-TIPEJICTABHUKA HEMA,
obmuk 0'1"7!, Taja ce mepMyTaIjoOM KOJIOHA IIPBa BPCTa MOYKE CBECTH Ha HaBEICHH
00JIUK, U TaJia je HOBOJIOOMjeHa IPBa BPCTa JIEKCKOTpadCKu Marba OJI IT0YeTHE, 11a

TMoYeTHA MaTPUIA HUje T-IPEJICTAaBHUK. [

Takobhe, 300r crneruduaHocT 00JIMKa IIPBE BPCTe MaTPHIlE, MOXKe ce ca | ode-
JIEXKUTHU TO3UIMja Y MIPBOj BPCTH TJie TIpecTajy BpeaHocTu () U MOYUY BPEIHOCTH
1. Tako ce dOpoj mponaheHux mpeiCTAaBHUKA MOXKE CMAaILUTH jJOII BUIIIE JIOTABAHHEM
ycsoBa 3a Bpery k = 2 marpure A, tako ja Ha uarepsaauma [0, 1—1] u [I, n] mopajy
Sutn Hu30BU Hysa U jepuHuna odsmka [0,0,...,0,1,...,1]. Jloka3 ce mMoxke uzBecTn
AHAJIOTHO KAa0 3a MPBY BPCTY: MEPMYyTaIljOM KOJIOHA OWM Ce JIOOWJIa BPCTA MAFhe
JlekcukorpadCcKe BPETHOCTH, & KAKO Ce CBe IIepMyTallije JeliaBajy Ha MHTEePBa-

JINMA, TJIe Cy eJIEMEHTH IIpBe BPcTe Me)yCOOHO jeIHaKu, ITpBa BPCTa he oCTaTh UCTA.

Kako pazmarpamo ajiropuTMe KOju IIpaBe CIUCaK MPeICTABHUKA 38 HEKY I'PYITY

TpaHcdopMaIija, TAKO Ce U y OBOM aJITOPUTMY TparKe IPEJICTaBHUIM, AU Ce
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I'VTABA 2. AJI'OPUTMH 3A O/[PEBUBABE CKYIIA D,

Tabena 2.2: IIlpumep usBpiraBama MPBOT AJTOPUTMA 38 IIPETPAry T-IIPeICTABHIKA

3an =2
Ay ={[0]. [1]}
i=2A=|0]
x y | b B B™ KOMEHTAP
o] | 0] ol o ol | 1o & A2 A2U{B")
0] D7 1] g 3] | fo 1 A2 AU
[0} [1} 0 (1) g 8 ? 0e3 mpomene
0 0 0 0 9 9 .
0] | [1] I A2 «+ A2 U {B"}
[1} [0} 0 8 é 8 (1) 0e3 mpomene
01 01 9 9 .
RN (O] 1 O P B Y P Az — A2U{B"}
0 1 01 9 9 .
Aol ol 1l o Az — A2U{B"}
0 1 01 9 9 .
R R I PO B Y A2 — A2U{B"}
i=2,A=1]
x y | b B BT KOMEHTaP
[0} [0} 0 (1) 8 8 (1) 0e3 mpoMene
[0} [0} 1 (1) (1) (i) (1) 0e3 mpomene
[0} [1} 0 1 8 8 1 0e3 mpomene
10 01
[0} [1} 1 11 11 0e3 TIpoMmeHe
[1} [0} 0 (1) (1) (1) [1) 0e3 1pomeHe
[1} [0} 1 (1) 1 (1) 1 0e3 mpomeHe
11 01
[1} [1} 0 10 11 0e3 mpomeHe
11 11 9 9 -
R R I PR B A2 — A2U{B"}
Jlobujenn m-mpeICTABHUIIN:
s _¢l0 0] (0 O] |0 Of |O 1f (0 1] (0 1 11 9
A”_{OO 0O 1{7({1 1{"(0 1|7|1 O|"|1 1|1 1}’|A’T|_7
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I'VTABA 2. AJI'OPUTMH 3A O/[PEBUBABE CKYIIA D,

Tabena 2.3: IIpumep usBpiraBama TPBOT AJITOPUTMA 3& ITPETPATY (-TIPEICTABHIKA
3an =2

Ay ={[0]. [1]}
i=2,A=[0
z |y |b] B B? KOMEHTap
o] 0] [ o] [ ol [ |0 o] |42« 420
[0] | [0] | 1 8 (1) 8 (1) A% — AZU{B"}
o] |1 o |7 ol o Y| Ges mpovene
o] ||| ) TH G Dl 6es mpovene
1 o] o] g o | 1o Tl | Bes mpovene
0] o] | 1] g ol | | Tl | Bes mpovene
) o) | ol 1] ol | 42« 420 B
) g ] | LS ol | Bes mpovene
ST F B v
o] | o] o] |5 ol | o T||  Bes mpovene
o] | o] | 1] |5 TH 1S ol | Bes mpovene
o] |11 o] |7 ol | 1o Tl | 6es mpovene
o] |1 | 1] |7 TH IS ol | 6es mpovene
[1] ] [0] |0 (1) (1) 8 (1) Be3 mpomene
[0 [ 1] |y ol ) o | Bes mpomene
(1] | [1] |0 1 (1) (1) (1) Be3 mpomene
0 ]|y gl o Y]] Bes mpovene
TTOBU]eHIT G-TIPEICTABHII:
=1 ollo 3110 ol 1z=3
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I'VTABA 2. AJI'OPUTMH 3A O/[PEBUBABE CKYIIA D,

Tabena 2.4: Bpoj ™ u ¢ npejacraBauka 3a n < 6

n | Bpoj m-nipenacrasauka | Bpoj ¢-upencraBauka
1 2 2
2 7 3
3 36 12
4 317 39
5) 5624 388
6 251610 8102

YMECTO IIPOHAJIaKemha MATPUIE U TPaKema HEeHOI' IPeCTaBHUKA WUCKIbY4Y]y U3
pa3MaTamba MaTpHUIle Koje MOTry Ja ce TpaHCHOPMHUIILY Ha HEKY JIEKCHKOTrpadCKu

Mamby 01 cede.

Jlema 2.2.2. Axo 3a mawpuue A u A’ saorcu A ~, A’ onga cy epcttie y matpuyu

A neyuopeguse axo u camo axo cy epciie y A’ neyuopeguse.

/loxas. 3a mepMmyTaligje BpCTa je JI0Ka3 TPUBHjaJIaH, jep ce IepMyTallljoM BPCTa
HE Meba yIIOPEIUBOCT BPCTa. 3a ITEPMYTaIlije KOJIOHA, IEPMYyTOBabeM MEHmbajy 0-
3uIyje 00a eJIeMeHTa Yrja ce yIOPEeINBOCT IIPOBEPaBa, 11a ce yIOPEINnBOCT TaKkohe
He Mema. To 3HauM J1a ce T TpaHcdoOpMaIiijaMa He MeHha 0COOMHA HEYTIOPEeINBOCTH

KOJIOHA 118 TAKO BayKU TBPheme JieMe. Il

Teopema 2.2.3. Vmecwio pazmatliparea c8ux T-UpegcliasHUKG, JOBOHHO je Pa3-
MAWPATY, CAMO UPEGCULAGHUKE MATAPULA KOJUMA CY CBAKE e 8pCULE HeYTUoPeguee

u Yy Kojuma Tpea epclia uma Hajeuwe [n/2] jequruya.

Joxas. TlpernoctaBumo j1a MaTpuiia A He UCITybaBa IIPBU YCJIOB U J1a TIOCTOj€ JIBe
Bpcre A; i Aj, Tae je jemma Bpcra mojckymn apyre. Ogysumamem BpcTa onpehenn
Opoj myTa, MozKeMO cBecTu MaTpuily A Ha Heky japyry marpuity A’ y Kojoj cy Bpcre
Heyrnopeue. Kako ce cBaKuUM OJly3UMarbeM CMaibyje Opoj jeJIuHUIA, IPOIEC
cBohema MMa KOHa4YaH OpOj KOpaka. YKOJHMKO JAPYTH YCIOB HUje UCIYHEH, N
MaTpHIA y [IPBOj BPCTU UMa BuUIle of [n/2] jeaununa, onia ce omeparmjom X,
O KOJIOHAMA MaTpHIle, JI00Mja BpCTa duju je Opoj jeunura < n/2, dume cMO

MAaTpUILy CBEJM Ha HEKY Koja je Beh panuje odbpabhena. ]

AsropuraM mounbe J107e/bUBAEM OMHAPHE Pelpe3eHTallje Opoja MpBoj Bp-
cru, Tae je Bpeanoct opoja A; =20 —1 (1 <14 < [n/2]).

Sarum ce y mersbl 3a 2 < k < n 3a CBaKy BpeIHOCT Opoja Aj_| Ha MaTpHILy Iu-
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I'VTABA 2. AJI'OPUTMH 3A O/[PEBUBABE CKYIIA D,

mensuja (k — 1) X n gomaje voa Bpcra Aj. CBaka HOBa BpcTa MOpa JIa UCITYHaBa

ciesiehe yciiose:

1. Bpoj jenunauna mopa dutu Behu o1 Opoja jeauHuiia npBe BpCTe, WK J1a UMa
ncTu OpPOj jeIMHHUIA Kao IpBa BPCTa, a Jia ojarosapajyhu Opoj Oyme cTtporo

Behu o1 Opoja Koju ofaroBapa mpBoj BpcTH, ogHOCHO, A1 = A;tneje2 <i<n
2. Ckynu jequHWIa y BPCTH MOpa OUTHU HEYIIOPEINB Ca OCTAJIUM BPCTAMA
3. IIpomupena marpuria Tpeda jia Oyje T-IpeICTaBHUK CBOje Kjace

YKOJIIKO Cy CBHU YCJIOBU WUCIIYE-€HU Y IIOCJI€/IEbOj BPCTH MATPHIE, MATPHUIA Ce

nopaje y ckyn Ay. Onmcanm aaropuram ce MOKe OIHCATH Cjie/lehnM IIcey10KOTOM:

VYnaz : n — pes MaTpuiia 3a Koje ce oapebhyje D,
N3znasz: D, — ckyn AB/I cBux marpuna u3 A,

A, — CKyIl CBHX TT-TIPEJICTaBHUKA U3 A, TaKBUX J]a Cy UM BDPCTe
HEyIopeInBe

// wHEUNWjanusammja CKyma T-IpeIcTaBHMKA MaTpHUIla perma n

Ay —{};
Dy = {};
if n = 1 then
e A].[])
D, «+ {0,1};
return,;
for i < 1 to [n/2] do
A =20 —1;
// PEeRyp3UBHU airopuTaMm
// mpoumvpuBamke APYroOM BPCTOM
matriz_iteration(A, 2);

forall A €47 do
| wm3pauynaru AB/I marpune A u nomaru y ckym D,
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I'VTABA 2. AJI'OPUTMH 3A O/[PEBUBABE CKYIIA D,

// dysrmuja matriz_iteration(A, k)
VYaa3: A — npaBoyraosa MaTpuila Kojoj Tpeda mogatu k-Ty BPCTY

k — TpeHyTHa BpCTa KOjy Tpeda JI0J1aTh

Wsnasz: Aj, — ckyn cux nponaheHux m-npejcraBHEKa, KOjuMa Cy BpCTe
HEyTIopenBe, MaTpuiia A, 100ujeHnx mpomupuBamem A

for j « A1+ 1to2"—1do

Ay = J;

// matrix_check mpoBepaBa La Ju Cy CBK YCIOBH HOBOZOIATE

BpCTe UCOyHEHHU

if matriz_check(A) = false then

continue;

if £ = n then

nonaru marpuiy Ay A”;

else

matriz_iteration(A, k + 1);

VY TOKy M3BpImaBama OBOT aJirOpPUTMa HUjeIaH T-IPEICTABHUK MATPUIA KO KOjer
Cy CBake JIBe BPCTEe HEyIOpeJMBe M KOJ KOjer IpBa BpcTa HeMa Buiie of [n/2]

jeIMHUIA ce He MpecKade, MITO J0Ka3yje ciejeha Teopema.

Teopema 2.2.4. Ouucanu artoputiam uctucyje cee ABJI u cee w-upegciasruke
UPABOYIAOHUL MATPUYG KOG KOJUL CY C6aKe §ee 6pCilie HEYUOPequee U K0g KOJux

upea epctia Hema suwe og [n/2| jegunuya.

Zloxas. ba3uu ciay4aj: Popmupa ce paBoyraoHa 1 X n MaTpuiia u 'y iy ce YIIUCyje
2" —13a1<i<[n/2]. 3aoBaj ciiyuaj je TeopeMa yBeK TadHA jep je MpBa BPCTa
jennHa u ucmymasa cBe yciaose (Bugern jemy 2.2.1).

Kopak: IIpaBoyraona (k — 1) x n marpura A Ko0joj cy cBake JiBe BPCTe HEYIIODe-
JIMBeE, MPOIIHpYje ce BpcToM Ay Tako Ja HOBOHACTAJIa MAaTPUILA OAprKaBa HABEIEHY
OCOOMHY COPTUPAHOCTH M HEYIIOPEIUBOCTH.

Ykoauko ycsioB 1. HHUje UCIyHbeH, T/e je Opoj jeINHUIa Marbu O]l IIPBE BPCTE, OHJIA
ce IepMyTalljoM KOJIOHA MOXKe JIOOMTH BPCTa KOja je JEeKCUKOTPapCKU Mamba O/1
IIpBe, a 3aTUM Ce TMEePMYTAIINjOM BPCTa MOXKE JIOOUTH MATPHIA KOja je JIEKCUKO-
rpadCcKki Mamba OJ1 MoYeTHe. Y KOJUKO YCJIOB 2. HUje UCIYIbeH, TO 3HAYH JIa BPCTA
MOXKe Ja ce TpaHchopMuiie y BPCTY Mambe JEKCHKOrpadCcke BPETHOCTU OJIy3U-

MambeM O] HeKe BPCTe € KOJOM je Ta BPCTa YHOpeauBa. YKOJHMKO yCJIOB 3. HHUje
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I'VTABA 2. AJI'OPUTMH 3A O/[PEBUBABE CKYIIA D,

k=2, j=2 =2, j=3
0 1
A= ﬁ) (1)} A= [1 1]
A2 AU {A) Bpcra A, je ynopeausa ca A;

I1a ce MaTPHIA OJdAILyje

£=1] g1

Chauka 2.1: /Iujarpam m3BpIaBarmba JIPYror ajaropurMa 3a n = 2

Tadena 2.5: Bpoj mpeicraBEIKA 32 N

Bpoj m-upecraBanKa . .
n HeYTIOpeIIBIM BpCTAMA bpoj m-npejacrasuuka | bpoj ¢-npecraBanka
1 2 2 2
2 1 7 3
3 2 36 12
4 7 317 39
5 99 5624 388
6 4593 251610 8102
7 849090 33642660 656103
8 547181566 14685630688 199727714

HUCITYH-€H, OHJIa Ce ITPOHAJIAXKEHEM T-TPeJICTABHNKA MAaTPHUIIA CBOAM HA MATPUILY

Mambe JIeKCHKorpadCcKe BpeJIHOCH, I1a ce Ta MaTpuIa Takohe Moxke omdaruTu. [

Ha nujarpamy 2.1 je mpukazaHO HW3BpIllaBarbe ajiroput™ma 3a n = 2. Pamm
dosber nopehema eUKACHOCTH OBOT AJITOPUTMA y OJIHOCY Ha aJrOPUTAM KOjU Ce
3aCHUBA HaA IPETPa3u T-IPEJICTaBHUKA W (-IIPEJICTaBHUKA, Ha jgujarpamy 2.2 je
IPUKA3aHO M3BPIIaBame aJIrOpUTMa 3a 1 = 3.

Y Tadesm 2.5 cy npukazaHu OpPOjeBU T-TPEJICTABHUKA JIOOMjEHU OITMCAHUM aJl-
roputMoM 3a n < 8 u yropehenun ca dpojeBuMa m-IPeJCTABHUKA U (-TIPEJICTABHIKA
(bpojeBn T-TpeJCTABHUKA W (-IIPEJICTABHUKA 38 N = 7 U N = 8 Cy Ipey3eTu u3

131)-
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I'VTABA 2. AJI'OPUTMH 3A O/[PEBUBABE CKYIIA D,

k=2j=17

k=2j=3
A:{o 0 1}

R

k=2j=5
A:[o 0 1]

011 101 111
Bpere Ay n A Bpere Ay m A; Bpere Ay n A
cy ymnopeJuBe Ilomro mMarpuna Huje cy ynopeJuBe cy ymnopeJuBe
a ce MaTpHia ojodaityje T-LPEJICTABHIK, Ia ce MaTpuia ojdaityje IIa ce MaTpuia ojdaityje

MaTpHIa ce ojdairyje

Bpcre A3 u Ay
cy yrmopeause
Ia ce MaTpHUIa ofidaltyje

k=3,7=3
001 ¢ =3,

A=1010 A=
011

Bpere Az u Ay

Cy yuopeanse
TIa ce MaTPHIIA O7daIyje

Bpere Az u Ay
Cy yuopeanse
Ia ce MaTpHia ozdaltyje

Bpere Az u Ay Bpere Az u Ay
cy yropeanse bt » cy ynopeanse
Ia ce MaTpuIa oxdartyje ma ce MaTpuiia ozibaityje

k=2,j=6

k=2j=4 A:{O 1 1] k=2,j="1
A:{Oll} 110 A:{ 11]

100 AW:{Oll] 111
Ilomrro BpeTa Ay nMa 10 1 Bpcre Ay u A
Mame jequanna ox A; [Momro MaTpuna Huje Cy ylopeauBe

MAaTPHIA Ce 0JIdaILyje T-TIPEJICTAaBHUK, I1a ce MaTpHlla oj1darryje
MAaTPHIA Ce 00aIryje

k=3,j="17

011
A=1{1 0 1
111
Bpcre Az u As
cy ynopeause

I1a ce MaTPHUIA oJIdaIryje

0
A =111 20
1

—_ O

17 [o 01
1,0 1 0f}]A}|=2
0] |1 00

Chauka 2.2: /lujarpam u3BpIiaBarmba JIPYyror aJaropurMa 3a n = 3



I'maBa 3

IIporpamcka peajm3aliuja

aJIropuTaMa u pe3yJiTaTu

Hagosie ce kopurthene TexXHoIOTHAje U OCOOMHE ITPOTPAMCKUAX PEAIM3allija 00a
aJITOPUTMa, a 3aTUM W JIOOWjeHU Pe3y/ITaTh u3BpIraBamba mporpama. llopeme ce
Jiodujenn OpojeBU IPEJICTABHUKA 1 BpEMEHAa U3BPIaBambha n3MeDy UMIIJIEMEeHTAIIN]a
0da ajropuT™a. ¥ TPUJIOTY OBOM pajy, y mupekTopujymuma PrviAlgoritam
u DrugiAlgoritam cy M3BOpHEH KOJOBA 00€ WMILJIEMEHTaIlije, KOju MOTry Jja ce

npeseay nmomohy C'make ajmara u MOKpeHy.

3.1 Kopumhene TexHoJsioruje

3a mporpaMcKy peajn3aliijy OINUCAHUX ajropurama kKopuiithene cy ciesehe

TEeXHOJIOTHjE:

o C++ 3a peanuzanujy mnporpama je kopuithen C+—+ je3uk. Je3uk cajip:ku
BEJIMKU OPOj MMILIEMEHTHPAHUX (DYHKIIMja U CTPYKTYPa y CTaHJIAPIHO] Ou-
OJImoTeI! je3uKa, MpU YeMy cy Heke mckopuiihene 3a TpaHnchopMalujy Ma-

Tpuna y opom paay. Kao crammaps je nzadpan C+-+17.

e GCC Kao komrmajiep koputrhen je GCC. 'maBua mpeanocT 3a morpede oBor
paja jecte mocTaBibare flag omiuja 3a ONTUMHU3ANN]Yy KOoia. BpemHocT
oBe omnrmuje moxke outu ox 0 1o 3, rie je 0 Bep3mja ca Kojom je moryhe
kopuctutu breakpoint dbyHkiuje npu gedaroBarby U Tjie je ONTUMH3AIA]ja
MCKJbyUJeHa. 3a moTpede OBOT paJjia, m3adpaHa je BPeIHOCT 2, OMHOCHO ,-02”.

OgBa omruja ykibydyje cBe ontumm3saruje ,-01” Koje cMamyjy BeIUYUNHY KOJIA
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I'VTABA 3. IIPOI'PAMCKA PEAJIN3AIINJA AJITOPUTAMA U
PE3YJITATH

3.2

U BpeMe U3BpIIaBaba, U TaKohe yKJbydyje jOII OIIKja 3a ONTUMU3AIN]Y KOoje

noBehasajy mepdopmance Koja, y3 nosehame n BpeMena mpeBohema.

Cmake C'make je anar 3a mozeniaBame OKPy2Kelba 33 KOMIIAjINPaIbe MPOo-
rpama. Ilomohy mera je moryhe mojiaru JIUCTY TakeTa Koje je MOTPEeOHO
nponahm Ha padyHapy Kako Ou mpu mokperamy omga C'make cam mpoHa-
mao norpedue dudsmoreke. Moryhe je jmo/1atn 1 HHCTPYKIUje KAKO J1a ajaaT

npeysme ojipeheny OudJIMOTeKy ca MHTEpHEeTa U JUHKYje je ca IMPOTrPaMOM.

Google test framework Kao anar 3a Bepudukamnujy pesyarara KOpHUIINeH je
Google test framework|2]. Osaj anar omoryhiasa npas/beme 3ace0HUX TECT
caydajeBa, IMpOBepaBaibe MOBPATHUX BPEIHOCTH (DYHKIIMja, KAO U MepPerHhe
BpEeMEHa CBAKOI' TecTa, Oe3 3HadajHHUjer yTUIlaja Ha OP3UHY H3BPIIaBaiba

KOIa.

3ajeTHNYKe OocOOMHE peaJjin3alnje oda

aJiropuTMa

Yenen cnienuduanoctu (0,1) Marpuria, pe3yirar cBake jgerepMuHanTe hie durn

1eo opoj. Camum M, Moryhe je uspadyHaTu JeTEPMUHAHTY MATPHIE 0e3 KOpPH-

mhema IIPOMEHJ/bUBUX Yy IIOKPETHOM 3ape3dy, Iia je 3a I/IMHJ'IeMeHTaHI/ij padyHaba

JerepmuHanTe uckopurihen Jlamnacos pa3soj (nako je cioxkenoct seha of 1pyrux

HaunHa oyt LU nekommosumuje).

3.3

OcobuHe peasmm3aruje IpPBOr aJITOPUTMA

Knaca Matrix ayBa BpeIHOCTH MaTpuile Kao HU3 BpegaHocTu tuna bool. Y

KJIAaCH Cy Kao MeTOJle MMIIJIEMEHTHpaHe IIpeTpare 7, OJHOCHO ¢-TpeJICTaBHUKA,

METO/¢e IPpOIIMUPEba MaTPUIla KaO U CaMO PpadyHalbe JeTCePpMUHAHTU.

class
int
std
}

Matrix{
size;

::array<bool, MAX SIZE x+ MAX SIZE> mat;

[Iporpam mpaBm mOCEdHY HUT 3a CBaKy MATPHUILy KOja Ce IMPOIINPYje U 3a KOjy

ce TpaxkKu 7, OJHOCHO ¢-mpejcTaBHUK. HakoH mpoHaheHHX CBUX IIpEICTaBHUKA,

[Iporpam mapaJejHo Bpiu u3padynaBama AB/I 3a cBakor npejcTraBHUKA.
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3.4 QOcobuHe peasmu3aliyje APyror ajropurMa

Cama maTpuila ce dyBa Kao HU3 BpemaHoctu Tuma char. Bektop numbers
IIpeICTaB/ba JPYTH HAYUH dyBarba MATPHIIE, TJIe je CBAKU €JIEMEHT BEKTOpa OpOj
qnja OMHApHA pernpe3eHTarmja oarosapa Bpctu Marpuiie. OBaj BekTOp yOp3aBa
IIPOIIeC UCIUTHUBAaba YIOPEAUBOCTH,. ¥ CKyIy solutions ce 4dyBajy BpPEIHOCTH

ABJL

class Matrix{
char matrix [MAX SIZE];
int size;
vector <int> numbers;

set<int> solutions;

}

Hakon nmponahenux cBux IpejicTaBHUKA, IIporpaM rmokpehe HUTH Koje HapaJsiesIHO

paaynajy AB/I 3a cBakor mpejcraBHUKA.

3.5 Chnenmudukanuje padyHapa Ha KOjeM CYy
N3BPIIIEHA Mepembha

NmmtemenTanmje ajropuraMa cy TOKpeHyTe Ha padyHapy ca AMD Ryzen 9
3900X mporecopom (12 jesrapa), 32GB RAM memopuje. Kao oneparusuu cucrem

je kopumthen Arch Linux (kepues Bepsuja 5.8.8-archl-1)

3.6 /lodmjeHu pesyiararu

N3BpmaBame mpBOr ajropurMa

Ha rpacduky 3.1 je nmpukazan pact nponaheHuxX 7 U ¢-TpeJICTABHUKA Kao U
OJTHOC HaCIIpaM YKYITHOT Opoja MaTpUIa 3aBUCHO O 7.

Y Ttabemu 3.1 cy npukazanu OpojeBu TpoHaheHUX T-TIPEJICTABHUKA, CKYIIOBH
D,, ka0 u BpeMeHa U3BpIIaBamba 3a ojpeheHo n.

Y Tadbemu 3.2 cy npukaszaHu OpojeBu mpoHaheHUX @-IpeJICTABHUKA, CKYIIOBU

D,, ka0 1 BpeMeHa M3BpIlIaBarmba 3a oJipeheHo n.
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12 -
115 | |—=—log Bpoj m-npeacraBHUIKA
101 | |-=—log Bpoj ¢-tipecraBamka
9+ : log on’
8 L |
7 L |
6 L |
5 L |
AL i
3 L |
2 L |
1 L |
O I | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7

Cauka 3.1: 3aBucHOCT Opoja 7, ¢-TIpeICTaBHUKA W YKYIHOI OpoOja MATpHUIA Y

OJTHOCY Ha N

bpoj m-npecraBanKa

D

Bpewme usspmasama (ms)

n | n

1 2 2| {0-1} lms

2 7 2| {0—-1} lms

3 36 3| {0-2} lms

4 317 4| {0-3} Sms

5 5624 6| {0—5} 248ms

6 251610 10 | {0 -9} 84880ms
Tabena 3.1: Pesynaratu wusBpiiaBamba IIPBOI aJrOPpUTMa IIPU IIpeTpa3ud  7-
[IPEJICTABHUKA

n | Bpoj ¢-npeacrapauka | |D,| D,, | Bpeme usspmiasama (ms)

1 2 2 {0-1} 1ms

2 3 2| {0—-1} lms

3 12 31{0—-2} lms

4 39 4 | {0-3} 25ms

5 388 6| {0—5} 890ms

6 8102 10 | {0 -9} 281875ms
Tabena 3.2: Pesynaratu wusBpimaBama IPBOT aJTOPUTMa IIPU MPETPA3U (-
[IPEJICTABHUKA
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12
11
10 - 1

I

O NWER IO J 0 ©
T
|

o

L L
3 4 5 6 7 8 9

1 2

—5—

log on’

—a-log Bpoj m-mpeacraBHuKa ca HEYIIOPEIUBUM BPCTaMa

log Bpoj w-mpeacraBmuka
log Bpoj ¢-tpencraBunka

Cauka 3.2: Ilopeheme Opoja m-mpeacTaBHHKA Ca HEYIOPEAWBUM BpPCTaMa TOOU-
jeHUX y JIpyroM aJropuTMy, y OJHOCY Ha OpOj IIpe/ICTaBHUKA JIOOWjEHUX IPBUX
aJITOPUTMOM U y OJHOCY Ha YKyIaH OpOj MaTpPHUIA y 3aBUCHOCTH O] N

n Bpoj m-npeacrapiixa 2|Dy,| =1 | | Dy D,, | Bpeme usppiasama (ms)
ca HEYIIOpEMBUM BPCTAMa
1 2 2 2 {0—1} 1ms
2 1 3 2 {0—-1} 1ms
3 2 5 3 {0—2} 1ms
4 7 7 4 {0 -3} 1ms
5 99 1| 6 {05 3ms
6 4593 19| 10 {0-9} 79ms
7 849090 43| 22 {0 — 18,20, 24, 32} 18152ms
8 547181566 91 46 | {0 —40,42,44,45,48,56} 32474381ms

Tabesa 3.3: PesysitaTtu usBpiiaBama JIpyror ajropurma

N3BpuiaBame Jpyror ajropurMa

Ha rpaduky 3.2 je nmpukazan pact npoHaheHUX T-IpeJCTaBHUKA Ca HEyIope-

JMBUM BpCTaMa Kao W OJHOC HAacIIpaM 7-IIpeJCTaBHUKA, (-TIPEJICTaBHUKA, KO U

YKYITHOT OpOja MaTpPHIa 3aBUCHO OF 1.

Y tabenu 3.3 cy npukazaHu OpojeBu IpoHAaheHuX T-IIpeJCTaBHUKA Ca HEYIIope-

JIUBUM BpCTaMa, CKyIOBU [),, KA0 U BpeMeHa U3BpIaBaiba 3a ojipeheHo n.

Ha rpaduky 3.3 je nmpukasaH OJHOC BpeMeHa H3BpIIaBaiba 00a aJrOPUTMAa

3aBUCHO O N.

U3 Tabese 3.3 ce moxke BUjeTH Ja ce Bpeanoctu 2| D, | — 1 nokmanajy ca Bpej-

HOCTUMa ejieMeHaTa Hu3a A089472 3a n < 8.
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12
11 a
10 |- .
9 - -
8 - -
7 [ |
6 - -
5 - -
4 [ |
3 [ |
2 [ |
1 - -
0 B & @
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
—& log Bpeme n3BpiaBarma IPBOI aJIrOPUTMa 3a IIPETPary T-IPeICTABHUKA

log Bpeme u3Bpiasama IpBOI aJI'OPUTMa 3a IPETPAry ¢-lpeicTaBHUKA
—5—log Bpeme u3BpmaBama Jpyror ajJroputMa 3a IpeTrpary 7-IPeJICTaBHUKA ca HEYHIOPEJIUMBUM BPCTaMa

Cauka 3.3: Ilopeheme Bpemena m3BpIaBama 00a aJrOPUTMa y 3aBUCHOCTHU O 7
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I'maBa 4

3aKJby4vaK

Y pajy cy ommcaHa JBa OPHUCTYyIa IpoHAJaxKewmy cBux jerepmunantu (0, 1)
MaTpura pejga n 3a n < 8. YcmemHo cy m3padyHaTe BpeTHOCTH 3a n < 8 u
M3MepeHa BpeMeHa MOTpedHa 3a M3BPIIaBambe 00a aJropuTMa. 3aHUMJBUBO je Jia,
Ha, TIpuMep, 3a n = 8 cux 2% marpurna nma camo 46 pazmmuanrux ABJI.

Moryhe je jorr Builie yHAITPEIUTH aJTOPUTAM KOJjU je 3aCHOBAH Ha JI0JaBaiby
BPCTa MPABOYTAOHUM MaTPHUIAMa MOOIITPABAEM YCJIOBA JIa JIU je MAaTPUIIA TIPEJI-
CTaBHUK JIOJABAIbEM YCJIOBA JIa Ce JIOOMjeHa MATPUIIA YIIOPE/IN Ca TPAHCIIOHOBAHOM
MaTpuioM. Tume ce cmambyje Opoj IpecTaBHUKA, jep ce pesaliija HeyIIopPeInBO-
CTH BpCTa MPOIIUPYje W Ha HEymopeauBocT KojioHa. CMmambyje ce m Opoj mperpa-
JKeHUX MaTpuia 3a (akTop JiBa IIOMITO Cy M3DadeHe CBe MaTpHUIlEe KOJ KOjuX je
TPAHCIIOHOBaHA MATPUIA Marba O] JOOWjeHe MaTpHUIle.

Anropuram 3a mperpary T-IIpeJICTaBHUKA Ce MOYKe ONTHMU30BATH TaKoO, J1a Ce
cMamu Opoj Moryhmux mmepMmyTaliija Koje ce U3BpIIaBajy U IIpoBepaBajy.

YKOJIMKO ce OIMCAHU AJITOPUTMU CIIETNjaJIN3Yjy CaMO 3a ITPOHAJIAXKEHE ITPEeJICTaB-
HUKa MaTPUIA 3a KOje je TOTPedHO padyHarhe BPEJIHOCTHU JeTePMUHAHTH, Oe3 pa-
YyHalba BPEJTHOCTU JIETEPMUHAHTE, JIOOUjeHU MPEJICTABHUIIA C€ MOT'Y ITPOCJIE/IUTH
HEKUM O], TporpaMudmInnx Kapruia nonyT Maxeler! koje mmajy Op:xe Bpeme us-

PadyHaBaiba Ha/l BEJIMKUM CKYIIOM IIOJaTaKa.

'http:/ /www.maxeler.com/

27


http://www.maxeler.com/

bubdauorpaduja

[1] The on-line encyclopedia of integer sequences. published electronically at
https://oeis.org, 2010, Sequence A089472.

[2] Google. Google test framework. on-line at: https://github.com/google/
googletest/blob/master/googletest/docs/primer.md.

[3] Miodrag Zivkovié. Classification of small (0,1) matrices. Linear Algebra and
its Applications 414, pages 310-346, 2006.

[4] Biagan Pagusojesuli. Marucrapcku pan, Knacudukanuja naTnHcKux KBa-

npata, Maremaruyuku dakynarer Beorpas. 2009.

28


https://github.com/google/googletest/blob/master/googletest/docs/primer.md
https://github.com/google/googletest/blob/master/googletest/docs/primer.md

	Предговор
	Увод
	Основни појмови
	Особине детерминанти
	Особине (0,1) матрица

	Алгоритми за одређивање скупа Dn
	Алгоритам заснован на проширивању скупа -представника, односно -представника
	Алгоритам заснован на додавању врста на правоугаоне матрице

	Програмска реализација алгоритама и резултати
	Коришћене технологије
	Заједничке особине реализације оба алгоритма
	Особине реализације првог алгоритма
	Особине реализације другог алгоритма
	Спецификације рачунара на којем су извршена мерења
	Добијени резултати

	Закључак
	Библиографија

