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Çàõâà§ójåì ñå ìåíòîðó ïðîô. äð Ìèîäðàãó Æèâêîâè£ó íà ïîìî£è è

ñàâåòèìà ïðè ïèñà»ó ðàäà, êàî è ÷ëàíîâèìà êîìèñèjå äîö. äð Âåñíè

Ìàðèíêîâè£ è äîö. äð Èâàíó ×óêè£ó íà ïàæ§èâîì ÷èòà»ó è

êîìåíòàðèìà íà òåçó.

Âåëèêó çàõâàëíîñò äóãójåì ïîðîäèöè è ïðèjàòå§èìà çà ïîäðøêó.
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Íàñëîâ ìàñòåð ðàäà: Èãðà íèì

Ðåçèìå: Íèì jå èãðà çà äâà èãðà÷à ñà íåêîëèêî ãîìèëà æåòîíà. Áðîj æåòîíà è ãîìèëà jå ïðîè-
çâî§àí, òà÷íèjå îäðå¢ójó èõ ñàìè èãðà÷è. Ïîñòîjå ìíîãå âàðèjàíòå èãðå íèì, êîjå ñå îä îðèãèíàëíå
âåðçèjå óãëàâíîì ðàçëèêójó ïî òîìå øòî ñàäðæå áàð jåäíî äîäàòíî ïðàâèëî çà èãðó. Ìàñòåð ðàä
îïèñójå jåäíó âàðèjàíòó îâå èãðå, ïîä íàçèâîì Âèòõîôîâà èãðà. Ïðèêàçàíà jå ïîäåëà ïîçèöèjà íà
äîáèòíå è èçãóá§åíå ïîçèöèjå, êàî è òðè íà÷èíà äà ñå îäðåäè ñêóï èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà, îäíîñíî
îïòèìàëíè íà÷èí èãðà»à Âèòõîôîâå èãðå. Ïðîãðàìñêè ñó ðåàëèçîâàíè îïèñàíè àëãîðèòìè çà îäðå-
¢èâà»å èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà è ïðîöå»åíà »èõîâà ñëîæåíîñò.

Ê§ó÷íå ðå÷è: íèì, Âèòõîôîâà èãðà, èçãóá§åíå ïîçèöèjå, äîáèòíå ïîçèöèjå, ñòî, æåòîíè,
ñòðàòåãèjà
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1 Óâîä

Èãðà íèì [1] jå èãðà ñà íåêîëèêî ãîìèëà æåòîíà çà äâà èãðà÷à. Áðîj æåòîíà è ãîìèëà jå ïðî-
èçâî§àí, òà÷íèjå îäðå¢ójó èõ ñàìè èãðà÷è. Èãðà÷ êîjè jå íà ïîòåçó ìîæå óçåòè ïðîèçâî§àí áðîj
æåòîíà ñà jåäíå ãîìèëå, ïðè ÷åìó ìîðà óçåòè áàð jåäàí æåòîí è íå ñìå óçèìàòè æåòîíå ñà âèøå
ãîìèëà. Èãðà÷è íàèçìåíè÷íî èãðàjó ïîòåçå. Ïîñòîjå äâå âàðèjàíòå èãðå: íîðìàëíè è ìèçåðíè íèì.
Ó íîðìàëíîì íèìó ïîáå¢ójå èãðà÷ êîjè óçìå ïîñëåä»è æåòîí, äîê ó ìèçåðíîì ãóáè èãðà÷ êîjè óçìå
ïîñëåä»è æåòîí.

Ïðèìåð 1. Íà ïî÷åòêó ïàðòèjå íà ñòîëó ñó òðè ãîìèëå, ñà òðè, ÷åòèðè è ïåò æåòîíà ðåñïåê-
òèâíî. Ïàðòèjó èãðàjó äâà èãðà÷à À è Á, À èãðà ïðâè.

Ìîãó£è òîê èãðå íîðìàëíîã íèìà jå ïðèêàçàí íà ñëèöè 1.

Ñëèêà 1: Òîê èãðå íèì

Óêîëèêî ñå íà ñòîëó íàëàçå äâå ãîìèëå, ó çàâèñíîñòè îä áðîjà æåòîíà ìîãó£è ñó ñëåäå£è èñõîäè
íîðìàëíîã íèìà:

• Íà ñòîëó ñó äâå ãîìèëå ñà ïî jåäíèì æåòîíîì. Ïðâè èãðà÷ ìîðà äà óçìå áàð jåäàí æåòîí,
÷èìå îñòàâ§à äðóãîì èãðà÷ó äà óçìå ïîñëåä»è æåòîí è ïîáåäè. Ó îâîj ñèòóàöèjè î÷èãëåäíî
jå äà ïðâè èãðà÷ ãàðàíòîâàíî ãóáè.

• Íà ñòîëó ñó äâå ãîìèëå, íà ïðâîj jåäàí æåòîí, íà äðóãîj äâà æåòîíà. Ïðâè èãðà÷ èìà

ïîáåäíè÷êó ñòðàòåãèjó: óêîëèêî óçìå jåäàí æåòîí ñà ãîìèëå ãäå ñó äâà æåòîíà (íà ñëèöè
1 óçèìà 1 ïëàâè æåòîí), îñòàâ§à ñëåäå£åì èãðà÷ó äâå ãîìèëå ñà ïî jåäíèì æåòîíîì, øòî jå
çà »åãà èçãóá§åíà ïîçèöèjà.

• Íà ñòîëó ñó äâå ãîìèëå ñà ïî äâà æåòîíà. Ïðâà ìîãó£íîñò jåñòå äà ïðâè èãðà÷ óçìå ñâå ñà
jåäíå ãîìèëå, ÷èìå äðóãè èãðà÷ èñòèì òèì ïîòåçîì, óçèìàjó£è ñâå æåòîíå ñà äðóãå ãîìèëå
ïîáå¢ójå. Äðóãà ìîãó£íîñò jå äà ïðâè èãðà÷ óçìå jåäàí æåòîí, òàêî äà jå ñëåäå£å ñòà»å èãðå
çàïðàâî ñòà»å èç ïðåòõîäíîã ïðèìåðà, ó êîìå èãðà÷ êîjè jå íà ïîòåçó ìîæå äà ïîáåäè. Ó îâîj
ñèòóàöèjè ïðâè èãðà÷ ãóáè óêîëèêî äðóãè èãðà÷ çíà êàêî äà èãðà íèì.
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Ñàäà áè òðåáàëî äà jå jàñíî äà ó îâîj èãðè íåìà íåèçâåñíîñòè, îäíîñíî äà jå ñâàêà ïîçèöèjà
äîáèòíà èëè èçãóá§åíà çà èãðà÷à êîjè jå íà ïîòåçó.

Ïîñòîjå ìíîãå âàðèjàíòå íèìà [4, 5], êîjå ñå îä îðèãèíàëíå âåðçèjå óãëàâíîì ðàçëèêójó ïî òîìå
øòî ñàäðæå áàð jåäíî äîäàòíî ïðàâèëî çà èãðó. Íåêå îä âàðèjàíòè ñó:

• Èíäåêñ k èãðà (åíã. Index-k nim) ó êîjîj jå äîçâî§åíî äà èãðà÷ ó jåäíîì ïîòåçó óçìå æåòîíå
ñà âèøå ãîìèëà.

• Ãðàíäèjåâà èãðà (åíã. Grundy's game) ñå èãðà ñà jåäíîì ãîìèëîì æåòîíà, ãäå jå jåäèíè
äîçâî§åí ïîòåç äå§å»å òåêó£å ãîìèëå íà äâå ãîìèëå ñà ðàçëè÷èòèì áðîjåì æåòîíà. Èãðà ñå
çàâðøàâà êàäà îñòàíó ãîìèëå ñà äâà èëè ìà»å æåòîíà.

• Ïîõëåïíè íèì (åíã. Greedy nim) ó êîjîj jå äîçâî§åíî óçèìà»å æåòîíà ñàìî ñà íàjáðîjíèjå ãî-
ìèëå, à óêîëèêî jå âèøå òàêâèõ ãîìèëà îíäà jå äîçâî§åíî óçèìà»å ñà ïðîèçâî§íå íàjáðîjíèjå
ãîìèëå.

• Ãðàäèòå§ñêè íèì (åíã. Building nim) ñå èãðà ó äâå ôàçå. Ó ïðâîj ôàçè èãðà÷è íàèçìåíè÷íî
ðàñïîðå¢ójó æåòîíå, íà èíèöèjàëíî ïðàçíå ãîìèëå, ñâå äîê ñå íå ðàñïîðåäå ñâè æåòîíè. Ó
äðóãîj ôàçè ñå èãðà íîðìàëíè íèì.

• Âèòõîâîôà èãðà (åíã. Wytho�'s game) ñå èãðà ñà äâå ãîìèëå æåòîíà; èãðà÷è íàèçìåíè÷íî
óçèìàjó æåòîíå ñà jåäíå èëè îáå ãîìèëå. Ïðèëèêîì óçèìà»à æåòîíà ñà îáå ãîìèëe, ðåöèìî
k(> 0) ñà jåäíå è l(> 0) ñà äðóãå, ìîðà äà áóäå èñïó»åí óñëîâ |k − l| < a, ãäå jå a çàäàòè
ïîçèòèâàí áðîj êîjè ñå îäðå¢ójå ïðå ïî÷åòêà ïàðòèjå è íå ìå»à ñå ó òîêó ñàìå ïàðòèjå. Èãðà
ñå çàâðøàâà êàäà áðîj æåòîíà íà ñòîëó áóäå íóëà, à îíàj èãðà÷ êîjè jå óêëîíèî ïîñëåä»è
æåòîí èëè æåòîíå jå ïîáåäíèê. Ñâàêè èãðà÷ êàäà jå íà ïîòåçó ìîðà äà óêëîíè áàð jåäàí
æåòîí. Çàáåëåæåíî jå äà ñå îâà èãðà èãðàëà ó Êèíè ïîä èìåíîì "捡石子 ji�an sh��z��", îäíîñíî
åíã. picking stones [10]. Õîëàíäñêè ìàòåìàòè÷àð Â. À. Âèòõîô (W. A. Wytho� ) jå 1907. ãîäèíå
îájàâèî ìàòåìàòè÷êó àíàëèçó îâå èãðå [9].

Ó íàñòàâêó ðàäà, ó ïîãëàâ§ó 2 äàò jå ïðèêàç ñòðàòåãèjå çà íîðìàëíè è ìèçåðíè íèì ó ñëó÷àjó
âèøå ãîìèëà. Ó ïîãëàâ§ó 3 äàòà jå îñíîâíà êëàñèôèêàöèjà ïîçèöèjà íà äîáèòíå è èçãóá§åíå, êàî
è ïðèìåðè èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà çà Âèòõîôîâó èãðó êîjà jå ãëàâíà òåìà îâîã ðàäà. Íàêîí ÷åãà jå ó
ïîãëàâ§ó 4 äàò ïðèêàç òðè ñòðàòåãèjå çà ïîáåäó ó Âèòõîôîâîj èãðè. Íà êðàjó, ó ïîãëàâ§ó 5 äàò jå
ïðèêàç àëãîðèòàìà íàïèñàíèèõ ó ïðîãðàìñêîì jåçèêó C++, êàî è ðåçóëòàòè »èõîâîã èçâðøàâà»à.

2 Âàðèjàíòà íèìà ñà âèøå ãîìèëà æåòîíà

Àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð ×àðëñ Áóòîí (Charles Bouton) jå èçâðøèî êîìïëåòíó ìàòåìàòè÷êó àíà-
ëèçó íèì èãðå 1902. ãîäèíå, îäíîñíî îäðåäèî jå ñâå äîáèòíå è èçãóá§åíå ïîçèöèjå [1]. Èñïîñòàâ§à
ñå äà îöåíà ïîçèöèjå çàâèñè îä åêñêëóçèâíå äèñjóíêöèjå (XOR) áèíàðíî çàïèñàíèõ áðîjåâà æåòîíà
íà ãîìèëàìà òå äà jå ïîòðåáíî èçðà÷óíàòè »èõîâó åêñêëóçèâíó äèñjóíêöèjó (XOR) áèò ïî áèò, òj.
áèíàðíó ñóìó áåç ïðåíîñà.

Ïðèìåð 2. Íåêà ñó íà ñòîëó äàòå äâå ãîìèëå ñà ïåò è øåñò æåòîíà, òàäà jå »èõîâà áèíàðíà
ñóìà áåç ïðåíîñà:

5 = 101

6 = 110

−−−−
3 = 011

Òåîðåìà 1. Ó íîðìàëíîì íèìó, ïîçèöèjà jå èçãóá§åíà àêî è ñàìî àêî jå áèíàðíà ñóìà áåç ïðåíîñà
áðîjåâà æåòîíà jåäíàêà íóëè.

Äîêàç. Íåêà èãðà÷ À èãðà ïðâè, èãðà÷ Á äðóãè. Íà ñòîëó je n ãîìèëà ñà ðåäîì x1, x2, . . . , xn
æåòîíà, è íåêà jå s åêñêëóçèâíà äèñjóíêöèjà:

s = x1 ⊕ x2 ⊕ x3 . . .⊕ xn.
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Íàêîí øòî èãðà÷ À îäèãðà ñâîj ïîòåç, íåêà jå t åêñêëóçèâíà äèñjóíêöèjà æåòîíà:

t = y1 ⊕ y2 ⊕ y3 . . .⊕ yn.

Óêîëèêî jå s = 0, êàêî ñå æåòîíè ìîãó óçåòè ñàìî ñà jåäíå ãîìèëå, îíäà jå çà íåêî k: xk 6= yk è çà
i 6= k: xi = yi, òàêî äà jå:

t = 0⊕ t
= s⊕ s⊕ t
= s⊕ (x1 ⊕ x2 ⊕ x3 . . .⊕ xn)⊕ (y1 ⊕ y2 ⊕ y3 . . .⊕ yn)
= s⊕ (x1 ⊕ y1)⊕ (x2 ⊕ y2)⊕ . . .⊕ (xn + yn)

= s⊕ (xk ⊕ yk).

Äàêëå, óêîëèêî jå s = 0, îíäà çáîã xk 6= yk âàæè xk ⊕ yk íèêàä íå£å áèòè íóëà. Îâèì jå äîêàçàíî
äà óêîëèêî jå òðåíóòíà áèíàðíà ñóìà áåç ïðåíîñà íóëà, øòà ãîä ïðîòèâíèê îäèãðàî ñóìà ïîñòàjå
ðàçëè÷èòà îä 0.
Óêîëèêî je s 6= 0, íåêà jå d ïîçèöèjà áèòà íàjâå£å òåæèíå ó s è íåêà jå xk ãîìèëà ó êîjîj jå áèò
íàjâå£å òåæèíå òàêî¢å íà ïîçèöèjè d. Îâàêàâ áèò óâåê ïîñòîjè, jåð áèò íàjâå£å òåæèíå èç s äîëàçè
îä áèòà íàjâå£å òåæèíå íåêèõ îä áðîjåâà x1, x2, . . . , xn æåòîíà. Àêî ñå ñà ãîìèëå xk ñêèíå xk − yk
æåòîíà, ãäå jå yk = s⊕ xk, áèíàðíà ñóìà áåç ïðåíîñà ïîñòàjå:

t = s⊕ xk ⊕ yk
= s⊕ xk ⊕ s⊕ xk
= s⊕ s⊕ xk ⊕ xk
= 0.

Îâèì jå äîêàçàíî äà óêîëèêî òðåíóòíà áèíàðíà ñóìà áåç ïðåíîñà íèjå íóëà, óâåê jå ìîãó£å íàïðàâèòè
ïîòåç òàêî äà áèíàðíà ñóìà áåç ïðåíîñà ïîñòàíå íóëà.

Ïðèìåð 3. Íåêà ñó íà ñòîëó äàòå òðè ãîìèëå ñà ñåäàì, ïåò, äâàíàåñò æåòîíà. Èãðà÷ À èãðà
ïðâè, èãðà÷ Á èãðà äðóãè.

7 111

5 101

+12 1100

−−− −−−−−−−−
24 1110

Ó áèíàðíîì çàïèñó 1110 áèò íàjâå£å òåæèíå jå íà ïîçèöèjè òðè, òàêî äà èãðà÷ À óçèìà ñà òðå£å
ãîìèëå 1100− (1100⊕ 1110) = 12− 2 = 10 æåòîíà.

7 111

5 101

+2 10

−−− −−−−−−−−
14 000

Á ìîæå äà óçìå íà ïðèìåð äâà æåòîíà ñà äðóãå ãîìèëå.

7 111

3 11

+2 10

−−− −−−−−−−−
12 110
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Òàäà À òðåáà äà óçìå 111− (110⊕ 111) = 7− 1 = 6 æåòîíà ñà ïðâå ãîìèëå.

1 1

3 11

+2 10

−−− −−−−−−−−
6 00

Á ìîæå äà óçìå jåäàí æåòîí ñà òðå£å ãîìèëå.

1 1

3 11

+1 1

−−− −−−−−−−−
5 11

À òðåáà äà óçìå 11− (11⊕ 11) = 3− 0 = 3 æåòîíà ñà äðóãå ãîìèëå.

1 1

+1 1

−−− −−−−−−−−
2 0

Íà ñòîëó je ïàðàí áðîj ãîìèëà ñà ïî jåäíèì æåòîíîì, ïà Á ìîðà äà óçìå jåäàí æåòîí ñà íà
ïðèìåð ïðâå ãîìèëå.

1 1

−−− −−−−−−−−
1 1

À òðåáà äà óçìå ïîñëåä»è æåòîí è ïîáå¢ójå.
Óêîëèêî jå íà ñòîëó ïàðàí áðîj ãîìèëà ñà ïî jåäíèì æåòîíîì, òàäà jå áèíàðíà ñóìà áåç ïðå-
íîñà íóëà. Èãðà÷ êîjè jå íà ïîòåçó ìîæå óçåòè jåäàí æåòîí ñà áèëî êîjå ãîìèëå, òàêî äà íà
ñòîëó îñòàjå íåïàðàí áðîj ãîìèëà ñà ïî jåäíèì æåòîíîì ÷èìå áèíàðíà ñóìà áåç ïðåíîñà ïîñòàjå
ðàçëè÷èòà îä íóëà, øòî íà îñíîâó òåîðåìå 1 ïðîòèâíèêó îñèãóðàâà ïîáåäó.

Çà ìèçåðíè íèì ñå ìîæå ïðàòèòè èñòà ñòðàòåãèjà êàî ó òåîðåìè 1 ñâå äîê íå îñòàíó ñàìî ãîìèëå
ñà ïî jåäíèì æåòîíîì. Òàäà jå ïîáåäà ãàðàíòîâàíà àêî èãðà÷ êîjè jå íà ïîòåçó îñòàâè íåïàðàí áðîj
ãîìèëà ñà ïî jåäíèì æåòîíîì.

Ïðèìåð 4. Êàî è ó ïðåòõîäíîì ïðèìåðó, íåêà ñó íà ñòîëó äàòå òðè ãîìèëå ñà ñåäàì, ïåò,
äâàíàåñò æåòîíà. Èãðà÷ À èãðà ïðâè, èãðà÷ Á èãðà äðóãè.

7 111

5 101

+12 1100

−−− −−−−−−−−
24 1110

Ó áèíàðíîì çàïèñó 1110 áèò íàjâå£å òåæèíå jå íà ïîçèöèjè òðè, òàêî äà èãðà÷ À óçèìà ñà òðå£å
ãîìèëå 1100− (1100⊕ 1110) = 12− 2 = 10 æåòîíà.

7 111

5 101

+2 10

−−− −−−−−−−−
14 000
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Á ìîæå äà óçìå íà ïðèìåð äâà æåòîíà ñà äðóãå ãîìèëå.

7 111

3 11

+2 10

−−− −−−−−−−−
12 110

Òàäà À òðåáà äà óçìå øåñò æåòîíà ñà ïðâå ãîìèëå.

1 1

3 11

+2 10

−−− −−−−−−−−
6 00

Á ìîæå äà óçìå jåäàí æåòîí ñà òðå£å ãîìèëå.

1 1

3 11

+1 1

−−− −−−−−−−−
5 11

Ó ïîçèöèjè ó êîjîj ñàìî íà jåäíîj ãîìèëè èìà âèøå îä jåäíîã æåòîíà jå ïðåîêðåò ñòðàòåãèjå çà
ìèçåðíè íèì. Òàêî äà À òðåáà äà óçìå äâà æåòîíà ñà äðóãå ãîìèëå, êàêî áè îñòàâèî íåïàðàí áðîj
ãîìèëà ñà ïî jåäíèì æåòîíîì è ïîáåäèî.

1 1

1 1

+1 1

−−− −−−−−−−−
3 1

Á ìîæå äà óçìå jåäàí æåòîí ñà íà ïðèìåð ïðâå ãîìèëå.

1 1

1 1

−−− −−−−−−−−
2 0

À ìîæå äà óçìå jåäàí æåòîí ñà äðóãå ãîìèëå.

1 1

−−− −−−−−−−−
1 1

Á òðåáà äà óçìå ïîñëåä»è æåòîí è ãóáè.

3 Îïòèìàëíà ñòðàòåãèjà çà Âèòõîôîâó èãðó

Áèëî êîjà ïîçèöèjà ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè ïàðîì áðîjåâà (x, y), ãäå jå x ≤ y. Îâäå x è y ïðåä-
ñòàâ§àjó áðîjåâå æåòîíà íà äâå ãîìèëå. Ó ñëó÷àjó êëàñè÷íå Âèòõîôîâå èãðå (a = 1 øòî çíà÷è äà
àêî èãðà÷ óçèìà æåòîíå ñà îáå ãîìèëå, áðîj óçåòèõ æåòîíà ìîðà áèòè jåäíàê) èãðà ñå åêâèâàëåíòíî
ìîæå îïèñàòè è êàî èãðà ñà êðà§èöîì íà øàõîâñêîj òàáëè [6]: íåãäå íà øàõîâñêîj òàáëè jå êðà§èöà,
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èãðà÷ êîjè jå íà ïîòåçó ìîæå äà ïîìåðè êðà§èöó ïðîèçâî§àí áðîj êîðàêà ó ïðàâöó jóãà, çàïàäà,
èëè jóãîçàïàäà. Ïîáåäíèê jå èãðà÷ êîjè ïðâè ïîìåðè êðà§èöó ó äî»è ëåâè óãàî òàáëå (ïðè ÷åìó
ñó êîîðäèíàòå äî»åã ëåâîã óãëà (0, 0)). Ñâå ìîãó£å ïîçèöèjå ìîãó ñå ðàçâðñòàòè ó äâå êàòåãîðèjå,
äîáèòíå è èçãóá§åíå.

Äåôèíèöèjà 1. Ó èçãóá§åíîj ïîçèöèjè, èãðà÷ êîjè jå íà ïîòåçó ãóáè, äîê íàðåäíè èãðà÷ ìîæå äà
ïîáåäè øòà ãîä îäèãðàî ïðîòèâíèê. Ó äîáèòíîj ïîçèöèjè, èãðà÷ êîjè jå íà ïîòåçó ìîæå äà ïîáåäè
áåç îáçèðà êàêî èãðà ïðîòèâíèê.

Ëåìà 1. Êëàñèôèêàöèjà ïîçèöèjà íà äîáèòíå è èçãóá§åíå ñå äåôèíèøå ðåêóðçèâíî íà ñëåäå£è
íà÷èí:

1. (0, 0) jå ïî äåôèíèöèjè èçãóá§åíà ïîçèöèjà, jåð èãðà÷ êîjè jå íà ïîòåçó íå ìîæå äà îäèãðà
íèjåäàí âàëèäàí ïîòåç, ïà jå »åãîâ ïðîòèâíèê ïîáåäíèê.

2. Áèëî êîjà ïîçèöèjà èç êîjå jå ó jåäíîì ïîòåçó äîñòèæíà èçãóá§åíà ïîçèöèjà jå äîáèòíà
ïîçèöèjà.

3. Àêî ñâàêè ïîòåç âîäè êà íåêîj äîáèòíîj ïîçèöèjè, îíäà jå òî èçãóá§åíà ïîçèöèjà.

Äîêàç. Òâð¢å»å íåïîñðåäíî ñëåäè èç äåôèíèöèjå èãðå. Ïîçèöèjà (0, 0) jå èçãóá§åíà ïîçèöèjà çà
èãðà÷à êîjè jå íà ïîòåçó, jåð íåìà âèøå æåòîíà íà ñòîëó è íå ïîñòîjè íèjåäàí âàëèäàí ïîòåç êîjè
ïðîòèâíèê ìîæå íàïðàâèòè. Íåêà jå (x, y), x < y òðåíóòíà ïîçèöèjà, èç êîjå jå äîñòèæíà ïîçèöèjà
(x, x). Èç ïîçèöèjå (x, x) èãðà÷ êîjè jå íà ïîòåçó ìîæå äà ïîáåäè, jåð jå äîñòèæíà ó jåäíîì ïîòåçó
ïîçèöèjà (0, 0), ñòîãà jå ïîçèöèjà (x, x) äîáèòíà, äàêëå ïîçèöèjà (x, y) jå èçãóá§åíà.

Äà áè ñå Âèòõîôîâà èãðà èãðàëà íà íàjáî§è ìîãó£è íà÷èí, ïîòðåáíî jå çíàòè äâå ñòâàðè:

• Ïðåïîçíàòè ïðèðîäó òðåíóòíå ïîçèöèjå, äà ëè jå äîáèòíà èëè èçãóá§åíà.

• Óêîëèêî jå òðåíóòíà ïîçèöèjà äîáèòíà, òðåáà îäðåäèòè ñëåäå£è ïîòåç òàêî äà ñå ïðîòèâíèê
íà¢å ó èçãóá§åíîj ïîçèöèjè.

Êëàñèôèêàöèjà ïîçèöèjà íà äîáèòíå è èçãóá§åíå jå âàæíà, jåð àêî jå òðåíóòíà ïîçèöèjà äîáèòíà,
ïîñòîjè ïîòåç êîjè âîäè êà èçãóá§åíîj ïîçèöèjè, à òàj ïîòåç ñå ìîæå îäðåäèòè. Ñà äðóãå ñòðàíå, àêî
jå òðåíóòíà ïîçèöèjà èçãóá§åíà, íå ìîæå ñå óðàäèòè íèøòà, ñàìî îäèãðàòè ïðîèçâî§àí âàëèäàí
ïîòåç è íàäàòè ñå äà £å ïðîòèâíèê îäèãðàòè ïîãðåøàí ïîòåç, ñ îáçèðîì íà òî äà ñå ó jåäíîì ïîòåçó
èç èçãóá§åíå ïîçèöèjå ñòèæå ó äîáèòíó ïîçèöèjó, èç êîjå ïðîòèâíèê ìîæå äà ïîáåäè àêî çíà äà
îäðåäè èçãóá§åíó ïîçèöèjó.

Ïðèìåð 5. Çà a = 1:

• ïðâà èçãóá§åíà ïîçèöèjà jå (1, 2), jåð àêî èãðà÷ óçèìà æåòîíå ñàìî ñà jåäíå ãîìèëå ó jåäíîì
ïîòåçó äîñòèæíå ñó ñàìî ïîçèöèjå:

(1, 1),è (0, 2),

äîê àêî èãðà÷ óçèìà æåòîíå ñà îáå ãîìèëå, ðåöèìî k(> 0) ñà jåäíå è l(> 0) ñà äðóãå, ìîðà äà
áóäå èñïó»åí óñëîâ |k − l| < 1, òàêî äà èãðà÷ ìîæå óçåòè k = 1 è l = 1 æåòîíà, ïà ñå ó
jåäíîì ïîòåçó ìîæå äî£è ó ïîçèöèjó:

(0, 1)

Ñëåäå£è èãðà÷, èç ïîçèöèjà (0, 1) è (0, 2), óçèìà»åì ñâèõ æåòîíà ñà ãîìèëå ãäå jå áðîj æå-
òîíà âå£è îä 0 ìîæå äî£è ñàìî ó ïîçèöèjó (0, 0), à èç ïîçèöèjå (1, 1) óçèìà»åì ïî jåäíîã
æåòîíà ñà îáå ãîìèëå äîñòèæíà jå ñàìî ïîçèöèjà (0, 0).
Äàêëå, ïîøòî jå èç ïîçèöèjà (0, 1), (0, 2) è (1, 1) ó jåäíîì ïîòåçó äîñòèæíà èçãóá§åíà ïî-
çèöèjà (0, 0) îíå ñó äîáèòíå ïîçèöèjå.

• ñëåäå£à èçãóá§åíà ïîçèöèjà jå (3, 5), jåð àêî èãðà÷ óçèìà æåòîíå ñàìî ñà jåäíå ãîìèëå äîñòè-
æíå ñó ïîçèöèjå:

(3, 4), (3, 3), (2, 5), (1, 5) è (0, 5),

äîê àêî óçèìà æåòîíå ñà îáå ãîìèëå, ó jåäíîì ïîòåçó äîñòèæíå ñó ïîçèöèjå:

(2, 4), (1, 3) è (0, 2)

Èç ïîçèöèjà (3, 4), (3, 3), (2, 5), (1, 5), (0, 5), (2, 4) (1, 3) è (0, 2) ó jåäíîì ïîòåçó äîñòèæíå
ñó ïîçèöèjå (0, 0) èëè (1, 2) ïà ñó îíå äîáèòíå.
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Ìîæå ñå ïðèìåòèòè, äà jå çà i-òó èçãóá§åíó ïîçèöèjó, óêîëèêî jå i = 1...n, ðàçëèêà áðîjåâà ó
ïàðó jåäíàêà i, è äà jå óíèjà íèçà ïðâèõ è íèçà äðóãèõ êîìïîíåíòè ïàðîâà jåäíàêà ñêóïó ïðâèõ
n ïðèðîäíèõ áðîjåâà. Òàêî¢å ñå ìîæå ïðèìåòèòè äà ñó êîìïîíåíòå ïàðà áðîjåâà èçãóá§åíèõ
ïîçèöèjà (ñåì (0, 0)) äèñjóíêòíå, îâî òâð¢å»å jå ïîêàçàíî êàñíèjå ó ñåêöèjè 4, òåîðåìà 2.
Èçãóá§åíå ïîçèöèjå ïðèêàçàíå ñó ó òàáåëè 1 è íà ñëèöè 2 (öðâåíà ïî§à).

Òàáåëà 1: Ïðèêàç ïðâèõ 11 èçãóá§åíèõ (A,B) ïîçèöèjà çà a = 1

n A B

0 0 0
1 1 2
2 3 5
3 4 7
4 6 10
5 8 13
6 9 15
7 11 18
8 12 20
9 14 23
10 16 26
11 17 28

Ñëèêà 2: Âèçóåëíè ïðèêàç èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà çà a = 1

Ïðèìåð 6. Çà a = 2, èçãóá§åíå ïîçèöèjå ïðèêàçàíå ñó ó òàáåëè 2 è íà ñëèöè 3 (öðâåíà ïî§à).
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Òàáåëà 2: Ïðèêàç ïðâèõ 9 èçãóá§åíèõ (A,B) ïîçèöèjà çà a = 2

n A B

0 0 0
1 1 3
2 2 6
3 4 10
4 5 13
5 7 17
6 8 20
7 9 23
8 11 27
9 12 30
10 14 34

Ñëèêà 3: Âèçóåëíè ïðèêàç èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà çà a = 2

Ïðèìåð 7. Ó âàðèjàíòè a = 1 èãðà ñå ìîæå åêâèâàëåíòíî îïèñàòè êàî èãðà ñà êðà§èöîì íà
øàõîâñêîj òàáëè. Äîçâî§åíî jå êðà§èöó ïîìåðàòè çà ïðîèçâî§àí áðîj ïî§à êà jóãó, jóãîçàïàäó è
çàïàäó ó îäíîñó íà òåêó£ó ïîçèöèjó. Íà ñòîëó jå òàáåëà 10× 10, íà ïîçèöèjè (0, 0) jå öè§. Èãðó
èãðàjó äâà èãðà÷à À è Á, ïîìåðàjó£è íàèçìåíè÷íî êðà§èöó îä ïî÷åòíå ïîçèöèjå (x, y). Ïîáåäíèê
jå èãðà÷ êîjè ïðâè äîâåäå êðà§èöó äî öè§à. Íà òàáëè ñó ñâå ïîçèöèjå (x, y), à íå ñàìî x ≤ y.

Èãðà÷ À èãðà ïðâè, Á äðóãè. Íà ñëèöè 4 jå äàò ïðèêàç èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà (çåëåíà ïî§à) è êàêî
ñå äî »èõ ìîæå äî£è (ïëàâå è öðâåíå ñòðåëèöå). Ñëèêà 4 jå àíàëîãíà ïðåòõîäíèì äèjàãðàìèìà
(òàáåëà 1 è 2). Óêîëèêî jå êðà§èöà íà ïîçèöèjè (0, y), (x, 0) èëè (x, x), ïðè ÷åìó jå x > 0, y > 0,
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èãðà÷ À, óêîëèêî èãðà êàêî òðåáà, ó jåäíîì ïîòåçó ìîæå äîâåñòè êðà§èöó äî öè§à è ïîáåäèòè.
Ïîçèöèjà (1, 2) jå èçãóá§åíà ïîçèöèjà, jåð àêî èãðà÷ À êðà§èöó äîâåäå ó îâó ïîçèöèjó, èãðà÷ Á èç
ïîçèöèjå (1, 2) êðà§èöó ìîæå äà ïîìåðè ñàìî ó jåäíó îä ïîçèöèjà: (1, 1), (1, 0), (0, 2) èëè (0, 1).
Ñëåäå£à îâàêâà ïîçèöèjà jå (3, 5). Óîïøòå, óêîëèêî jå êðà§èöà íà ïîçèöèjè, èç êîjå ñå ïëàâîì èëè
öðâåíîì ñòðåëèöîì ìîæå ïðå£è ó çåëåíî ïî§å, èãðà÷ À ìîæå êðà§èöó jåäíèì ïîòåçîì äîâåñòè äî
èçãóá§åíå ïîçèöèjå, ñà êîjå ñó äîñòèæíå ñàìî äîáèòíå ïîçèöèjå è ñà êîjèõ èãðà÷ À ìîæå äèðåêòíî
äîâåñòè êðà§èöó äî öè§à èëè jå ïîìåðèòè íà íåêó îä ïðåîñòàëèõ èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà áëèæèõ
öè§ó. Óêîëèêî èç òðåíóòíå ïîçèöèjå íèjåäàí âàëèäàí ïîòåç íå âîäè äî çåëåíîã ïî§à, îíäà jå
òà ïîçèöèjà èçãóá§åíà. Íà ñëèöè 4 òî ñó óïðàâî çåëåíà ïî§à è ïî§å (0, 0), îâî âàæè jåð èç, íà
ïðèìåð, ïîçèöèjå (3, 5) ó jåäíîì ïîòåçó íèjå äîñòèæíî íèjåäíî äðóãî çåëåíî ïî§å.

Ñëèêà 4: Ïðèêàç èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà íà òàáëè 10× 10 çà a = 1

Ñâàêà ïîçèöèjà jå äîáèòíà èëè èçãóá§åíà; ëàêî ñå âèäè êàêî ñå, êîðàê ïî êîðàê, çà ñâàêó
ïîçèöèjó ìîæå óñòàíîâèòè òèï. Ó íàñòàâêó ñëåäè ïðèêàç òðè ñòðàòåãèjå çà îäðå¢èâà»å òèïîâà
ñâèõ ïîçèöèjà: ðåêóðçèâíà, àëãåáàðñêà è àðèòìåòè÷êà ñòðàòåãèjà.

4 Òðè åêâèâàëåíòíå ôîðìóëàöèjå ñòðàòåãèjå çà Âèòõîôîâó

èãðó

Èçðàåëñêè ìàòåìàòè÷àð Àâçðè Ñèãìóä Ôðåíêåë (Aviezri Siegmund Fraenkel) je 1982. ãîäèíå ó
ñâîì ðàäó [2] äàî ïðèêàç òðè ìàòåìàòè÷êå ñòðàòåãèjå çà ïîáåäó ó Âèòõîôîâîj èãðè. Ó îâîì ïîãëàâ§ó
ñëåäè îïèñ ïðâî ðåêóðçèâíå, ïîòîì àëãåáàðñêå è íà êðàjó àðèòìåòè÷êå ñòðàòåãèjå.

4.1 Ðåêóðçèâíà ñòðàòåãèjà

Ðåêóðçèâíè ïîñòóïàê çà îäðå¢èâà»å èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà çàñíèâà ñå íà îïåðàòîðó mex.

Äåôèíèöèjà 2. mex(A) îçíà÷àâà íàjìà»è ïðèðîäíè áðîj êîjè íèjå ó ñêóïó A, òj. mex(∅) = 0 è
mex(A) = min{i|i /∈ A}.

Îïèñàíè íà÷èí äîáèjà»à èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà (An, Bn), ìîæå ñå ïîjåäíîñòàâèòè, øòî ïîêàçójå
ñëåäå£à òåîðåìà.
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Òåîðåìà 2 (Ðåêóðçèâíà êàðàêòåðèçàöèjà èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà). Íåêà jå

An = mex{Ai, Bi : i < n} (1)

Bn = An + an (2)

Òàäà jå ñêóï ñâèõ èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà P = ∪∞i=0{(Ai, Bi)}.

Äîêàç. Èç èçðàçà çà An è Bn ó ôîðìóëàöèjè òåîðåìè ñëåäè äà àêî jå A = ∪∞n=1{An} è B = ∪∞n=1{Bn}
îíäà ñó An è Bn êîìïëåìåíòàðíè ñêóïîâè, òj. A ∪ B = Z+ ñêóï öåëèõ ïîçèòèâíèõ áðîjåâà è
A ∩ B = ∅. Òâð¢å»å A ∪ B = Z+ âàæè jåð èç èçðàçà çà An ñëåäè äà íèjåäàí áðîj íå ìîæå áèòè
èñïóøòåí, à A∩B = ∅ jåð ó ñëó÷àjó äà jå An = Bm, è n > m, ñëåäè äà jå An mex ñêóïà êîjè ñàäðæè
Bm = An øòî jå ó ñóïðîòíîñòè ñà èçðàçîì çà An èç ôîðìóëàöèjå òåîðåìå. Ñëó÷àj êàäà jå n ≤ m jå
íåìîãó£ jåð jå òàäà Bm = Am + am ≥ An + an > An.

Äà áè ñå äîêàçàëà òåîðåìà îñòàjå äà ñå äîêàæå:

• äà ñå èç ïðîèçâî§íå ïîçèöèjå (An, Bn) íå ìîæå äî£è ó íåêó ïðåòõîäíó ïîçèöèjó (Ai, Bi), i < n

• äà ñå èç ïîçèöèjå (x, y) /∈ P, x < y, ìîæå ïðå£è ñàìî ó íåêó èçãóá§åíó ïîçèöèjó (An, Bn).

Èç èçãóá§åíå ïîçèöèjå, jåäíèì ïîòåçîì ìîæå ñå ïðå£è ñàìî ó äîáèòíó ïîçèöèjó. Èç ïîçèöèjå
(An, Bn) óçèìà»åì æåòîíà ñàìî ñà jåäíå ãîìèëå ïðåëàçè ñå ó äðóãó ïîçèöèjó, ïðè ÷åìó íîâà ïîçèöèjà
íå ìîæå áèòè îáëèêà (Ai, Bi). Îâî ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà ñó An è Bn êîìïëåìåíòàðíè ñêóïîâè.
Óêîëèêî ñå æåòîíè óçèìàjó ñà îáå ãîìèëå, òàêî¢å ñå ïðåëàçè ó ïîçèöèjó êîjà íèjå îáëèêà (Ai, Bi).
Ó ïðîòèâíîì áè çà íîâó ïîçèöèjó (Ai, Bi) ìîðàëî äà âàæè |(Bn−Bi)− (An−Ai)| < a. Ìå¢óòèì èç
jåäíàêîñòè Bn −An = an ñëåäè |(n− i)a| < a, òj. i = n, øòî jå êîíòðàäèêöèjà.

Èç äîáèòíå ïîçèöèjå jåäíèì ïîòåçîì ìîæå ñå ïðå£è ñàìî ó èçãóá§åíó ïîçèöèjó. Çà ïîçèöèjó
(x, y), x ≤ y, êîjà íèjå èçãóá§åíà ïîçèöèjà îáëèêà (Ai, Bi), i ≥ 0 è ãäå ñó An è Bn êîìïëåìåíòàðíè
ñêóïîâè, ìîæå ñå ñìàòðàòè äà jå x = Bn, èëè jå x = An, çà íåêî n ≥ 0. Òàêî ñó ïîçèöèjå ó êîjå ñå
ìîæå ïðå£è èç (x, y):

• Ñëó÷àj 1: Àêî jå x = Bn îíäà ñå èç ïîçèöèjå (x = Bn, y) ìîæå jåäíèì ïîòåçîì (ñêèäà»åì
æåòîíà ñà ãîìèëå íà êîjîj jå y æåòîíà) ïðå£è ó èçãóá§åíó ïîçèöèjó (An, Bn)

• Ñëó÷àj 2: Àêî jå x = An è y > Bn, îíäà ñå ñìà»èâà»åì y ìîæå äî£è ó ïîçèöèjó (An, Bn). Ó
ïðîòèâíîì, àêî jå An ≤ y < Bn îíäà ñå ñìà»èâà»åì x è y ìîæå ïðå£è ó ïîçèöèjó (Am, Bm),
ãäå jå m = b dac è d = y−x. Çàèñòà, èç d = y−An < Bn−An = an, ñëåäè äà jå m = b dac ≤

d
a < n.

Ïîðåä òîãà âàæè íåjåäíàêîñò y = An + d ≥ Am + am = Bm. Èç ïîçèöèjå (x, y) ñìà»èâà»åì
îáå êîìïîíåíòå ïðåëàçè ñå ó ïîçèöèjó (Am, Bm), ïðè ÷åìó çà ñìà»å»å êîìïîíåíòè âàæè
íåjåäíàêîñò |(y −Bm)− (x−Am)| = d− am < a.

Ïðèìåð 8. Óêîëèêî jå a = 2 è òðåíóòíà ïîçèöèjà (x, y) íèjå èçãóá§åíà ïîçèöèjà, ñëåäå ïðèìåðè
îäðå¢èâà»à íàðåäíîã ïîòåçà êîðèø£å»åì ñïèñêà èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà (An, Bn) èç òàáåëå 2:

• Íåêà jå òðåíóòíà ïîçèöèjà (x, y) = (17, 29). Êàêî jå B5 = 17, òî ñå èç ïîçèöèjå (17, 29) jåäíèì
ïîòåçîì óêëà»àjó£è 22 æåòîíà ñà äðóãå ãîìèëå ïðåëàçè ó ïîçèöèjó (A5, B5) = (7, 17).

• Íåêà jå òðåíóòíà ïîçèöèjà (x, y) = (11, 29). Êàêî jå A8 = 11 è 29 > B8 = 27, òî ñå èç
ïîçèöèjå (11, 29) jåäíèì ïîòåçîì óêëà»àjó£è 2 æåòîíà ñà äðóãå ãîìèëå ïðåëàçè ó ïîçèöèjó
(A8, B8) = (11, 27).

• Íåêà jå òðåíóòíà ïîçèöèjà (x, y) = (11, 25). Êàêî jå A8 = 11 è 25 < B8 = 27, òî ñå èç
ïîçèöèjå (11, 25) jåäíèì ïîòåçîì óêëà»àjó£è 2 æåòîíà ñà ïðâå ãîìèëå è 2 ñà äðóãå ãîìèëå
ïðåëàçè ó ïîçèöèjó (A7, B7) = (9, 23).

Óêîëèêî jå òðåíóòíà ïîçèöèjà (x, y), 0 ≤ x ≤ y, ïðâî jå ïîòðåáíî ôîðìèðàòè òàáåëó ñà íàjìà»å n
èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà, òàêî äà jå An = x èëè Bn = x. Ïîøòî ça åëåìåíòå èç ñêóïà A âàæè An ≤ 2n,
òî jå çà îâî ðà÷óíà»å ïîòðåáíî íàjâèøå O(x) ïîðå¢å»à, è O(x) ìåìîðèjñêîã ïðîñòîðà. Áèíàðíîì
ïðåòðàãîì ñå ó òàáåëè ïðîíàëàçå An èëè Bn òàêî äà jå An = x èëè Bn = x. Ïðåìà òîìå, óêóïíî
âðåìå ïîòðåáíî çà ôîðìèðà»å òàáåëå èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà jå O(x).
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4.2 Àëãåáàðñêà ñòðàòåãèjà

Èñïîñòàâ§à ñå äà ñå ñâå èçãóá§åíå ïîçèöèjå (An, Bn) ìîãó åêñïëèöèòíî èçðàçèòè íà ñëåäå£è
íà÷èí An = bα · nc, Bn = bβ · nc, ãäå jå:

α =
2− a+

√
a2 + 4

2
(3)

β = α+ a. (4)

Îâäå ñó α è β èðàöèîíàëíè çà ñâàêî a > 0, è α jå ïîçèòèâàí êîðåí jåäíà÷èíå ξ−1 + (ξ + a)−1 = 1,
ξ = {α, β, 2α, 2β, . . . , nα, nβ, . . .}. Èç îâå jåäíàêîñòè ñëåäè íåjåäíàêîñò 1 < α < 2, jåð çáîã
β−1 = (α+ a)−1 < 1

2 ìîðà äà áóäå α−1 > 1
2 .

Àêî jå α ïðîèçâî§àí èðàöèîíàëíè áðîj, îíäà ñå öåëîáðîjíè ðàñòó£è íèç bα · 0c, bα · 1c, . . . bα · nc
çîâå Áåòèjåâ íèç (Beatty), çà 0 . . . n.

Íàjïðå ñëåäè äîêàç îïøòåã òâð¢å»à î Áåòèjåâèì íèçîâèìà.

Ëåìà 2. Íåêà ñó α è β ïîçèòèâíè èðàöèîíàëíè áðîjåâè êîjè çàäîâî§àâàjó óñëîâ α−1 + β−1 = 1 è
íåêà jå

A
′

n = bα · nc
B

′

n = bβ · nc
A

′
= ∪∞n=1{A

′

n}
B

′
= ∪∞n=1{B

′

n}

Òàäà ñó A
′
è B

′
êîìïëåìåíòàðíè ñêóïîâè.

Äîêàç. Äîâî§íî jå ïîêàçàòè äà ñå òà÷íî jåäàí åëåìåíò óíèjå A
′ ∪B′

íàëàçè ó èíòåðâàëó [N,N +1),
çà ñâàêè ïîçèòèâàí áðîj N , òj. äîâî§íî jå äà îäðåäèìî êîëèêî èìà áðîjåâà èç ñêóïà A

′ ∪ B′
êîjè

ñó ìà»è îä N , àêî jå N > 1. Áðîjåâà èç A
′
ìà»èõ îä N èìà

⌊
N
α

⌋
. Áðîjåâà èç B

′
ìà»èõ îä N èìà⌊

N
β

⌋
. Ñàáèðà»åì äâîñòðóêèõ íåjåäíàêîñòè:

N
α − 1 <

⌊
N
α

⌋
< N

α

N
β − 1 <

⌊
N
β

⌋
< N

β

äîáèjà ñå:

N − 2 <

⌊
N

α

⌋
+

⌊
N

β

⌋
< N

Oäàâäå ñëåäè äà jå
⌊
N
α

⌋
+
⌊
N
β

⌋
= N − 1, òj. N − 1 áðîjåâà èç óíèjå A

′ ∪ B′
jå ìà»å îä N . Ñëè÷íî

âàæè è äà jå N áðîjåâà èç A
′ ∪ B′

ìà»å îä N + 1. Ïðåìà òîìå, òà÷íî N − (N − 1) = 1 åëåìåíò òå
óíèjå ïðèïàäà èíòåðâàëó [N,N + 1).

Ëåìà 3. Àêî jå bα · nc = x, îíäà jå:

n =

⌊
x+ 1

α

⌋
Äîêàç. Îâî ñëåäè èç äâîñòðóêå íåjåäíàêîñòè x

α < n < x+1
α jåð jå íåjåäíàêîñò x+1

α −
x
α < 1, à èíòåðâàë

äóæèíå ìà»å îä 1 ìîæå äà ñàäðæè íàjâèøå jåäàí öåëè áðîj.

Ëåìà 4 (Àëãåáàðñêà êàðàêòåðèçàöèjà èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà). Íåêà ñó α è β äåôèíèñàíè jåäíàêî-
ñòèìà (3) è (4). Òàäà jå ñêóï ñâèõ èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà P = ∪∞n=0{(bα · nc, bβ · nc)}.

Äîêàç. Óî÷èìî äà jå A
′

0 = 0, B
′

0 = 0 è B
′

n − A
′

n = an. Òàêî¢å êàêî ñó A
′

n è B
′

n ðàñòó£è è êîìïëå-
ìåíòàðíè ñêóïîâè, âàæè jîø è äà jå A

′

n = mex{A′

i, B
′

i : i < n}. Èç îâå ÷è»åíèöå èíäóêöèjîì ñëåäè

äà jå A
′

n = An è B
′

n = Bn çà n ≥ 0.
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Íåêà jå (x, y), x ≤ y òðåíóòíà ïîçèöèjà. Òàäà jå x = bnαc = An, ãäå jå n = b (x+1)
α c èëè jå x =

bnβc = Bn, ãäå jå n = b (x+1)
β c, âèäåòè äîêàç òåîðåìå 2 è ëåìå 3. Íà ïðèìåð, àêî jå x = bnαc = An, è

bnαc < y < bnβc îíäà ñå ñìà»èâà»åì x è y ìîæå ïðå£è ó ïîçèöèjó (bmαc, bmβc), ãäå jå m = b dac è
d = y−x, ïðè ÷åìó çà ñìà»å»å êîìïîíåíòè âàæè íåjåäíàêîñò |(y−bmβc)−(x−bmαc)| = d−am < a.

Ïðèìåð 9. Ó ñïåöèjàëíîì ñëó÷àjó çà a = 1 âàæè α = 1+
√
5

2 , øòî jå âðåäíîñò ïîçíàòà êàî çëàòíè
ïðåñåê.
Íèç bα · nc ñå íàçèâà äî»è Âèòõîôîâ íèç (An): 1, 3, 4, 6, 8, 9, 11, 12, 14, 16 . . .. Íèç b(α+ 1)nc
ñå íàçèâà ãîð»è Âèòõîôîâ íèç (Bn): 2, 5, 7, 10, 13, 15, 18, 20, 23, 26 . . .

4.3 Àðèòìåòè÷êà ñòðàòåãèjà

Íåêà jå α èðàöèîíàëàí áðîj, êîjè çàäîâî§àâà óñëîâ 1 < α < 2. Áðîj α ñå ìîæå jåäíîçíà÷íî
ïðåäñòàâèòè áåñêîíà÷íèì âåðèæíèì ðàçëîìêîì îáëèêà [3, 8]:

α = a0 +
1

a1 +
1

a2+
1

a3+...

.

Ïðè ÷åìó ñå êîëè÷íèöè ai ðà÷óíàjó íà ñëåäå£è íà÷èí:

a0 = bαc
α0 = α,

äà§å çà ñâàêî i > 0 jå:

αi = αi−1 − ai−1

ai =

⌊
1

αi

⌋
.

Ïðåìà òîìå áðîj α jåäíîçíà÷íî îäðå¢ójå íèç êîëè÷íèêà ai. Òàj íèç jå áåñêîíà÷àí, jåð jå α èðàöèî-
íàëàí áðîj.
Ðàöèîíàëíè áðîjåâè C0 = [a0] = a0, C1 = [a0, a1] = a0 +

1
a1
, C2 = [a0, a1, a2] = a0 +

1
a1+

1
a2

, C3 =

[a0, a1, a2, a3] = a0 +
1

a1+ 1

a2+ 1
a3

, . . . ãäå jå ai > 0 è i > 0 ñó êîíâåðãåíòè áðîjà α. Èñïîñòàâ§à ñå äà

êîíâåðãåíòè áðîjà α êîíâåðãèðàjó áðîjó α:

α = lim
n→∞

Cn = lim
n→∞

[a0, a1, a2, a3, . . . , an].

Äðóãèì ðå÷èìà, áåñêîíà÷íè âåðèæíè ðàçëîìàê [a0, a1, a2, a3, . . .] jåäíàê jå áðîjó α. Äîêàç îâå ÷è-
»åíèöå ñëåäè ó íàñòàâêó.

Äåôèíèöèjà 3. Íåêà ñó pn è qn óçàjàìíî ïðîñòè áðîjåâè òàêâè äà jå:

pn
qn

= [a0, a1, a2, a3, . . . , an].

Ëåìà 5. Íåêà jå [a0, a1, a2, . . .] âåðèæíè ðàçâîj áðîjà α è çà íèçîâå pn è qn âàæè ñëåäå£à ðåêóðåíòíà
ðåëàöèjà:

p−1 = 1, p0 = a0, pn = anpn−1 + pn−2, (n ≥ 1) (5)

q−1 = 0, q0 = 1, qn = anqn−1 + qn−2, (n ≥ 1). (6)

Òàäà ñó êîíâåðãåíòè áðîjà α äàòè èçðàçîì:

Cn =
pn
qn

=
anpn−1 + pn−2
anqn−1 + qn−2

. (7)

Äîêàç. Èíäóêöèjîì ñå ïîêàçójå äà ñå áðîjèîöè è èìåíèîöè êîíâåðãåíàòà ìîãó îäðåäèòè ïîëàçå£è
îä p0 = a0, q0 = 1 è p1 = a1a0 + 1, q1 = a1 íà îñíîâó ðåêóðåíòíèõ ðåëàöèjà pi = aipi−1 + pi−2, qi =
aiqi−1 + qi−2, i = 1, 2, . . ..
Ïðåëàç ó äîêàçó èíäóêöèjîì çàñíèâà ñå íà çàìåíè ai ó âåðèæíîì ðàçëîìêó pi

qi
, ñà ai +

1
ai+1 ó pi+1

qi+1
.
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Ïî èíäóêòèâíîj õèïîòåçè jå pi = aipi−1+pi−2, qi = aiqi−1+qi−2 è
pi
qi

= [a0, a1, a2, a3, . . . , ai]. Çáîã
òîãà jå:

pi+1

qi+1
= [a0, a1, , a2, , a3, . . . , ai, ai+1]

= [a0, a1, , a2, , a3, . . . , ai, ai +
1

ai+1
]

=
(ai +

1
ai+1

)pi−1 + pi−2

(ai +
1

ai+1
)qi−1 + qi−2

=
ai+1aipi−1 + pi−1 + ai+1pi−2
ai+1aiqi−1 + qi−1 + ai+1qi−1

=
ai+1(aipi−1 + pi−2) + pi−1
ai+1(aiqi−1 + qi−2) + qi−1

=
ai+1pi + pi−1
ai+1qi + qi−1

.

Ëåìà 6. Áðîjåâè pn è qn çàäîâî§àâàjó óñëîâ:

pnqn−1 − pn−1qn = (−1)n. (8)

Äîêàç.

pnqn−1 − pn−1qn = (anpn−1 + pn−2)qn−1 − pn−1(anqn−1 + qn−2)

= anpn−1qn−1 + pn−2qn−1 − pn−1anqn−1 − pn−1qn−2
= pn−2qn−1 − pn−1qn−2
= −(pn−1qn−2 − pn−2qn−1)
= −((an−1pn−2 + pn−3)qn−2 − pn−2(an−1qn−2 + qn−3))

= −(−(pn−2qn−3 − pn−3qn−2))
= pn−2qn−3 − pn−3qn−2
= . . .

= (−1)n(p1q0 − p0q1)
= (−1)n(a1a0 + 1− a0a1)
= (−1)n

Ëåìà 7. Áðîjåâè pn è qn çàäîâî§àâàjó óñëîâ:

pnqn−2 − pn−2qn = (−1)n−1an. (9)

Äîêàç.

pnqn−2 − pn−2qn = (anpn−1 + pn−2)qn−2 − pn−2(anqn−1 + qn−2)

= anpn−1qn−2 + pn−2qn−2 − pn−2anqn−1 − pn−2qn−2
= anpn−1qn−2 − pn−2anqn−1
= an(pn−1qn−2 − pn−2qn−1)
= (−1)n−1an

Ëåìà 8. Ïàðíè êîíâåðãåíòè C2n áåñêîíà÷íîã âåðèæíîã ðàçëîìêà ÷èíå ñòðîãî îïàäàjó£è íèç ó
îäíîñó íà n, òj. C0 > C2 > C4 > . . . > C2n. Ñà äðóãå ñòðàíå, íåïàðíè êîíâåðãåíòè C2n+1 ÷èíå
ñòðîãî ðàñòó£è íèç ó îäíîñó íà n, òj. C−1 < C1 < C3 < . . . < C2n+1. Äîäàòíî, ñâàêè íåïàðíè
êîíâåðãåíò jå ìà»è îä ñâàêîã ïàðíîã êîíâåðãåíòà.
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Äîêàç. Íà îñíîâó ëåìå 7 äîáèjà ñå:

C2n − C2n−2 =
p2n
q2n
− p2n−2
q2n−2

=
p2nq2n−2 − p2n−2q2n

q2nq2n−2

=
(−1)2n−1a2n
q2nq2n−2

=
−a2n

q2nq2n−2
< 0.

Òèìå jå ïîêàçàíî äà jå C0 > C2 > C4 > . . . > C2n.
Íà ñëè÷àí íà÷èí çà óçàñòîïíå íåïàðíå ÷ëàíîâå íèçà âàæè:

C2n+1 − C2n−1 =
p2n+1

q2n+1
− p2n−1
q2n−1

=
p2n+1q2n−1 − p2n−1q2n+1

q2n+1q2n−1

=
(−1)2na2n+1

q2n+1q2n−1

=
a2n+1

q2n+1q2n−1
> 0.

Òèìå jå ïîêàçàíî äà jå C−1 < C1 < C3 < . . . < C2n+1.
Íà êðàjó, ðàçëèêà

C2n − C2n−1 =
p2n
q2n
− p2n−1
q2n−1

=
p2nq2n−1 − p2n−1q2n

q2nq2n−1

=
(−1)2n

q2nq2n−1

=
1

q2n+1q2n−1
> 0

jå ïîçèòèâíà.
Êîìáèíójó£è îâå íåjåäíàêîñòè äîëàçè ñå äî:

C1 < C3 < · · · < 0 < · · · < C4 < C2

Ëåìà 9. Íåêà jå Di = αqi − pi. Òàäà çà j ≥ −1 âàæè:

Dj +

m∑
i=1

aj+2iDj+2i−1 = Dj+2m.

Äîêàç. Çà i = 1 ñóìà ñà ëåâå ñòðàíå jåäíàêà jå:

Dj + aj+2Dj+1 = αqj − pj + aj+2(αqj+1 − pj+1)

= α(aj+2qj+1 + qj)− (aj+2pj+1 + pj)

= αqj+2 − pj+2

= Dj+2.
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Îíäà, óêîëèêî ñå èçðàç íàïèøå çà i = 1 . . .m äîáèjà ñå:

Dj + aj+2Dj+1 = Dj+2

Dj+2 + aj+4Dj+3 = Dj+4

Dj+4 + aj+6Dj+5 = Dj+6

· · ·
Dj+2m−2 + aj+2mDj+2m−1 = Dj+2m.

Íàêîí ñàáèðà»à îâèõ jåäíàêîñòè, äîáèjà ñå óïðàâî Dj +
∑m
i=1 aj+2iDj+2i−1 = Dj+2m.

Ëåìà 10. Íåêà je Hi+1 = ai+1pi + ai−1pi−2 + . . .+ ak+1pk, ãäå jå k = 0 àêî jå i ïàðàí, k = 1 àêî jå i
íåïàðàí. Òàäà jå:

Hi+1 = pi+1 − 1.

Äîêàç.

Hi+1 = ai+1pi + ai−1pi−2 + . . .+ ak+1pk

= (ai+1pi + pi−1)− pi−1 + (ai−1pi−2 + pi−3)− pi−3 + . . .

{
+ (a1p0 + p−1)− p−1 (i ïàðíî)

+ (a2p1 + p0)− p0) (i íåïàðíî)

= (pi+1 − pi−1) + (pi−1 − pi−3) + . . .

{
+ (p1 − 1) (i ïàðíî)

+ (p2 − p0) (i íåïàðíî)

Çà a0 = 1 jå p0 = 1, ïà ñå ó îáà ñëó÷àjà äîáèjà äà jå Hi+1 = pi+1 − 1.

Íèç áðîjèëàöà pn ìîæå ñå èñêîðèñòèòè êàî íèç òåæèíà çà ñïåöèjàëíè áðîjíè ñèñòåì, çà êîjè
êàæåìî äà jå p-ñèñòåì. Ñëè÷íî, íèç èìåíèëàöà qn ìîæå ñå èñêîðèñòèòè êàî íèç òåæèíà çà äðóãè
áðîjíè ñèñòåì, çà êîjè êàæåìî äà jå q-ñèñòåì.

Òåîðåìà 3. Ó p-ñèñòåìó ñå ñâàêè ïîçèòèâàí ïðèðîäíè áðîj N jåäèíñòâåíî ìîæå çàïèñàòè íà
ñëåäå£è íà÷èí:

N =

m∑
i=0

sipi, 0 ≤ si ≤ ai+1, (10)

ïðè ÷åìó, àêî jå si+1 = ai+2, îíäà jå si = 0 çà ñâàêî i ≥ 0.
Ñëè÷íî âàæè è çà q-ñèñòåì:

N =

n∑
i=0

tiqi, 0 ≤ t0 < a1, 0 ≤ ti ≤ ai+1, (11)

ïðè ÷åìó, àêî jå ti = ai+1, îíäà jå ti−1 = 0 çà ñâàêî i ≥ 1.
Îâäå ñó si, îäíîñíî ti, öèôðå áðîjà N ó p-ñèñòåìó, îäíîñíî q-ñèñòåìó.

Äîêàç. Íåêà jå çà äàòè áðîj N íàjâå£å i òàêâî äà jå pi ≤ N jåäíàêî m. Òàäà ñå N ìîæå ðàçëîæèòè
ïîìî£ó íèçà äå§å»à ñà îñòàòêîì íà ñëåäå£è íà÷èí:

N = smpm + rm, 0 ≤ rm < pm

rm = sm−1pm−1 + rm−1, 0 ≤ rm−1 < pm−1

· · ·
ri+1 = sipi + ri, 0 ≤ ri < pi

· · ·
r2 = s1p1 + r1, 0 ≤ r1 < p1

r1 = s0p0.

Äðóãèì ðå÷èìà, äîëàçè ñå äî ðàçëàãà»à áðîjà N ó p-ñèñòåìó

N =

m∑
i=0

sipi (12)
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Ïðèìåòèìî äà ðàçëàãà»å (12) âàæè íåçàâèñíî îä òîãà êàêàâ jå íèç 1 = p0 < p1 < p2 < . . ..
Ñïåöèjàëíî, àêî jå pi = bi, b > 1, áðîj N ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè:

N =

m∑
i=0

sib
i, 0 ≤ si ≤ b, i ≥ 0,

øòî jå óîáè÷àjåíà ïðåäñòàâà áðîjà N ó ñèñòåìó ñà îñíîâîì b.
Öèôðå si ó ðàçëàãà»ó (12) çàäîâî§àâàjó ñëåäå£å óñëîâå:

si =
ri+1 − ri

pi
<
ri+1

pi
<
pi+1

pi
=
ai+1pi + pi−1

pi
= ai+1 +

pi−1
pi
≤ ai+1 + 1,

òàêî äà jå 0 ≤ si ≤ ai+1 çà ñâàêî i ≥ 0.
Àíàëîãíå íåjåäíàêîñòè 0 ≤ ti ≤ ai+1 âàæå çà i > 0. Ìå¢óòèì, çà i = 0 çáîã q−1 = 0 äîáèjà ñå:

t0 =
r1 − r0
q0

≤ r1
q0
<
q1
q0

=
a1q0 + q−1

q0
= a1,

òj. âàæè ñòðîãà íåjåäíàêîñò.
Ïðåòïîñòàâèìî äà jå si = ai+1 è si−1 ≥ 1, îíäà jå:

ri = si−1pi−1 + ri−1 ≥ pi−1 + ri−1 ≥ pi−1,

è äà§å:
ri+1 = sipi + ri = ai+1pi + ri ≥ ai+1pi + pi−1 = pi+1

øòî jå êîíòðàäèêöèjà. Ïðåìà òîìå, àêî jå si = ai+1 îíäà jå si−1 = 0 çà ñâàêî i ≥ 1 è âàæè:

sipi + si−ipi−1 + . . .+ s0p0 ≤ pi+1 (13)

Ïîòðåáíî jå äîêàçàòè jîø jåäèíñòâåíîñò îâàêâå ðåïðåçåíòàöèjå. Íåêà jå:

N =

m∑
i=0

sipi =

m∑
i=0

uipi,

ãäå si è ui çàäîâî§àâàjó óñëîâå äàòå ó (10).
Íåêà jå j íàjâå£è áðîj çà êîjè âàæè sj 6= uj è íåêà jå íà ïðèìåð sj > uj . Íàêîí îäóçèìà»à äâå
ðåïðåçåíòàöèjå áðîjà N :

N = s0p0 + s1p1 + . . .+ sj−1pj−1 + sjpj + . . .+ smpm

N = u0p0 + u1p1 + . . .+ uj−1pj−1 + ujpj + . . .+ umpm

äîáèjà ñå:
j−1∑
i=0

sipi −
j−1∑
i=0

uipi + (sjpj − ujpj) = 0,

îäíîñíî:

(sj − uj)pj =
j−1∑
i=0

uipi −
j−1∑
i=0

sipi.

Äà§å ñå äîáèjà ñëåäå£à íåjåäíàêîñò:

pj ≤ (sj − uj)pj

=

j−1∑
i=0

(ui − si)pi

≤
j−1∑
i=0

uipi.

Îâà ñóìà ñå ðàçáèjà íà ïàðîâå ñàáèðàêà uipi + ui−1pi−1, i = j − 1, j − 3, j − 5, . . .. Àêî jå ui = ai+1,
îíäà jå ui−1 = 0, ïà jå uipi + ui−1pi−1 = ai+1pi. Ó ïðîòèâíîì, àêî jå ui ≤ ai+1 − 1, îíäà jå
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uipi + ui−1pi−1 ≤ (ai+1 − 1)pi + aipi−1 = ai+1pi − pi + aipi−1 = ai+1pi − pi−2 < ai+1pi.
Äàêëå, ó îáà ñëó÷àjà âàæè íåjåäíàêîñò uipi + ui−1pi−1 ≤ ai+1pi.
Ïðèìå»ójó£è èçâåäåíó íåjåäíàêîñò íà ïàðîâå ñàáèðàêà ó ñóìè

∑j−1
i=0 uipi, äîáèjà ñå íåjåäíàêîñò:

j−1∑
i=0

uipi ≤ ajpj−1 + aj−2pj−3 + . . .+ a2p1

Íà îñíîâó ëåìå 10 äîáèjåíà jå íåjåäíàêîñò pj ≤ pj − 1, øòî jå êîíòðàäèêöèjà.

Ëåìà 11. Âåðèæíè ðàçâîj áðîjà α äåôèíèñàíîã jåäíàêîø£ó (3) jå:

α = [1, a, a, a, a, . . .] =
2− a+

√
a2 + 4

2
.

Äîêàç. Ïîëàçå£è îä a = 1 âàæè:

α =
1 +
√
5

2
= 1 +

√
5− 1

2

= 1 +
1
2√
5−1

= 1 +
1

2(
√
5+1)
4

= 1 +
1

1+
√
5

2

= 1 +
1

α

= 1 +
1

1 + 1
1+...

= [1, 1, 1, 1, . . .].

Îâèìå jå ïîêàçàíî äà òåîðåìà âàæè çà a = 1.
Ïðåòïîñòàâ§à ñå äà òâð¢å»å âàæè çà ñâå âðåäíîñòè a = k, k ≤ n, n ≥ 1.

α =
2− k +

√
k2 + 4

2
= 1 +

1

k − 1 + α
= [1, k, k, k, . . .].

Ïîêàæèìî äà òâð¢å»å âàæè çà a = k + 1, íåêà jå k = a− 1:

α =
2− (k + 1) +

√
(k + 1)2 + 4

2
=

2− (a− 1 + 1) +
√
(a− 1 + 1)2 + 4

2

=
2− a+

√
a2 + 4

2

Ïà jå íà îñíîâó èíäóêòèâíå õèïîòåçå:

α =
2− k +

√
k2 + 4

2
= 1 +

1

k − 1 + α
= [1, k, k, k, . . .].

Òèìå jå ïîêàçàíî äà òåîðåìà âàæè çà a = k + 1.
Ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷êå èíäóêöèjå ïîêàçàíî jå äà òåîðåìà âàæè çà ñâàêî k ∈ N

Ïðèêàç ïðâèõ íåêîëèêî áðîjåâà çàïèñàíèõ ó p è q ñèñòåìó, çà ai = 2, i ≥ 1 äàò jå ó òàáåëè 3.

Äåôèíèöèjà 4. Ðåïðåçåíòàöèjà R jå (m+ 1)-òîðêà çà êîjó âàæè:

R = (dm, dm−1, . . . , d1, d0), 0 ≤ di ≤ ai+1, (14)
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Òàáåëà 3: Ïðèêàç ïðâèõ íåêîëèêî áðîjåâà çàïèñàíèõ ó p è q ñèñòåìó, çà ai = 2, i ≥ 1.

q3 q2 q1 q0 p3 p2 p1 p0

12 5 2 1 17 7 3 1 n
1 1 1

1 0 2 2
1 1 1 0 3
2 0 1 1 4

1 0 0 1 2 5
1 0 1 2 0 6
1 1 0 1 0 0 7
1 1 1 1 0 1 8
1 2 0 1 0 2 9
2 0 0 1 1 0 10
2 0 1 1 1 1 11

1 0 0 0 1 1 2 12
1 0 0 1 1 2 0 13
1 0 1 0 2 0 0 14
1 0 1 1 2 0 1 15
1 0 2 0 2 0 2 16
1 1 0 0 1 0 0 0 17

ïðè ÷åìó çà ñâàêî i ≥ 0 âàæè: àêî jå di+1 = ai+2 îíäà jå di = 0.
Íåêà jå

Ip =

m∑
i=0

dipi

p-èíòåðïðåòàöèjà ðåïðåçåíòàöèjå R.
Àêî jå d0 < a1, íåêà jå

Iq =

m∑
i=0

diqi

q-èíòåðïðåòàöèjà ðåïðåçåíòàöèjå R.
Ó ñóïðîòíîì êàæåìî äà íå ïîñòîjè q-èíòåðïðåòàöèjà ðåïðåçåíòàöèjå R.

Ïðèìåð 10. Ïîñìàòðàjó£è òàáåëó 3 çà ðåïðåçåíòàöèjó R = (1, 0, 1):

• p-èíòåðïðåòàöèjà ðåïðåçåíòàöèjå R jå Ip = 1 · 1 + 0 · 3 + 1 · 7 = 8.

• q-èíòåðïðåòàöèjà ðåïðåçåíòàöèjå R jå Iq = 1 · 1 + 0 · 2 + 1 · 5 = 6.

Äåôèíèöèjà 5. Çà ñâàêè ïîçèòèâàí áðîj k =
∑m
i=0 dipi âàæè äà jå:

Rp(k) = (dm, dm−1, . . . , d1, d0)

p-ðåïðåçåíòàöèjà Rp áðîjà k.
Çà ñâàêè ïîçèòèâàí áðîj k =

∑m
i=0 diqi àêî jå d0 < a1 îíäà jå:

Rq(k) = (dm, dm−1, . . . , d1, d0)

q-ðåïðåçåíòàöèjà Rq áðîjà k.

Ïðèìåð 11. Ïîñìàòðàjó£è òàáåëó 3 jå:

•
∑2
i=0 dipi = 1 · 1 + 0 · 3 + 1 · 7 = 8, ïà jå Rp(8) = (1, 0, 1) p-ðåïðåçåíòàöèjà Rp áðîjà 8.

•
∑2
i=0 qipi = 1 · 1 + 0 · 2 + 1 · 5 = 6, ïà jå Rq(6) = (1, 0, 1) q-ðåïðåçåíòàöèjà Rq áðîjà 6.

Ó íàñòàâêó ñå ðàçìàòðàjó p-èíòåðïðåòàöèjå Ip è q-ðåïðåçåíòàöèjå Rq jå:

Ip(Rq(k)) = Ip(dm, dm−1, . . . , d0).
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Äåôèíèöèjà 6. Óêîëèêî ñå ó R ñâàêà öèôðà di ïîìåðè ó ëåâî çà jåäíî ìåñòî äîáèjà ñå ëåâè ïîìåðàj
ðåïðåçåíòàöèjå R, ðåïðåçåíòàöèjà R

′
= (dm, dm−1, . . . , d1, d0, 0), à óêîëèêî jå R ðåïðåçåíòàöèjà ñà

d0 = 0, îíäà ñå ñâàêà öèôðà di ïîìåðè çà jåäíî ìåñòî ó äåñíî äîáèjà ñå äåñíè ïîìåðàj ðåïðåçåíòàöèjå
R, ðåïðåçåíòàöèjà R

′′
= (dm, dm−1, . . . , d1). Ïðè äåñíîì ïîìåðàjó íåìà äîïó»àâà»à ðåïðåçåíòàöèjå

R íåêîì öèôðîì ñ ëåâà.

Ïðèìåð 12. Çà a = 2 jå Rp(5) = (1, 2). Òàäà jå ëåâè ïîìåðàj ðåïðåçåíòàöèjå R, ðåïðåçåíòàöèjà

R
′

p(13) = (1, 2, 0). Äîê àêî jå Rp(10) = (1, 1, 0), òàäà jå äåñíè ïîìåðàj ðåïðåçåíòàöèjå R, ðåïðåçåí-

òàöèjà R
′′

p (4) = (1, 1) (âèäåòè òàáåëó 3).

Ïðèìåð 13. Çà a = 2 jå Rq(12) = (1, 0, 0, 0). Äàêëå, Ip(1, 0, 0, 0) = 17 (âèäåòè òàáåëó 3).

Îïèñàíè p è q áðîjíè ñèñòåìè ìîãó ñå èñêîðèñòèòè çà jîø jåäàí íà÷èí îäðå¢èâà»à èçãóá§åíèõ
ïîçèöèjà, êîðèñòå£è ñëåäå£à ñâîjñòâà.

Ñâîjñòâî 1. Íåêà jå n ïîçèòèâàí áðîj, α = [1, a1, a2, . . .] èðàöèîíàëàí ñà êîíâåðãåíòèìà pi
qi
. Óêî-

ëèêî ñå ðåïðåçåíòàöèjà Rq(n) = (dm, dm−1, . . . , d2k, 0, . . . , 0), d2k 6= 0 çàâðøàâà ïàðíèì áðîjåì íóëà,
îäíîñíî àêî jå n =

∑m
i=2k diqi îíäà jå:

Ip(Rq(n)) = bnαc,

òàäà jå bnαc =
∑m
i=2k dipi.

Óêîëèêî ñå ðåïðåçåíòàöèjà Rq(n) = (dm, dm−1, . . . , d2k, 0, . . . , 0), d2k 6= 0 çàâðøàâà íåïàðíèì áðîjåì
íóëà, îäíîñíî àêî jå n =

∑m
i=2k+1 diqi îíäà jå:

Ip(Rq(n)) = bnαc+ 1,

òàäà jå bnαc = −1 +
∑m
i=2k+1 dipi.

Äîêàç. Ó ñëó÷àjó êàäà ñå Rq(n) çàâðøàâà ïàðíèì áðîjåì íóëà äîâî§íî jå ïîêàçàòè:

m∑
i=2k

dipi < nα <

m∑
i=2k

dipi + 1,

0 < nα−
∑m
i=2k dipi < 1,

0 < α
∑m
i=2k diqi −

∑m
i=2k dipi < 1,

0 <
∑m
i=2k di(αqi − pi) < 1,

0 <
∑m
i=2k diDi < 1.

Íà îñíîâó ëåìå 9 jå:

m∑
i=2k

diDi ≥ D2k +

m∑
i=1

a2k+2iD2k+2i−1

= D2k+2m

> 0,

m∑
i=2k

diDi ≤
m∑
i=1

a2k+2i−1D2k+2i−2

= D2k+2m−1 −D2k−1

≤ D2k+2m−1 + 1

< 1.

Ó ñëó÷àjó êàäà ñå Rq(n) çàâðøàâà íåïàðíèì áðîjåì íóëà äîâî§íî jå ïîêàçàòè:

−1 <
∑m
i=2k+1 diDi < 0
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Íà îñíîâó ëåìå 9 jå:

m∑
i=2k+1

diDi ≥
m∑
i=1

a2k+2iD2k+2i−1

= D2k+2m −D2k

≥ −D2k

≥ −D0

≥ 1− α
> −1,

m∑
i=2k+1

diDi ≤ D2k+1 +

m∑
i=1

a2k+2i+1D2k+2i

= D2k+2m+1

< 0.

Ïðåìà òîìå, âàæå íåjåäíàêîñòè 0 < nα−
∑m
i=2k dipi < 1

Ïðèìåð 14. Ïîñìàòðàjó£è òàáåëå 2 è 3, çàïàæàìî äà ñå:

• Rq(10) = (2, 0, 0) çàâðøàâà ñà äâå íóëå (ïàðàí áðîj), ïà jå Ip(2, 0, 0) = 14, A10 = 14.

• Rq(7) = (1, 1, 0) çàâðøàâà ñà jåäíîì íóëîì (íåïàðàí áðîj), ïà jå Ip(1, 1, 0) = 10, A7+1 = 9+1 =
10.

Ñâîjñòâî 2. Íåêà jå α = [1, a], β = α + a, ãäå jå a ïîçèòèâàí áðîj. Òàäà çà ñâàêî n ≥ 1, p-
ðåïðåçåíòàöèjà áðîjà bnβc îäãîâàðà ëåâîì ïîìåðàjó p-ðåïðåçåíòàöèjå Rp áðîjà bnαc

Rp(bnβc) = R
′

p(bnαc)

Äîêàç. Ïîëàçå£è îä n = 1, âàæè:

bαc = 1 = p0

bβc = 1 + a = p1

Rp(p1) = R
′

p(p0)

Îâèìå jå ïîêàçàíî äà òâð¢å»å âàæè çà n = 1.
Ïðåòïîñòàâèìî äà òâð¢å»å âàæè çà ñâå âðåäíîñòè k < n.

Rp(bkβc) = R
′

p(bkαc)

Ïðåìà ñâîjñòâó 1 ñå Rp(bnαc) çàâðøàâà ïàðíèì áðîjåì íóëà. Íåêà jå R
′
ëåâè ïîìåðàj Rp(bnαc)

êîjè ñå çàâðøàâà íåïàðíèì áðîjåì íóëà. Ïðåìà èíäóêòèâíîj õèïîòåçè Ip(R
′
) ðàçëè÷èòî jå îä ñâèõ

áðîjåâà bkβc, k < n. (Jåð ñó ðåïðåçåíòàöèjå ñâèõ òèõ áðîjåâà ëåâè ïîìåðàjè ðåïðåçåíòàöèjà bkαc).
Ïðåöèçíèjå, Ip(R

′
) jå íàjìà»è áðîj ÷èjà ñå ðåïðåçåíòàöèjà çàâðøàâà íåïàðíèì áðîjåì íóëà, à êîjè

jîø íèjå äîáèjåí. Àêî áè áèëî Ip(R
′
) 6= bkβc, îíäà áè áðîj bkβc áèî ïðåñêî÷åí, òj. íå áè ãà áèëî

ìîãó£å äîáèòè çà k > n, jåð jå íèç bkβc ðàñòó£è (ñóïðîòíî çàê§ó÷êó î êîìïëåìåíòàðíîñòè èç ëåìå
2).

Ïðèìåð 15. Íà îñíîâó òàáåëà 2 è 3 âàæå íàðåäíå jåäíàêîñòè. Íåêà jå n = 3 òàäà jå A3 = 4 è
B3 = 10.

Rp(B3) = Rp(10) = (1, 1, 0),

Rp(A3) = Rp(4) = (1, 1),

R
′

p(A3) = (1, 1, 0).

Ñâîjñòâî 3. Íåêà jå n ïîçèòèâàí áðîj. Óêîëèêî ñå ðåïðåçåíòàöèjà Rp(n) çàâðøàâà ïàðíèì áðîjåì
íóëà îíäà jå n ∈ {Ak|k > 0}, à àêî ñå ðåïðåçåíòàöèjà Rp(n) çàâðøàâà íåïàðíèì áðîjåì íóëà îíäà
jå n ∈ {Bk|k > 0}.
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Äîêàç. Rp(bnαc) ñå çà ñâàêî n çàâðøàâà ïàðíèì áðîjåì íóëà. Rp(bnβc) ñå çà ñâàêî n çàâðøàâà
íåïàðíèì áðîjåì íóëà. Äàêëå, îâî ñâîjñòâî ñëåäè èç êîìïëåìåíòàðíîñòè íèçîâà bnαc è bnβc.

Ïðèìåð 16. Ïîñìàòðàjó£è òàáåëå 2 è 3, çàïàæàìî äà ñå:

• Rp(3) = (1, 0) çàâðøàâà ñà jåäíîì íóëîì (íåïàðàí áðîj), ïà jå 3 ó íèçó B, B1 = 3.

• Rp(7) = (1, 0, 0) çàâðøàâà ñà äâå íóëå (ïàðàí áðîj), ïà jå 7 ó íèçó A, A5 = 7.

• Rp(9) = (1, 0, 2) çàâðøàâà ñà íóëà íóëà (ïàðàí áðîj), ïà jå 9 ó íèçó A, A7 = 9.

Íà îñíîâó ñâîjñòàâà 1, 2 è 3 ìîæå ñå èçâðøèòè êàðàêòåðèçàöèjà òåêó£å ïîçèöèjå è îäðåäèòè
ñëåäå£è ïîòåç.

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå òåêó£à ïîçèöèjà (x, y), 0 < x ≤ y. Íàjïðå jå ïîòðåáíî èðà÷óíàòè Rp(x) è
ïðîâåðèòè äà ëè ñå çàâðøàâà ïàðíèì èëè íåïàðíèì áðîjåì íóëà.

1. Óêîëèêî ñå Rp(x) çàâðøàâà íåïàðíèì áðîjåì íóëà, îíäà jå x = Bn, òàêî äà jå ïîáåäíè÷êè

ïîòåç (x, y)→ (Ip(R
′′

p (x)), x).

2. Óêîëèêî ñå Rp(x) çàâðøàâà ïàðíèì áðîjåì íóëà, îíäà jå x = An. Àêî jå y > Ip(R
′

p(x))

ïîáåäíè÷êè ïîòåç jå (x, y) → (x, Ip(R
′

p(x)). Ó ïðîòèâíîì, àêî jå y < Ip(R
′

p(x), ðà÷óíàìî

d = y−x,m = b dac. Óêîëèêî ñå Rq(m) çàâðøàâà ïàðíèì áðîjåì íóëà, îíäà jå Am = Ip(Rq(m)); ó
ïðîòèâíîì ñå çàâðøàâà íåïàðíèì áðîjåì íóëà è Am = Ip(Rq(m))+1. Ó îáà ñëó÷àjà ïîáåäíè÷êè
ïîòåç jå (x, y)→ (Am, Am +ma).

5 Èìïëåìåíòàöèjà è åâàëóàöèjà

Ó ïðîãðàìñêîì jåçèêó C++ ñó ðåàëèçîâàíå îïèñàíe ñòðàòåãèjå. Çà ñâàêó ñòðàòåãèjó ó òàáåëè 4 ñó
ïðèêàçàíè ðåçóëòàòè ðà÷óíà»à èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà ó ìèëèñåêóíäàìà çàâèñíî îä n, ïðè ôèêñíîì
a = 2. Çà ìåðå»å jå êîðèø£åíà õðîíî áèáëèîòåêà (åíã. chrono library). Ìåðå»à ñó èçâðøåíà íà
ðà÷óíàðó ñà ñëåäå£îì êîíôèãóðàöèjîì:

CPU: Intel(R) Core(TM) i7-4510U CPU @ 2.00GHz
RAM: Kingston 8GB 1600MHz DDR3
OS: Debian GNU/Linux 9 (stretch)
Compiler: gcc 6.3.0

Ïðîãðàìñêè êîä è ñâà ìåðå»à ñó äîñòóïíà íà [7].
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Òàáåëà 4: Ôîðìèðà»å òàáåëå èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà ó ìèëèñåêóíäàìà

Äèìåíçèjà òàáåëå Ðåêóðçèâíà ñòðàòåãèjà Àëãåáàðñêà ñòðàòåãèjà Àðèòìåòè÷êà ñòðàòåãèjà

10 0.022 0.009 0.106
20 0.023 0.014 0.175
40 0.038 0.018 0.397
80 0.069 0.019 0.801
160 0.110 0.033 1.718
320 0.212 0.045 3.702
640 0.398 0.085 7.224
1280 0.764 0.154 13.491
2560 1.559 0.313 18.112
5120 2.969 0.575 31.190
10240 5.446 1.223 63.070
20480 11.533 2.325 130.527
40960 19.007 4.733 274.890
81920 29.549 6.898 577.927
163840 38.508 11.908 1212.630
327680 77.360 23.227 2531.220
655360 154.610 46.643 5276.950
1310720 310.208 92.360 11054.600
2621440 619.201 188.162 23401.900
5242880 1242.340 369.427 49698.100
10485760 2498.780 753.910 103282.000
20971520 5021.820 1524.980 213003.000
41943040 10052.700 3065.810 587616.000

Ó òàáåëè 5 ïðèêàçàíè ñó çà a = 2 ïàðîâè èçãóá§åíèõ (A,B) ïîçèöèjà çà íåêå n äî 1031.

Òàáåëà 5: Ñïèñàê äåëà èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà çà a = 2

n A B

10 14 34
20 28 68
40 56 136
80 113 273
160 226 546
320 452 1092
640 905 2185
1280 1810 4370
2560 3620 8740
5120 7240 17480
10240 14481 34961
20480 28963 69923
40960 57926 139846
81920 115852 279692
163840 231704 559384
327680 463409 1118769
655360 926819 2237539
1310720 1853638 4475078
2621440 3707276 8950156
5242880 7414552 17900312
10485760 14829104 35800624
20971520 29658208 71601248
41943040 59316416 143202496
83886080 118632832 286404992
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Òàáåëà 5: Ñïèñàê äåëà èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà çà a = 2

n A B

167772160 237265664 572809984
335544320 474531328 1145619968
671088640 949062656 2291239936
1342177280 1898125312 4582479872
2684354560 3796250624 9164959744
5368709120 7592501249 18329919489
10737418240 15185002499 36659838979
21474836480 30370004999 73319677959
42949672960 60740009999 146639355919
85899345920 121480019999 293278711839
171798691840 242960039998 586557423678
343597383680 485920079996 1173114847356
687194767360 971840159992 2346229694712
1374389534720 1943680319984 4692459389424
2748779069440 3887360639969 9384918778849
5497558138880 7774721279938 18769837557698
10995116277760 15549442559877 37539675115397
21990232555520 31098885119754 75079350230794
43980465111040 62197770239509 150158700461589
87960930222080 124395540479019 300317400923179
175921860444160 248791080958038 600634801846358
351843720888320 497582161916076 1201269603692716
703687441776640 995164323832152 2402539207385432
1407374883553280 1990328647664304 4805078414770864
2814749767106560 3980657295328608 9610156829541728
5629499534213120 7961314590657216 19220313659083456
11258999068426240 15922629181314432 38440627318166912
22517998136852480 31845258362628865 76881254636333825
45035996273704960 63690516725257730 153762509272667650
90071992547409920 127381033450515460 307525018545335300
180143985094819840 254762066901030920 615050037090670600
360287970189639680 509524133802061840 1230100074181341200
720575940379279360 1019048267604123680 2460200148362682400
1441151880758558720 2038096535208247360 4920400296725364800
2882303761517117440 4076193070416494720 9840800593450729600
5764607523034234880 8152386140832989440 19681601186901459200
11529215046068469760 16304772281665978880 39363202373802918400
23058430092136939520 32609544563331957760 78726404747605836800
46116860184273879040 65219089126663915520 157452809495211673600
92233720368547758080 130438178253327831040 314905618990423347200
184467440737095516160 260876356506655662080 629811237980846694400
368934881474191032320 521752713013311324160 1259622475961693388800
737869762948382064640 1043505426026622648320 2519244951923386777600
1475739525896764129280 2087010852053245296640 5038489903846773555200
2951479051793528258560 4174021704106490593280 10076979807693547110400
5902958103587056517120 8348043408212981186560 20153959615387094220800
11805916207174113034240 16696086816425962373120 40307919230774188441600
23611832414348226068480 33392173632851924746240 80615838461548376883200
47223664828696452136960 66784347265703849492480 161231676923096753766400
94447329657392904273920 133568694531407698984960 322463353846193507532800
188894659314785808547840 267137389062815397969920 644926707692387015065600
377789318629571617095680 534274778125630795939840 1289853415384774030131200
755578637259143234191360 1068549556251261591879680 2579706830769548060262400
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Òàáåëà 5: Ñïèñàê äåëà èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà çà a = 2

n A B

1511157274518286468382720 2137099112502523183759360 5159413661539096120524800
3022314549036572936765440 4274198225005046367518720 10318827323078192241049600
6044629098073145873530880 8548396450010092735037440 20637654646156384482099200
12089258196146291747061760 17096792900020185470074880 41275309292312768964198400
24178516392292583494123520 34193585800040370940149760 82550618584625537928396800
48357032784585166988247040 68387171600080741880299520 165101237169251075856793600
96714065569170333976494080 136774343200161483760599040 330202474338502151713587200
193428131138340667952988160 273548686400322967521198080 660404948677004303427174400
386856262276681335905976320 547097372800645935042396160 1320809897354008606854348800
773712524553362671811952640 1094194745601291870084792320 2641619794708017213708697600
1547425049106725343623905280 2188389491202583740169584640 5283239589416034427417395200
3094850098213450687247810560 4376778982405167480339169280 10566479178832068854834790400
6189700196426901374495621120 8753557964810334960678338560 21132958357664137709669580800
12379400392853802748991242240 17507115929620669921356677120 42265916715328275419339161600
24758800785707605497982484480 35014231859241339842713354240 84531833430656550838678323200
49517601571415210995964968960 70028463718482679685426708480 169063666861313101677356646400
99035203142830421991929937920 140056927436965359370853416960 338127333722626203354713292800
198070406285660843983859875840 280113854873930718741706833920 676254667445252406709426585600
396140812571321687967719751680 560227709747861437483413667840 1352509334890504813418853171200
792281625142643375935439503360 1120455419495722874966827335680 2705018669781009626837706342400
1584563250285286751870879006720 2240910838991445749933654671360 5410037339562019253675412684800
3169126500570573503741758013440 4481821677982891499867309342720 10820074679124038507350825369600
6338253001141147007483516026880 8963643355965782999734618685440 21640149358248077014701650739200

5.1 Ðåêóðçèâíà ñòðàòåãèjà

Çà ðà÷óíà»å òàáåëå èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà ðåêóðçèâíîì ñòðàòåãèjîì ïðâî jå ïîòðåáíî äà èçðà÷ó-
íàìî Ai, òà÷íèjå ïîòðåáíî jå íà£è àðãóìåíò îïåðàòîðà mex (äåôèíèöèjà 2). Ó êîäó 1 (ôóíêöèjà
get_min_positive(int last_mex_index)) çà èçðà÷óíàâà»å âðåäíîñòè îïåðòîðà mex-à jå êîðèø£åí
ïîìî£íè íèç _C èíèöèjàëèçèâàí íóëàìà, äèìåíçèjå 2 ∗ n, ñ îáçèðîì äà çà åëåìåíòå íèçà A âàæè
a ≤ 2 ∗ n. Îäðå¢èâà»å âðåäíîñòè îïåðàòîðà mex ñâîäè ñå íà ïðîíàëàæå»å èíäåêñà ïðâå íóëå.
Ïðèëèêîì íàðåäíîã ðà÷óíà»à âðåäíîñòè îïåðàòîðà mex ìîæå ñå ïî£è îä èíäåêñà ãäå jå çàâðøåíî
ïðåòõîäíî òðàæå»å. Ó ñâàêîj èòåðàöèjè åëåìåíòè íèçà _A è _B ñå ðà÷óíàjó ïðåìà òåîðåìè 2.
Äîäàòíî ñå àæóðèðà íèç _C, òàêî øòî ñå íà ïîçèöèjó mex è b óïèøó âðåäíîñòè mex è b. Äàêëå,
ñëîæåíîñò ôîðìèðà»à òàáåëå èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà jå O(n).

Êîä 1: Ðåêóðçèâíà ñòðàòåãèjà ðà÷óíà»à òàáåëå èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà

1 void Recurs ive : : p_pos i t ions ( ) {
2 _A. push_back ( 0 ) ;
3 _B. push_back ( 0 ) ;
4
5 vector<int >: : s ize_type c_size = vector<int >: : s ize_type (2 ∗ _n + 1 ) ;
6 _C. r e s i z e ( c_size , 0 ) ;
7 i n t last_mex_index = 1 ;
8 f o r ( i n t i = 1 ; i <= _n; i++) {
9 i n t mex = get_min_posit ive ( last_mex_index ) ;
10 last_mex_index = mex ;
11 _A. push_back (mex ) ;
12 i n t b = _A[ vector<int >: : s ize_type ( i ) ] + _a ∗ i ;
13 _B. push_back (b ) ;
14 _C[ vector<int >: : s ize_type (mex ) ] = mex ;
15 i f (b <= 2 ∗ _n) {
16 _C[ vector<int >: : s ize_type (b ) ] = b ;
17 }
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18 }
19 }
20
21 i n t Recurs ive : : get_min_posit ive ( i n t last_mex_index ) {
22 auto i t = f i nd (_C. begin ( ) + last_mex_index , _C. end ( ) , 0 ) ;
23 re turn s ta t i c_cas t<int >(d i s t anc e (_C. begin ( ) , i t ) ) ;
24 }

Ãðàôè÷êè ïðèêàç çàâèñíîñòè âðåìåíà ó ìèëèñåêóíäàìà îä n äàò jå íà ñëèöè 5, çà a = 2.

Ñëèêà 5: Ãðàôèê ðåêóðçèâíå ñòðàòåãèjå çà êîíñòðóêöèjó òàáåëå èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà

5.2 Àëãåáàðñêà ñòðàòåãèjà

Çà ðàçëèêó îä ðåêóðçèèâíå ñòðàòåãèjå êîjà êîðèñòè èìïëèöèòíó ðåêóðçèjó, àëãåáàðñêà ñòðà-
òåãèjà ðà÷óíàjó£è alpha è beta ïðåìà äåôèíèñàíèì jåäíàêîñòèìà (3) è (4) êîðèñòè åêñïëèöèòíó
ðåêóðçèjó (êîä 2). Çáîã òîãà jå óêóïíà âðåìåíñêà ñëîæåíîñò êîíñòðóêöèjå òàáåëå èçãóá§åíèõ ïîçè-
öèjà O(n).

Êîä 2: Àëãåáàðñêà ñòðàòåãèjà ðà÷óíà»à òàáåëå èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà

1 void Algebra i c : : p_pos i t ions ( ) {
2 const double alpha = (2 − _a + sq r t (_a ∗ _a + 4)) / 2 ;
3 const double beta = alpha + _a ;
4
5 _A. push_back ( 0 ) ;
6 _B. push_back ( 0 ) ;
7
8 f o r ( i n t i = 1 ; i <= _n; i++) {
9 _A. push_back ( s ta t i c_cas t<int >( f l o o r ( alpha ∗ i ) ) ) ;
10 _B. push_back ( s ta t i c_cas t<int >( f l o o r ( beta ∗ i ) ) ) ;
11 }
12 }

Ãðàôè÷êè ïðèêàç çàâèñíîñòè âðåìåíà ó ìèëèñåêóíäàìà îä n äàò jå íà ñëèöè 6, çà a = 2.
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Ñëèêà 6: Ãðàôèê àëãåáàðñêå ñòðàòåãèjå çà êîíñòðóêöèjó Ï òàáåëå

5.3 Àðèòìåòè÷êà ñòðàòåãèjà

Çà ðà÷óíà»å òàáåëå èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà àðèòìåòè÷êîì ñòðàòåãèjîì êîðèñòè ñå êîíà÷àí âåðè-
æíè ðàçëîìàê [1, a, a, ...., a], øòî çàõòåâà âðåìå O(n) (Ôóíêöèjà alpha_continued_fractions()) ó
êîäó 3).

Ïîòîì ñå ôîðìèðàjó íèçîâè p è q ïðåìà ëåìè 5, »èõîâà äèìåíçèjà jå íàjâèøå log(n). Ñòîãà jå
âðeìå çà »èõîâî ôîðìèðà»å O(log(n)) (Ôóíêöèjà p_q_numerations() ó êîäó 3).

Ïðåîñòàjå jîø ñàìî äà n áðîjåâà ïðåäñòàâèìî ó p è q ñèñòåìó. Çà »èõîâî ïðåäñòàâ§à»å ó ñâàêîj
èòåðàöèjè áèíàðíîì ïðåòðàãîì íèçîâà p è q îäðå¢ójå ñå ñà êîëèêî öèôàðà òðåáà ïðåäñòàâèòè áðîj
i, øòî jå ó íàjãîðåì ñëó÷àjó jåäíàêî âåëè÷èíè íèçîâà p è q, òà÷íèjå log(n). Òàêî äà jå ñëîæåíîñò
îâå áèíàðíå ïðåòðàãå O(log(log(n))). Ðåïðåçåíòàöèjà áðîjà k ó p èëè q ñèñòåìó ñå äîáèjà òàêî
øòî ðà÷óíàìî êîëè÷íèê è îñòàòàê ïðè äå§å»ó áðîjà k ñà îäãîâàðàjó£îì âðåäíîñòè íèçà p èëè q.
Óêîëèêî èìàìî îñòàòàê, ïîòðåáíî jå è »åãà ïðåäñòàâèòè ó p èëè q ñèñòåìó. Ðåïðåçåíòàöèjà îñòàòêà
ó p èëè q ñèñòåìó jå ïîçíàòà, òàêî äà jå ïîòðåáíî ñàìî äà jå ïðåêîïèðàìî íà êðàj òåêó£å p èëè q
ðåïðåçåíòàöèjå áðîjà k, íå ìå»àjó£è ïðèòîì óíàïðåä äåôèíèñàí áðîj öèôàðà. Ñëîæåíîñò îïåðàöèjå
êîïèðà»à jåäíàêà jå áðîjó åëåìåíàòà êîjè ñå êîïèðà, øòî jå ó íàjãîðåì ñëó÷àjó log(k) − 1 öèôàðà.
Êàêî èìàìî n èòåðàöèjà óêóïíà ñëîæåíîñò ïðåäñòàâ§à»à ïðâèõ n áðîjåâà ó p è q ñèñòåìó çàõòåâà
O(n(log(log(n))+ log(n)−1)) âðåìåíà (Ôóíêöèjîì p_system_calculation() ó êîäó 3 ïðåäñòàâ§à ñå
_n áðîjåâà ó p ñèñòåìó, àíàëîãíî ôóíêöèjè q_system_calculation() ó êîäó 3 ïðåäñòàâ§à ñå _n
áðîjåâà ó q ñèñòåìó).

Ïðåìà òîìå óêóïíà âðåìåíñêà ñëîæåíîñò êîíñòðóêöèjå òàáåëå èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà jåO(n log(n))

Êîä 3: Àðèòìåòè÷êà ñòðàòåãèjà ðà÷óíà»à òàáåëå èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà

1 void Arithmet ic : : ar i thmet ic_character izat ion_of_P_Pos i t ion ( ) {
2 a lpha_cont inued_fract ions ( ) ;
3 p_q_numerations ( ) ;
4 p_system_calculat ion ( ) ;
5 q_system_calculat ion ( ) ;
6 }
7
8 void Arithmet ic : : a lpha_cont inued_fract ions ( ) {
9 _alpha . push_back ( 1 ) ;
10 f i l l _n ( back_inser ter (_alpha ) , _n, _a ) ;
11 }
12
13 void Arithmet ic : : p_q_numerations ( ) {
14 _p. push_back ( 1 ) ;
15 _p. push_back (_alpha [ 1 ] ∗ _p[ 0 ] + 1 ) ;
16 _q. push_back ( 1 ) ;
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17 _q. push_back (_alpha [ 1 ] ∗ _q [ 0 ] + 0 ) ;
18 vector<int >: : s ize_type index = 2 ;
19 i n t memoize = _alpha [ 2 ] ∗ _p[ 1 ] + _p [ 0 ] ;
20 whi l e (memoize <= _n) {
21 memoize = _alpha [ index ] ∗ _p[ index − 1 ] + _p[ index − 2 ] ;
22 _p. push_back (memoize ) ;
23 _q. push_back (_alpha [ index ] ∗ _q[ index − 1 ] + _q[ index − 2 ] ) ;
24 index++;
25 }
26 }
27
28 void Arithmet ic : : p_system_calculat ion ( ) {
29 vector<int >: : s ize_type s i z e = 0 ;
30 i n t index ;
31 f o r ( i n t i = 1 ; i <= _n; i++) {
32 // i f the i i s in the p , then i n i t i a l i z e the vecor r wi th s i z e ze ros
33 // example : i = 1 , 1 i s in p [ 0 ] , r = {0}
34 // i = 3 , 3 i s in p [ 1 ] , r = {0 , 0}
35 i f ( binary_search (_p. begin ( ) , _p. end ( ) , i ) ) {
36 s i z e++;
37 index = i ;
38 }
39 vector<int> r ( s i z e , 0 ) ;
40 const i n t quot i ent = i / index ;
41 const i n t remainder = i % index ;
42 r [ 0 ] = quot i ent ;
43 i f ( remainder != 0) {
44 copy_backward (_p_system [ remainder ] . begin ( ) , _p_system [ remainder ] . end ( ) ,
45 r . end ( ) ) ;
46 }
47 _p_system [ i ] = r ;
48 }
49 }
50
51 void Arithmet ic : : q_system_calculat ion ( ) {
52 vector<int >: : s ize_type s i z e = 0 ;
53 i n t index ;
54 f o r ( i n t i = 1 ; i <= _n; i++) {
55 // i f the i i s in the q , then i n i t i a l i z e the vecor r wi th s i z e z e ros
56 // example : i = 1 , 1 i s in q [ 0 ] , r = {0}
57 // i = 3 , 3 i s in q [ 1 ] , r = {0 , 0}
58 i f ( binary_search (_q. begin ( ) , _q . end ( ) , i ) ) {
59 s i z e++;
60 index = i ;
61 }
62 vector<int> r ( s i z e , 0 ) ;
63 const i n t quot i ent = i / index ;
64 const i n t remainder = i % index ;
65 r [ 0 ] = quot i ent ;
66 i f ( remainder != 0) {
67 copy_backward (_q_system [ remainder ] . begin ( ) , _q_system [ remainder ] . end ( ) ,
68 r . end ( ) ) ;
69 }
70 _q_system [ i ] = r ;
71 }
72 }
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Ãðàôè÷êè ïðèêàç çàâèñíîñòè âðåìåíà ó ìèëèñåêóíäàìà îä n äàò jå íà ñëèöè 7, çà a = 2.

Ñëèêà 7: Ãðàôèê àðèòìåòè÷êå ñòðàòåãèjå çà êîíñòðóêöèjó òàáåëå èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà

5.4 Ñóìèðàí ïðèêàç âðåìåíà èçâðøàâà»à ñâèõ ñòðàòåãèjà

Èç ïðåòõîäíå àíàëèçå, èàêî jå ôîðìèðà»å òàáåëå èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà àëãåáàðñêîì è ðåêóð-
çèâíîì ñòðàòåãèjîì ëèíåàðíî, êàêî àëãåáàðñêà ñòðàòåãèjà êîðèñòè åêñïëèöèòíó ðåêóðçèjó, ìîæå
ñå çàê§ó÷èòè äà jå ôîðìèðà»å òàáåëå èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà îâîì ñòðàòåãèjîì íåøòî áðæå, øòî ñå
ìîæå âèäåòè è íà îájåäè»åíèì ãðàôèöèìà 8 è 9.

Ñëèêà 8: Ñóìèðàí ïðèêàç èçâðøàâà»à ñâèõ ñòðàòåãèjà çà êîíñòðóêöèjó òàáåëå èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà
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Ñëèêà 9: Ñóìèðàí ïðèêàç èçâðøàâà»à ðåêóðçèâíå è àëãåáàðñêå ñòðàòåãèjå çà êîíñòðóêöèjó òàáåëå
èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà

5.5 Ïðåïîçíàâà»å ïðèðîäå òðåíóòíå ïîçèöèjå

Êàäà èìàìî èçðà÷óíàòå èçãóá§åíå ïîçèöèjå, ìîæåìî äà àíàëèçèðàìî ïðèðîäó òðåíóòíå ïîçèöèjå
è äà îäðåäèìî ñëåäå£ó ïîçèöèjó èãðå.

Ó êîäó 4 jå çà ðåêóðçèâíó è àëãåáàðñêó ñòðàòåãèjó ïðèêàçàíà ïðîâåðà äà ëè jå òåêó£à ïîçèöèjà
èçãóá§åíà, è àêî íèjå ôóíêöèjà reach_P_position(vector<int>& piles), êîjà êàî àðãóìåíò ïðèìà
òðåíóòíè áðîj æåòîíà íà ñòîëó, ðà÷óíà ñëåäå£è ïàð æåòîíà òàêî äà ñå äîñòèãíå èçãóá§åíà ïîçèöèjà.
Çà ðà÷óíà»å òàêâå ïîçèöèjå êîðèñòå ñå ñëó÷àj 1 è ñëó÷àj 2 èç äîêàçà òåîðåìå 2.
Çà àðèòìåòè÷êó ñòðàòåãèjó, ó êîäó 5 ñå íàjïðå èðà÷óíàâà ñà êîëèêî íóëà ñå çàâðøàâà ðåïðåçåíòà-
öèjà Rp(x). (Ôóíêöèjà number_of_zeros_from_end(_R_{p})). Óêîëèêî ñå Rp(x) çàâðøàâà íåïàð-
íèì áðîjåì íóëà, ôóíêöèjà odd_number_of_zeros(vector<int>& piles, vector<int>& R) ðà÷óíà
äîñòèæíó èçãóá§åíó ïîçèöèjó, ïðåìà 1. Ó ïðîòèâíîì, Rp(x) ñå çàâðøàâà ïàðíèì áðîjåì íóëà, ïà ñå
ïîçèâà ôóíêöèjà even_number_of_zeros(vector<int>& piles, vector<int>& R) êîjîì ñå ðà÷óíà
äîñòèæíà èçãóá§åíà ïîçèöèjà, ïðåìà 2.

Êîä 4: Äîñòèçà»å èçãóá§åíå ïîçèöèjå ðåêóðçèâíîì è àëãåáàðñêîì ñòðàòåãèjîì

1 void Recursive_and_Algebraic : : reach_P_position ( vector<int> &p i l e s ) {
2 // two case :
3 // I : i f p i l e s (0) i s B_n, save n , then x = p i l e s (0) and y = A_n,
4 // I I : i f p i l e s (0) i s A_n, save n , i f y > B_n then y = B_n
5 // i f y < B_n, d = y −x , m = f l o o r (d/a ) then x
6 // = A_m, y = B_m, m < n
7 i f ( f i nd (_B. begin ( ) , _B. end ( ) , p i l e s [ 0 ] ) != end (_B) ) {
8 auto i t = f i nd (_B. begin ( ) , _B. end ( ) , p i l e s [ 0 ] ) ;
9 vector<int >: : s ize_type index =
10 s ta t i c_cas t<vector<int >: : s ize_type >(d i s t ance (_B. begin ( ) , i t ) ) ;
11 p i l e s [ 1 ] = p i l e s [ 0 ] ;
12 p i l e s [ 0 ] = _A[ index ] ;
13 } e l s e i f ( f i nd (_A. begin ( ) , _A. end ( ) , p i l e s [ 0 ] ) != end (_A) ) {
14 auto i t = f i nd (_A. begin ( ) , _A. end ( ) , p i l e s [ 0 ] ) ;
15 vector<int >: : s ize_type index =
16 s ta t i c_cas t<vector<int >: : s ize_type >(d i s t ance (_A. begin ( ) , i t ) ) ;
17 i f ( p i l e s [ 1 ] > _B[ index ] ) {
18 p i l e s [ 1 ] = _B[ index ] ;
19 } e l s e i f ( p i l e s [ 1 ] < _B[ index ] ) {
20 i n t d = abs ( p i l e s [ 1 ] − p i l e s [ 0 ] ) ;
21 vector<int >: : s ize_type m = stat i c_cas t<vector<int >: : s ize_type >(d / _a ) ;
22 p i l e s [ 0 ] = _A[m] ;
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23 p i l e s [ 1 ] = _B[m] ;
24 } e l s e {
25 Game_Helper : : computer_move ( p i l e s , _a ) ;
26 }
27 }
28 }

Êîä 5: Äîñòèçà»å èçãóá§åíå ïîçèöèjå àðèòìåòè÷êîì ñòðàòåãèjîì

1 void Arithmet ic : : a r i thmet i c_st ra tegy ( vector<int> &p i l e s ) {
2 vector<int> _Rp = _p_system . f i nd ( p i l e s [0])−>second ;
3 i n t number_of_zeros_p = number_of_zeros_from_end (_Rp) ;
4
5 i f ( number_of_zeros_p % 2 != 0) {
6 odd_number_of_zeros ( p i l e s , _Rp) ;
7 } e l s e {
8 even_number_of_zeros ( p i l e s , _Rp) ;
9 }
10 }
11
12 i n t Arithmet ic : : number_of_zeros_from_end ( vector<int> &R) {
13 vector<int >: : r e v e r s e_ i t e r a t o r index =
14 f i nd_ i f (R. rbeg in ( ) , R. rend ( ) , [ ] ( i n t i ) { re turn ( i != 0 ) ; } ) ;
15
16 i n t r e s u l t = sta t i c_cas t<int >(d i s t ance (R. rbeg in ( ) , index ) ) ;
17
18 return r e s u l t ;
19 }
20
21 void Arithmet ic : : odd_number_of_zeros ( vector<int> &p i l e s , vector<int> &R) {
22 p i l e s [ 1 ] = p i l e s [ 0 ] ;
23 R. pop_back ( ) ;
24 i n t _Ip = p_inte rpre ta t i on (R) ;
25 p i l e s [ 0 ] = _Ip ;
26 }
27
28 void Arithmet ic : : even_number_of_zeros ( vector<int> &p i l e s , vector<int> &R) {
29 R. push_back ( 0 ) ;
30 i n t _Ip = p_inte rpre ta t i on (R) ;
31 i f ( p i l e s [ 1 ] > _Ip) {
32 p i l e s [ 1 ] = _Ip ;
33 } e l s e i f ( p i l e s [ 1 ] < _Ip) {
34 i n t d = abs ( p i l e s [ 1 ] − p i l e s [ 0 ] ) ;
35 i n t m = d / _a ;
36 vector<int> _Rq = _q_system . f i nd (m)−>second ;
37 i n t number_of_zeros_q = number_of_zeros_from_end (_Rq) ;
38 _Ip = p_inte rpre ta t i on (_Rq) ;
39 i f ( number_of_zeros_q % 2 != 0) {
40 p i l e s [ 0 ] = _Ip − 1 ;
41 p i l e s [ 1 ] = _Ip − 1 + m ∗ _a;
42 } e l s e {
43 p i l e s [ 0 ] = _Ip ;
44 p i l e s [ 1 ] = _Ip + m ∗ _a;
45 }
46 } e l s e {
47 Game_Helper : : computer_move ( p i l e s , _a ) ;
48 }
49 }
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6 Çàê§ó÷àê

Íèì jå êîìáèíàòîðíà èãðà çà äâà èãðà÷à, êîjà je çáîã ñâîjå ïðèðîäå è ñòðàòåøêèõ ìîãó£íîñòè
êîjå ïðóæà ïðèâóêëà ðàçíà èñòðàæèâà»à íà ðàçëè÷èòå òåìå. Ó îâîj èãðè íåìà ñëó÷àjíèõ ïîòåçà,
êàî øòî jå áàöà»å êîöêèöà èëè äå§å»å êàðàòà, èãðà íèì ïðèïàäà ïîðîäèöè êîìáèíàòîðíèõ èãàðà
êîjå ñó ïîòïóíî îäëó÷èâå è ÷èjè jå ãëàâíè ìàòåìàòè÷êè öè§ èñòðàæèâà»å è ðà÷óíà»å ñëîæåíîñòè
ñòðàòåãèjà çà ïîáåäó.

Ó îâîj òåçè êðîç ïðèìåðå, ïîòêðåï§åíå ìàòåìàòè÷êèì äîêàçèìà ïðèêàçàíà ñó òðè íà÷èíà èç-
ðà÷óíàâà»à èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà ó Âèòõîôîâîj èãðè, âàðèjàíòè èãðå íèì. Òèìå ñå íà òðè åêâè-
âàëåíòíà, àëè äîñòà ðàçëè÷èòà íà÷èíà îïèñójå ñòðàòåãèjà ó îâîj èãðè. Îä òðè èìïëåìåíòèðàíå
ñòðàòåãèjå, àëãåáàðñêà ñå íàjáðæå èçâðøàâà, èàêî jå è ðåêóðçèâíà ñòðàòåãèjà ëèíåàðíå âðåìåíñêå
ñëîæåíîñòè, îíà jå íåøòî ñïîðèjà çáîã ðà÷óíà»à îïåðàòîðà mex. Àðèòìåòè÷êà ñòðàòåãèjà èìà äðó-
ãà÷èjè ïðèñòóï îä àëãåáàðñêå è ðåêóðçèâíå, êîðèñòå ñå p è q ñèñòåìè, àëè óïðêîñ òîìå îíà jå è äà§å
åêâèâàëåíòíà àëãåáàðñêîj è ðåêóðçèâíîj ñòðàòåãèjè. Êîíà÷íî, ïðèêàçàíà jå ñòàòèñòèêà èçâðøàâà»à
è èìïëåìåíòèðàíà ñó ñâà òðè íà÷èíà çà ðà÷óíà»å òàáåëå èçãóá§åíèõ ïîçèöèjà, çàõâà§ójó£è êîjèìà
£å ðà÷óíàð ïîáåäèòè, óêîëèêî »åãîâ ïðîòèâíèê íå çíà êàêî îïòèìàëíî èãðàòè Âèòõîôîâó èãðó.
Çàíèì§èâî jå äà jå ó ñëó÷àjó êëàñè÷íå Âèòõîôîâå èãðå ïîáåäíè÷êà ñòðàòåãèjà ó äèðåêòíîj âåçè ñà
çëàòíèì ïðåñåêîì, ÷èìå ñìî âèäåëè è jåäíó ïðèìåíó îâîã áðîjà ó èãðè.

Ó îâîì ðàäó îïèñàíà jå ñòðàòåãèjà Âèòõîôîâå èãðå ó ñëó÷àjó íîðìàëíîã íèìà. Ó äà§åì ðàäó
áèëî áè çàíèì§èâî èñòðàæèòè îïòèìàëíó ñòðàòåãèjó ìèçåðíå âàðèjàíòå Âèòõîôîâå èãðå.
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