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Naslov master rada: Algoritmi za pronalazenje konveksnog mnogougla najma-

njeg obima koji preseca dati skup duzi

Rezime: U ovom radu razmatraju se algoritmi za pronalazenje mnogougla najma-
njeg obima koji sa svakom od duzi iz datog skupa ima neprazan presek. Za ovaj
problem jo$ uvek ne postoji polinomski algoritam, a ne zna se ni da li je problem
NP-tezak. U radu prikazujemo jedan od najznacajnijih egzaktnih algoritama ekspo-
nencijalne sloZzenosti za ovaj problem, kao i nekoliko aproksimativnih algoritama. U
novije vreme, u literaturi su opisana i dva algoritma polinomske slozenosti (O(n?)
i O(n*)) koji tretiraju specijalni slu¢aj opisanog problema kada su duZi medusobno
disjunktne. Medutim, pomenuti algoritmi u literaturi nisu opisani dovoljno pre-
cizno i potpuno, tako da se njihova korektnost treba uzeti sa rezervom. U ovom
radu razmatramo i ove algoritme, uz diskusiju o njihovim spornim i nedovoljno
razjasnjenim delovima. Najzad, predlazemo izvesne dopune i poboljsanja ovih al-
goritama. Sa predlozenim unapredenjima, ukupna asimptotska slozenost algoritma
je O(n®logn), $to predstavlja poboljSanje u odnosu na aktuelne rezultate opisane u
literaturi. Dokaz korektnosti predlozenih dopuna i njihova programska implemen-

tacija ostaje pravac buduceg rada.

Kljuc¢ne reci: racunarska geometrija, konveksni mnogougao, konveksni omotac,

najkrac¢i putevi unutar mnogougla, minimalni obim
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Glava 1

Uvod

Pazljivim razmatranjem mnogih problema poput TSP problema, problema pro-
nalazenja minimalnog razapinjuéeg stabla, problema pronalazenja konveksnog omo-
taca i mnogih drugih, mozemo uociti da se njihovi ulazi mogu razmatrati kao skupovi
tacaka u ravni. lako je, u teoriji, reSenje ovakvih problema egzaktno odredeno, u
praksi ta¢nost dobijenog resenja moze zavisiti od mnogo faktora, kao $to su pre-
ciznost nasSeg raCunara, ili preciznost sa kojom su zadati ulazni podaci. Pritom,
imamo u vidu da su ulazni podaci ¢esto dobijeni kao rezultat nekih eksperimenata,
pa samim tim prirodno sadrze izvesnu gresku. Zbog toga je ¢esto u ovakvim proble-
mima potrebno definisati izvesno dozvoljeno odstupanje, a ono se formalno definise
pojmom neprecizne tacke.

Za tacku kazemo da je neprecizna, ako je zadata regijom koja je sadrzi. U
zavisnosti od potrebe, mogu se razmatrati regije razli¢itih oblika, poput duzi, kva-
drata, krugova, itd. Sada se, na primer, problem pronalazenja konveksnog omotaca
neprecizno zadatih tacaka svodi na pronalazenje konveksnog mnogougla koji sa od-
govarajuéim regijama ima neprazan presek (Cesto se kaZe i da mnogougao ubada!
ove regije). Kako ovaj mnogougao nije jedinstven, obi¢no se razmatra pronalazenje
takvog mnogougla koji maksimizuje ili minimizuje neki parametar, poput obima ili
povrsine.

U ovom radu razmatramo problem pronalazenja konveksnog mnogougla najma-
njeg obima koji ima neprazan presek sa svakom od duzi iz zadatog skupa. Za ovaj

problem u ovom trenutku jo$ uvek nije poznato da li je, u opstem slucaju, resiv

Pojam ubadanja se u literaturi takode definiSe na razli¢ite nac¢ine. Ponekad se zahteva da
presek, osim $to je neprazan, zadovoljava neke dodatne osobine. Na primer, ako su regije duzi,
mozemo zahtevati da bar jedna od krajnjih tacaka duzi pripada mnogouglu. U ovom radu se
razmatra najopstiji slucaj, tj. zahteva se samo da presek bude neprazan.



GLAVA 1. UVOD

u polinomskom vremenu, kao ni da li je NP-tezak. Otuda su svi poznati egzaktni
algoritmi za reSavanje ovog problema eksponencijalne slozenosti u najgorem slucaju.
Jedan takav algoritam razmatramo u ovom radu [2, 1]. Takode, razmatramo i neko-
liko aproksimativnih algoritama [1, 3] ¢ija je sloZenost znacajno manja u odnosu na
egzaktne, a kvalitet dobijenog resenja (u smislu obima dobijenog mnogougla) nije

Ono §to je, s obzirom na najnovije rezultate [9, 10], izvesno, je da je u slu-
¢aju disjunktnih duzi problem resiv u polinomskom vremenu. Nazalost, algoritmi
izlozeni u radovima [9, 10] nisu dovoljno precizno i detaljno opisani, a nedostaje i
prototipska implementacija istih. U ovom radu ¢emo, izmedu ostalog, pokusati i
da razjasnimo i preciziramo spomenute algoritme polinomske slozenosti u delovima
u kojima su oni ostali nejasni, a takode ¢emo predloziti i izvesna poboljsanja tih
algoritama. Dokaz korektnosti predlozenih poboljSanja, kao i njihova programska
implementacija, ostaje predmet buduceg rada.

Glavni doprinosi ovog rada su:

e Dat je pregled nekoliko najznacajnijih algoritama za reSavanje navedenog pro-
blema. Iako su opisi algoritama i dokazi korektnosti u najve¢oj meri preuzeti
iz literature, u pojedinim delovima data su dodatna pojasnjenja i preciziranja,

gde je bilo potrebno.

e U toku rada na ovoj tezi zapoceta je, i u najve¢oj meri zavrsena, implementa-
cija egzaktnog algoritma eksponencijalne sloZenosti opisanog u radovima Ra-
paporta i Hasanzadeha [2, 1]. Jednom kada postane potpuno funkcionalna,
ova implementacija ¢e, koliko je autoru poznato, biti prva javno dostupna

implementacija ovog algoritma.

e Algoritmi polinomske slozenosti [9, 10] su razjasnjeni i dopunjeni u delovima
koji su ostali nejasni u njihovim originalnim opisima, uz poboljsanje ukupne

asimptotske slozenosti.

Ostatak ovog rada ima slede¢u strukturu. U glavi 2 razmatramo egzaktni ekspo-
nencijalni algoritam predlozen od strane Rapaporta i Hasanzadeha [1] koji resava
opisani problem u opstem slucaju. U glavi 3 dajemo pregled vaznijih aproksimativ-
nih algoritama koji se zasnivaju na aproksimaciji trazenog konveksnog mnogougla
jednostavnijim geometrijskim oblicima. U glavi 4 razmatramo najnovije rezultate

koji opisuju polinomske algoritme za sluc¢aj disjunktnih duzi. Pomenute dopune i
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poboljsanja ovih algoritama takode razmatramo u glavi 4. U glavi 5 dajemo za-

kljucke i razmatramo pravce daljeg rada.



Glava 2
Egzaktni eksponencijalni algoritam

U ovoj glavi razmatramo egzaktni algoritam eksponencijalne slozenosti koji je
prvi put prikazan u Rapaportovom radu [2], a dodatno preciziran u radu Rapa-
porta i Hasanzadeha [1]. Ovaj algoritam ne pretpostavlja da su duzi medusobno
disjuntktne, ve¢ samo da se ne preklapaju (potpuno ili delimi¢no), kao i da se ne
dodiruju u krajnjim tackama. Zadatak je da konstruiSsemo konveksni mnogougao
koji ima neprazan presek sa svakom od ovih duzi i koji pritom od svih konveksnih
mnogouglova koji to zadovoljavaju ima najmanji obim.

U nastavku teksta podrazumevamo istu notaciju kao u [1]. Za skup duzi § =
{s1, 82, ..., S } 1 usmerenu pravu L kazemo da je prava L ekstremna u odnosu na ovaj
skup ako postoji duz s; takva da je ili cela na L ili je jedna njena krajnja tacka na
L, a ostatak duzi s; se nalazi u desnoj poluravni' odredenoj pravom L, dok za druge
duzi vazi da svaka sa zatvorenom levom poluravni koja je odredena sa L (u oznaci
H'(L)) ima neprazan presek. Krajnju tacku duzi s; koja lezi na L zovemo kriti¢na
tacka. Duz koja ima jednu ili dve kriti¢ne tacke zovemo kriticna duz. Ekstremna
prava je kriti¢na ekstremna prava ako sadrzi barem dve kriti¢ne tacke koje pripadaju
razli¢itim duzima.

Na slici 2.1 beli kruziéi odgovaraju kriticnim tackama. Prava X je ekstremna
prava, a kriti¢ne ekstremne prave su nacrtane isprekidanim linijama. Ono $to mo-
7emo da zapazimo je da postoji mnogougao odreden presecima poluravni H'(L)

(obojen sivo na slici 2.1). Jasno je da svaki konveksan mnogougao koji ima ne-

!Desna poluravan moze da se definiSe pomoéu vektora pravca: kako je prava L usmerena,
postoji vektor v koji odreduje njen pravac i smer. Neka su tacke A i B na pravoj L takve da je
vektor AB = ¥. Tada tactka C' van prave L pripada otvorenoj desnoj (levoj) poluravni ako i samo
ako je trojka tacaka (A, B, C) orijentisana u smeru kazaljke na satu (suprotno od kazaljke na satu).
Zatvorena desna (leva) poluravan je unija otvorene desne (leve) poluravni i same prave L.



GLAVA 2. EGZAKTNI EKSPONENCIJALNI ALGORITAM

Slika 2.1: Kriti¢ne ekstremne prave (oznacene isprekidanim linijama) [1]

prazan presek sa svim datim duzima mora da sadrzi ovaj mnogougao, pa i onaj sa
najmanjim obimom. U suprotnom, postojala bi duz sa kojom bi imao prazan presek,
a to ne¢emo. Ovaj mnogougao nazivamo siguran mnogougao. Duzi koje imaju ne-
prazan presek sa tim mnogouglom ne uti¢u na rezultat?, pa se njihovim brisanjem,
ne menja trazeni konveksni mnogougao najmanjeg obima. Ove duzi naziva¢emo
nepotrebne duzi.

Sada kada smo odbacili nepotrebne duzi, ostaje nam da one koje su nam ne-
ophodne za konstrukciju resenja podelimo u neke kategorije, na osnovu ¢ega ¢emo
znati kako da se prema kojoj ponasamo.

Da bismo odredili u kojoj kategoriji je data duz s;, razmatrajmo pravu L koja
sadrzi s; i orijentisimo je tako da za levu stranu odaberemo onu gde imamo makar
jednu duz. Sa C'P; oznaCimo skup kriticnih tacaka duzi u S iz koga su izbacene
kriti¢ne tacke koje se nalaze na s;.

Ako se sve tacke iz C'P; nalaze u H'(L), onda duz s; zovemo fina wicna duZ
(engl. nice rim segment). Ispostavlja se da su ovakve duzi deo granice konveksnog
mnogougla najmanjeg obima, odnosno da ¢e se njegova ivica koja ima presek sa s;
,odbiti” od s;. Drugim re¢ima, presek duzi s; sa mnogouglom bice jedna tacka duzi
s; koja ¢e ujedno biti teme mnogougla. Ovo teme nazivamo reflektujuce teme.

Ako nam se pak dogodi da imamo neku duz iz S koja ima prazan presek sa
H'(L), to ¢e za nasu posmatranu duZ s; znaciti da ona ima barem jednu duz sa leve

strane i barem jednu duz sa desne strane. Ove duzi je potrebno spojiti granicom

2Bas kao §to unutrasnje tacke konveksnog omotaca ne uti¢u na konveksni omotaé¢
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konveksnog mnogougla i ta granica prolazi kroz s;. Ovakve duzi nazivamo normalne
duzi (engl. normal line segments).

Treéi tip duzi su problematicne ivicne duzi (engl. pesky rim segments). Moti-
vacija za ovakav naziv verovatno je proistekla iz toga Sto tezina problema lezi u
ovim duzima. One su odgovorne za eksponencijalno vreme izvrsavanja algoritma.
Za problemati¢nu iviénu duz s; vazi da svaka druga duz ima barem jednu tacku u
H'(L), ali istovremeno, postoji tacka iz C'P; koja je sa desne strane s; te s; moZe da
se ponasa i kao fina ivi¢na duz, ali i kao normalna duz. Fine ivi¢ne i problematicne

ivicne duzi jednim imenom nazivamo ivi¢ne duzi.

Slika 2.2: Tipovi duzi: crvene - fine ivi¢ne, plave - normalne, crne - problemati¢ne
ivicne [1]

2.1 Racunanje kriti¢ne sekvence

Podsetimo se jos jednom S$ta je to ekstremna kriti¢na prava. To je ekstremna
prava koja prolazi kroz barem dve kriti¢ne tacke koje potic¢u sa razli¢itih kriti¢nih
duzi. Neka je ¢(L) € [0,27) polarni ugao usmerene prave L. Kada uzmemo sve
ekstremne kriti¢ne prave, stavimo ih u niz i uredimo rastuée po pomenutom uglu
dobijamo kriti¢nu sekvencu. Oznac¢imo je sa E(S), gde je S skup duzi za koji
trazimo konveksni mnogougao najmanjeg obima koji sa svakom duzi iz tog skupa

ima neprazan presek.
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U ovom poglavlju objasni¢emo kako se moze izracunati kriticna sekvenca i u
kojoj sloZenosti to mozemo da uradimo. Algoritam potice iz Rapaportovog rada [2],
mada je originalna ideja prezentovana u Edelsbrunerovoj knjizi iz 1987. godine [6].?

Obrazlozimo najpre zasSto nam je ovako nesto uopste potrebno.

Definicija 2.1.1 Potporna prava za dati mnogougao je prava koja sa njim ima
barem jednu zajednicku tacku v za koju vazi da je mnogougao u potpunosti sadrZan

u jednoj od dve zatvorene poluravni odredene tom pravom.

Definicija 2.1.2 Reflektujuce teme mnogougla P u odnosu na duz s; je teme mno-

gougla P za koje vazi da je prava kroz s; potporna prava mnogougla u tom temenu.

Definicija 2.1.3 Minimalna presecajuca poluravan za dati skup duzi S je polura-
van za koju vazi da ima neprazan presek sa svim duZima iz S 1 da nijedna druga

poluravan koja je njen podskup nema to svojstvo.

Incidentnost sa reflektuju¢im temenom nije zagarantovana za svaku duz. Samo
ako je duz fina ivicna znamo da na njoj postoji reflektujuée teme. Tu ¢injenicu

dokazujemo kroz nekoliko narednih lema.

Lema 2.1.4 Neka je P bilo koje teme mnogougla P koji je konveksni mnogougao
najmanjeg obima koji preseca skup duzi S. Tada je P incidentno sa granicom mi-

nimalne presecajuce poluravni od S.*

Dokaz. Pretpostavimo da P nije incidentno ni sa jednom granicom neke mi-
nimalne presecajuce poluravni. Posmatramo L, potpornu pravu za mnogougao P
kroz tacku P. Odatle, postoji H minimalna presecajuc¢a poluravan od S za koju
vazi da je L potpuno unutar ili potpuno izvan nje.

Ako je L u unutrasnjosti od H, tada postoji duz s’ iz S, takva da su mnogougao
P iduz s’ sa raznih strana prave L, a to nije moguce, jer P preseca S.

Neka L lezi u spoljasnjosti od H. Ako teme P nije incidentno ni sa jednom
duz od S, moZemo da nademo pravu unutar H'(L) takvu da je njen presek sa
mnogouglom konveksan mnogougao koji i dalje preseca S i ima manji obim. Sa

druge strane, ako je teme P incidentno sa nekom duzi s iz S, tada s nece lezati na

3U ovoj knjizi izlozene su dizajnerske tehnike konstruisanja algoritama i primer koji je bio
jedan od vrlo vaznih je onaj u kome treba ubosti skup duzi pravom. Rappaport je iskoristio ovu
ideju i prilagodio je problemu koji je razmatrao.

4Dokaz ove leme je preuzet iz [2].
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potpornoj pravoj kroz P, jer bi to bila kontradikcija sa pretpostavkom da P nije
incidentno sa minimalnom presecaju¢om poluravni. Otuda, mozemo da pomeramo
granicu sve dok S preseca unutra$njost novoformiranog mnogougla, ¢ime dobijamo
mnogougao manjeg obima od P §to je kontradikcija.

Odavde, sledi da je svako teme mnogougla P incidentno sa granicom neke mini-

malne presecajuce poluravni. U

Koristeé¢i ovu lemu, moZzemo dokazati sledeé¢e vazno tvrdenje.’

Lema 2.1.5 Neka vaZe uslovi iz prethodne leme. Tada je P incidentno sa nekom

kriticnom duzi.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da P nije incidentno ni sa jednom duzi iz §. To
zna¢i da mozemo opisati krug sa sredistem P sa dovoljno malim poluprec¢nikom
tako da ne presecemo nijednu duz iz S. Na slici 2.3 mozemo videti kako zamenom
mnogougaone linije DCAF B sa duzi DB dobijamo mnogougao koji i dalje preseca
S (jer u krugu nema preseka sa S), a koji pritom ima manji obim (na osnovu
nejednakosti mnogougla koja ¢e biti dokazana u daljem tekstu). Ovim smo dobili
kontradikciju sa tim da je P konveksni mnogougao koji preseca S i ima najmanji

obim.

Slika 2.3: Konstrukcija mnogougla manjeg obima koji preseca S

Dakle, zakljucili smo da mora postojati barem jedna duz iz S koja je incidentna
sa P. Neka ta duz nije kriti¢na. Na osnovu prethodne leme, znamo da je P sigurno

incidentno sa granicom minimalne presecajuc¢e poluravni, Sto znac¢i da svaka duz

®Dokaz ovog tvrdenja je preuzet iz [2|, uz dodatna razjasnjenja i ilustraciju na slici 2.3 kao
originalni doprinos ovog rada.
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iz & ima neprazan presek sa ovom poluravni. Samim tim i duZi incidentne sa P.
Kako P nije incidentno sa kriti¢nom duzi, sve duzi incidentne sa P su na onoj strani
sa koje je mnogougao P. Preciznije, nalaze se unutar mnogougla, jer kada bi bile
vani, zbog toga Sto mnogougao ima neprazan presek sa svim duzima, ona koja je
vani bi bila kriti¢na duz za ekstremnu pravu koja prolazi kroz nase teme i ivicu
mnogougla incidentnu sa njim. Kao i ranije, moZemo konstruisati krug sa sredistem
P dovoljno malog polupre¢nika da ispustimo druge duzi iz § koje nisu incidentne
sa P. Slicno, uzimanjem odgovarajuce tetive kao gore, dobijamo mnogougao koji i
dalje ima neprazan presek sa svim duzima iz S, ali manji obim, $to je kontradikcija
sa tim da je P konveksni mnogougao koji preseca § i ima najmanji obim.

Ovim smo pokazali da je svako teme mnogougla P incidentno sa barem jednom

kriticnom duzi. O

Ono $to smo do sada zakljucili je sledece: svako teme mnogougla P je incidentno
sa kriticnom duzi. Kako krajnje tacke kriticnih duzi odreduju kriti¢nu sekvencu
E(S), sledi da se koris¢enjem ove sekvence mogu efikasno obiéi kriti¢ne duzi, tj. duzi
koje sadrze temena trazenog mnogougla. Kod duzi kod kojih je samo jedno teme
kriti¢no, to teme predstavlja ujedno i teme mnogougla. U sluc¢aju da duz ima dva
kriti¢na temena, tada ce ona sigurno sadrzati reflektujuc¢e teme mnogougla ukoliko

je fina ivi¢na, o ¢emu govori sledeéa lema.®

Lema 2.1.6 Ako je duZ s fina ivicna, na njoj se sigurno nalazi reflektujuce teme.

Dokaz. Iz definicije fine ivi¢ne duzi, imamo da nam sve druge kriti¢ne tacke leze u
HY(L(s)). Ako su te kriti¢ne tacke jedine na svojim duZima, medu njima su temena
mnogougla. Dalje, za one kriti¢ne duzi na kojima su obe tacke kriti¢ne, obe kriti¢ne
tacke su u H'(L(s)) te je svaka tacka sa njima incidentna sa H'(L(s)), odatle sledi
da su reflektuju¢a temena mnogougla P takode u H'(L(s)). Ceo mnogougao P
je sa leve strane od L(s) odatle sledi da je L(s) potporna prava za P, te je na s

reflektujuce teme. 0

Napomenimo da, iako problematicne ivicne duzi takode imaju dva kriticna te-
mena, one mogu, ali ne moraju da sadrze reflektujuée teme mnogougla. Otuda
se problemati¢ne ivicne duzi mogu ponasati dvojako i kao fine iviéne duzi i kao

normalne duzi, pa njihovo postojanje komplikuje sam postupak. Zato ¢emo najpre

6Dokaz ove leme je preuzet iz [2].



GLAVA 2. EGZAKTNI EKSPONENCIJALNI ALGORITAM

pretpostaviti da nemamo problemati¢ne ivi¢ne duzi u skupu duzi S za koji reSavamo
problem. U tom slucaju, iz prethodnog razmatranja sledi da se mozemo kretati od
fine ivi¢ne do fine ivi¢ne duzi, koristeci kriti¢ne prave iz kriti¢ne sekvence E(S), tako

da biramo na njima reflektujuc¢a temena mnogougla i u meduvremenu uklju¢ujemo

ili seCemo normalne duzi koje se nalaze izmedu njih.

\ P(t(E1)

Slika 2.4: Skup duzi i njegova kriti¢na sekvenca [2]

Nacin na koji se mogu odrediti ivicne duzi na osnovu kriticne sekvence se moze
razumeti na intuitivnom nivou sa slike 2.4. Na slici 2.4 duzi a, b i ¢ su ivicne. Mo-
zemo ih prepoznati po tome $to su uzastopne prave iz kriticne sekvence incidentne sa
njima u razli¢itim krajnjim tackama. Ono Sto ostaje nejasno je kako za neku iviénu
duz odluc¢ujemo da li je fina iviéna ili problemati¢na iviéna. U radu Hasanzadeha [1]
ovom pitanju nije posveéena nijedna recenica, ali na osnovu teorije koja je izloZena,
moze da se zakljudi sledece: trebalo bi formirati konveksni omotac kriti¢nih tacaka
duzi koje su odredile kriticnu sekvencu. Za duzi koje su cele na granici konveksnog
omotaca vazi da su fine ivi¢ne, jer su im sve kriti¢ne tacke sa iste strane. Za duzi za
koje ovo nije ispunjeno znamo da su problemati¢ne iviéne. Duzi koje imaju samo
jedno kriti¢no teme su normalne duzi i one mogu sadrzati nereflektujuca temena tra-
zenog mnogougla. Fine ivicne duzi sadrze reflektujuc¢a temena, dok problemati¢ne
ivicne duzi mogu sadrzati bilo reflektujuée bilo nereflektujuce teme.

Sada kada znamo ¢emu nam sluzi kriticna sekvenca, ostaje jos da je odredimo.

Dokazimo najpre slede¢u lemu’ koja nam govori o broju kriti¢nih pravih.

Lema 2.1.7 Postoji najvise O(n) kriticnih ekstremnih pravih.

"Dokaz ove leme je zasnovan na izlaganju datom u [2].
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Dokaz. Tehnika koju ¢emo u nastavku koristiti je dualna transformacija koja tacke
slika u prave, i obratno.® Ovakve transformacije mogu se javiti u raznim oblicima.
Ovde koristimo dualnu transformaciju D datu sa P = (my, m2) —Py=mr+mi
y = maz + m —P P = (7, m). Ocigledno je da je D bijekcija i da ima svojstvo
involutivnosti (D? = I). DuZ se ovom transformacijom prevodi u dvostruki klin
(slika 2.5). Slike krajnjih ta¢aka duzi su dve prave koje se seku. Deo ovih pravih
koji formira oblik ” V7 nazivamo gornjim polupravama, a deo koji formira oblik

” A7 nazivamo donjim polupravama.

Slika 2.5: Dejstvo transformacije D na duz

Sredi$nja tacka klina u dualnoj ravni predstavlja pravu kroz posmatranu duz s.
Odredimo sada gde ¢e biti proizvoljna prava koja preseca s. Neka su leva i desna
krajnja tacka od s date sa [(s) i d(s), redom. Da bi prava p presekla s ona mora ili
da bude iznad I(s) i ispod d(s) ili ispod I(s) i iznad d(s).? S obzirom na to da se
transformacijom D c¢uva pripadnost i redosled, sto se lako da zakljuciti, slika naSe
prave p, D(p), je ili ispod prave D(I(s)) i iznad prave D(r(s)) ili iznad prave D(I(s))
i ispod prave D(r(s)). Ako posmatramo sliku 2.5, prava p je u crvenoj oblasti.

Osvrnimo se na sliku 2.6. Donju ovojnicu gornjih polupravih formiramo tako
Sto za svaku vrednost x-koordinate, odredimo tacku na nekoj od gornjih polupravih
koja je nize od svih ostalih tacaka drugih gornjih polupravih sa istom z-koordinatom.
Kada to uradimo za svako z, dobijamo poligonalni lanac P; koji je prikazan plavom
bojom. Sli¢no, gornju ovojnicu donjih polupravih formiramo tako Sto za svaku
vrednost z-koordinate, odredimo tacku na nekoj od donjih polupravih koja je vise
od svih ostalih tacaka drugih donjih polupravih sa istom z-koordinatom. Kada to
uradimo za svako z, dobijamo poligonalni lanac P, koji je prikazan crvenom bojom.

Sve poluprave su delovi linearnih funkcija. Donja ovojnica gornjih polupravih je
definisana formalno sa U,eg min{fi(z) | f; je gornja poluprava}. Analogno defini-

Semo i gornju ovojnicu donjih polupravih U,egr max{f;(z) | f; je donja poluprava}.

8Zapravo, ova transformacija je opstije data, slikamo tacke u hiperravni, ali po§to smo mi ovde
u ravni, za nas je hiperravan prava.
9Tacka (p, q) je iznad (ispod) prave y = kx + n akko je kp +n < q(> q).
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Vratimo se sada, nakon ove digresije, na kriticne ekstremne prave. Zamislimo
da imamo dve duzi s i t i da posmatramo njihovu kriti¢nu ekstremnu pravu L(s, t)
koja je takva da joj je levo i gore isto'?, s it su joj desno, a sve ostale duzi su u
potpunosti u H'(L). Za svaku duz u iz S koja je u H'(L) postoji prava p paralelna
sa L(s,t) koja je iznad L(s,t) i sefe u. U dualnoj ravni, D(L(s,t)) i D(p) su tacke
na istoj vertikalnoj pravoj i pritom je D(p) iznad D(L(s,t)). MoZemo da zaklju¢imo
da kriti¢ne prave koje seku S u zatvorenoj donjoj poluravni, odgovaraju ¢vorovima
na donjoj ovojnici gornjih polupravih od D(S). Sli¢no, kriti¢na ekstremna prava
koja preseca S u zatvorenoj gornjoj poluravni odgovara ¢vorovima gornje ovojnice
donjih polupravih od D(S). Da bismo odredili koliko ekstremnih kriti¢nih pravih

imamo, treba da odredimo koliko ovih ¢vorova imamo.

Slika 2.6: Donja ovojnica gornjih polupravih (levo) i gornja ovojnica donjih polu-
pravih (desno) [16]

Ograni¢imo se na posmatranje na gornjim desnim polupravama, simetri¢no ¢emo
imati na levim. Primetimo da se donja ovojnica, isto kao i gornja sastoji od n + 1
uvala koje su ogranicene s leve i desne strane sa centrima klinova. Za nas je uvala
naziv za konveksni poligonalni lanac, ¢ije su ivice na gornjim desnim polupravama

uredene opadajuce po vrednosti nagiba. U principu, ivica na gornjoj desnoj polu-

1075, prava ima pozitivan koeficijent pravca
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pravoj u jednoj uvali koja ima najmanji nagib je za nas poslednja ivica u toj uvali.
Imamo najvise n poslednjih ivica. Pritom, najlevlja uvala ne sadrzi gornje desne
ivice. Takode, primetimo da ne postoji gornja desna poluprava koja sadrzi vise od
jedne ivice koja nije poslednja. Na slici!! 2.7 imamo dva klina koji se seku. Plavom
bojom oznacen je deo donje ovojnice gornjih polupravih koji se nalazi na gornjim
desnim polupravama. Zamislimo da imamo ivicu e koja nije poslednja ivica i ozna-
¢imo njenu sledbenicu sa e™. Nije tesko primetiti da je gornja desna poluprava na
kojoj se e nalazi uvek iznad gornje desne poluprave gde se e nalazi pocevsi od me-
sta preseka e i e™. Prema tome, gornja desna poluprava koja sadrzi e se od mesta
preseka e i e™ nikada ne javlja kao deo ovojnice i prema tome, ne moze da sadrzi
nijednu vise ivicu. Takode, primetimo da gornja desna poluprava koja sadrzi po-
slednju, najdesniju ivicu ne sadrzi ivicu koja nije poslednja. Odatle sledi da imamo
najvise n — 1 ivica koje nisu poslednje na gornjim desnim polupravama donje ovoj-
nice. Sli¢no, simetri¢no radimo i za gornje leve poluprave. Ukupno imamo 4n — 2
ivice. Kako smo zainteresovani za ¢vorove koji nisu centri klinova, sledi da mozemo

imati najvise 3n — 1 ¢vorova. 0

Slika 2.7

1 Ova slika je originalni doprinos autora ovog rada, a dodata je u cilju dodatnog pojasnjenja
dokaza.
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Algoritam. U nastavku opisujemo algoritam za racunje kriticne sekvence za-

snovan na principu ,,podeli-pa-vladaj™

e Ako je |S| > 3, podelimo S na dva podskupa priblizno istih kardinalnosti, A
i B, tj. takvih da je |A| — |B| <1

e Rekurzivno izrac¢unamo kritiénu sekvencu za A i kritiénu sekvencu za B
e Spojimo te dve kriti¢ne sekvence E(A) i E(B) u jednu E(S).

Pre nego sto navedemo korake spajanja resSenja, uvedimo jo$ malo notacije. Za
kriti¢nu ekstremnu pravu £ ozna¢imo sa s(€) i t(€) duzi u S takve da je £ tangenta
na obe, usmerena od s(§) ka t(£) i obe ove duZi leZe u zatvorenoj desnoj poluravni
odredenoj sa &, pri ¢emu ako se desi da je £ tangenta na vise od dve duzi, ove dve
duzi su krajnje. Sa druge strane, ako su a i b dve razli¢ite duzi, koristimo oznaku
L(a,b) da predstavimo pravu koja je tangenta na a i b, usmerena od a ka b, pri
¢emu a i b leze u desnoj zatvorenoj poluravni odredenoj sa tom pravom. Odatle je
€ = L(s(6),1(€)).

Neka smo izra¢unali kriti¢ne sekvence skupova A i B i neka smo dobili F(A) i
E(B). Spojimo ta dva u neki skup koji zovemo M pri ¢emu vazi da su u M elementi
sortirani po polarnom uglu.

Za proizvoljnu kriti¢nu ekstremnu pravu £ € E(S) moZe da bude ispunjeno:
1. £ € E(A)

2. £ € E(B)

3. {jetakvo da s(§) € Ait(&) € B

4. £ jetakvodat() € Ais(§) e B

« Ce ostati kriticna ekstremna prava i u E(S) ako je « bila kriti¢na ekstremna
prava u A i ako je kriti¢na ekstremna prava u B koja ima isti ugao ¢(«) sadrzana
u H'(a). Algoritamski to proveravamo tako §to za nase a nademo dva uzastopna
elementa kriticne sekvence E(B), zovimo ih = i 7. Oznacimo sa b € B duz
b=1t(8")=s(fT). Neka L, oznafava usmerenu pravu sa polarnim uglom ¢(«) koja
je tangentna na b. Ako je H'(«) podskup od H'(L,) izbrisati a iz M. Slu¢aj dva je
simetrican.

Razmotrimo o~ i o™ dva uzastopna elementa od E(A). Neka je a = t(a™) =

s(at) i neka je b = t(f7) = s(87), kao gore. Oznacimo sa 6(a) uglove u opsegu

14



GLAVA 2. EGZAKTNI EKSPONENCIJALNI ALGORITAM

izmedu ¢(a”) 1 ¢(at), a sa (F) uglove u opsegu izmedu ¢(57) i ¢(51). Ako se
dogodi da je O(a) N G(b) # 0 i da za nasu kritiénu ekstremnu pravu ¢ iz slucaja tri
(simetri¢no je za Cetiri), gde je & = L(a,b) vazi da je ¢, < ¢(L(a,b)) < ¢p; gde je
o = max{o(a™),p(B7)} 1 ¢p = min{p(a™),#(8)} onda dodajemo L(a,b) u M.
Objasnimo ovo potrazivanje ugla na slici 2.8. Neka imamo dva uzastopna ele-
menta u nekoj kritiénoj sekvenci, neka su to npr. a~ i ot iz F(A). Pomeranjem
prave kroz njihovu zajednicku duz tako da prava i dalje tangira tu duz, ako se na-
lazimo u opsegu izmedu ¢(a”) i ¢(a™) ne menjamo velicinu probadajuce ravni, a
svejedno sa levom poluravni imamo neprazan presek sa svim drugim duzima, tj.
nismo ispustili nijednu duz. Ako izademo iz datog opsega, kao $to je to uradeno sa
zutom pravom na slici!? 2.8, vidimo da gubimo jednu duZ, a samim tim onda ne

mozemo da imamo definiciju kriti¢ne prave.

Slika 2.8

Slozenost ovog algoritma je O(n log n) $to dobijamo iz jednacine: T'(n) = 2T'(5)+

O(n) gde je T(n) broj koraka potreban da sra¢unamo kriti¢nu sekvencu za n duzi.

12Qva slika je takode doprinos autora ovog rada.
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Nac¢in na koji smo racunali vremensku slozenost je tipi¢an za princip podeli-pa-
zavladaj. Sabirak O(n) je sloZenost koraka objedinjavanja resenja problema i on je
toliki jer u linearnom vremenu ucesljavamo sekvencu ekstremnih kriti¢nih pravih,
za koje smo pokazali da ih ima O(n). Prostorna slozenost je O(n) jer ho¢emo da

sacuvamo kriti¢ne ekstremne prave.

2.2 Najkraé¢i put izmedu susednih finih iviénih
duzi

Nakon §to smo odredili kriti¢nu sekvencu E(S), znamo na kojim duzima iz S se
nalaze reflektujuca temena trazenog mnogougla najmanjeg obima P, kao i poredak
tih temena. Izmedu svaka dva reflektujuc¢a temena mnogougla P koja odgovaraju
susednim finim ivicnim duZima mogu postojati temena mnogougla P koja pripadaju
normalnim duzima koje se nalaze izmedu odgovarajucih susednih finih ivi¢nih duzi.
Zbog toga je potrebno razmatrati puteve izmedu dve susedne fine ivi¢ne duzi koji

presecaju normalne duzi izmedu njih.

Definicija 2.2.1 Izvodljivi put je put koji spaja dve susedne fine iwicne duzi i za
koji vazi da svaka normalna duZ koja se nalazi izmedu tih duzi ima barem jednu
tacku sa njegove leve strane. Izvodljivi mnogougao je prost mnogougao koji sadrzi

sve izvodljive puteve izmedu dve susedne fine iwicne duZi.

Pokazano je u prethodnom poglavlju da fina iviécna duz mora da ima reflek-
tujuce teme. Nakon Sto za svake dve fine iviéne duzi koje pripadaju uzastop-
nim pravama u kriti¢noj sekvenci, konstruisemo izvodljivi mnogougao, zatvorili
smo krug i taj skup mnogouglova zovemo izvodljivi ciklus (slika 2.9). Zahvalju-
juci notaciji koju smo ranije uveli, mozemo jednostavno da opiSemo konstrukciju
izvodljivog mnogougla. Potrebno je da u kriticnoj sekvenci, nademo sve parove
uzastopnih finih iviénih duzi. Za uzastopne fine ivicne duzi s(&;) i s(§;), pra-
vimo dva konveksna omotaca. Prvi konveksni omota¢ gradimo nad skupom ta-
daka T = {p(t(€ 1)), P(s(€:)), DHED), Ps(€i11)), oos D((&5 1)), PEE 1)) (€}
a drugi nad skupom tacaka T — {p(t(&_1)),p(s(&;))}, gde je sa p(s(&;)) oznacena
tacka dodira kriti¢ne prave &; i duzi s(§;). Razlika ova dva konveksna omotaca je
izvodljiv mnogougao. Gornja i donja granica izvodljivog mnogougla, primeti¢emo,

mogu i da se poklapaju na nekim mestima.
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Slika 2.9: izvodljiv mnogougao sa prikazanim izvodljivim ciklusom [1]

Kakav god konveksan mnogougao unutar izvodljivog ciklusa, koji se reflektuje
od finih ivi¢nih duzi odaberemo, on je mnogougao koji zadovoljava uslov, tj. ima
neprazan presek sa svim duzima iz S. Ostaje samo da odaberemo konveksni mno-
gougao najmanjeg obima. Ispostavi se da je ovaj problem ekvivalentan trazenju
najkraceg puta u prostom mnogouglu. Da bismo to uradili, tj. sveli jedan problem
na drugi, moramo da ,ispravimo” nas izvodljiv ciklus. Ovo ¢emo uraditi tako $to ga
najpre posecemo po nekoj finoj iviénoj duzi, a potom ga koristeéi ostale fine ivi¢ne
duzi, uz pomo¢ rotacije, translacije i refleksije razvijemo u prost mnogougao, kao

Sto je to prikazano na slikama 2.10 i 2.11.

a (&
b
a

C (& a
Slika 2.10:  Primer izvodljivih Slika 2.11: Transformacija u je-
mnogouglova za jedan skup duzi; dinstven prost mnogougao uz po-
stranice oznacene istim slovom su mo¢ rotacije, refleksije i transla-
identicki jednake [2] cije [2]

Na osnovu diskusije u [2] mozemo da pretpostavimo da uvek postoji ivica po

kojoj mozemo da posecemo izvodljiv ciklus tako da ravnanjem koje smo opisali
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dobijemo prost mnogougao. Ostaje da se razresi joS jedno vazno pitanje: da li
mnogougao mora da bude prost? S obzirom na nac¢in konstrukcije i na ¢injenicu
da je svaki izvodljiv mnogougao nastao kao razlika dva konveksna omotaca, jedino
Sto moze da se dogodi u izvodljivom mnogouglu da on ima samopresecanja jeste
poklapanje gornje i donje granice (na slici 2.10 donji desni mnogougao). Medutim,
kroz dalji opis algoritma, moze se primetiti da to ne pravi nikakvu razliku, te mozemo
smatrati da radimo sa prostim mnogouglom.

Primetimo da su prva i poslednja ivica poravnatog mnogougla iste. Tacka od
koje pocinjemo i tacka u kojoj zavrsavamo su takode identi¢ne. Dakle, problem se
sveo na to da pronademo najkra¢i put kroz prost mnogougao od tacke na prvoj ivici
do odgovarajuée tacke na poslednjoj ivici. U nastavku prikazujemo algoritam koji

reSava ovaj problem. Prethodno, uves¢emo slede¢u definiciju:

Definicija 2.2.2 Prost mnogougao ¢emo zvati neparan ako je za njegovu konstruk-
ciju iskoriséen neparan broj izvodljivih mnogouglova. Analogno definisemo paran

prost mnogougao.

Motivacija za prethodnu definiciju lezi u ¢injenici da ¢emo na razli¢ite nacine
traziti najkrac¢i put kroz mnogougao u zavisnosti od toga da li je on paran ili nepa-
ran. Razlika je pre svega u orijentaciji prve i poslednje ivice, one koja je u stvari
jedna ivica po kojoj smo rasekli ciklus. Kod neparnih su ove dve ivice suprotno

orijentisane, a kod parnih imaju istu orijentaciju.

Vidljivost

Uspeli smo za sada da svedemo originalni problem na problem trazenja najkraceg
puta u prostom mnogouglu, pri ¢emu su pocetna i krajnja tacka tog puta medusobno
odgovarajuce tacke na dvema identi¢nim ivicama e; i ) mnogougla, koje odgovaraju
istoj finoj iviénoj duzi po kojoj smo rasekli ciklus. Uvedimo pojam vidljivosti u
odnosu na dati mnogougao. Za dva dela prve i poslednje ivice mnogougla e; i €},
p1 1 p) kazemo da su obostrano vildjivi (nevidljivi) ako svaka tacka X sa p; vidi (ne
vidi) svoju odgovarajucu tacku X’ sa p}. To znaéi je prava koja ih spaja unutar
mnogougla. Sada je jasno da vidljivost u prostom mnogouglu mogu da naruse samo
konkavna temena.

Za date duzi e i €] 1 konkavno teme (X, Y’) moZzemo da, uz pomo¢ malo osnovne

geometrije, izracunamo koji deo ovih ivica je obostrano vidljiv.
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(X2, Y2)

(X3, 17)

visible

Slika 2.12: Obostrano vidljivi delovi duzi [1]

Pretpostavimo da prava koja prolazi kroz (X,Y’) sefe e; u P(X1,Y7) i €] u
P'(X1,Y/) (slika 2.12). Ono §to zelimo jeste da tacka P bude udaljena od prvog
kraja duzi e; onoliko koliko je P’ udaljena od prvog kraja duZi €.

Iskoristimo ¢injenicu da svaku tacku sa duZi koja je odredena tackama (X7i,Y7)
i (X2,Y2) mozemo na jedinstven nacin da predstavimo u slede¢em obliku (X; + a -
(Xo— X41), Y1+ a- (Yo —Y))) gde je a neka konstanta izmedu 0 i 1, ukljucujudi i
njih.

Dalje, mozemo da iskoristimo ¢injenicu da je prava koja spaja (X,Y) i P ista
kao prava koja spaja (X,Y) i P’. To Sto je u pitanju ista prava, na drugi nacin
mozemo izraziti kroz jednakost nagiba racunatog sa jedne strane u odnosu na prve
dve tacke, a sa druge strane u odnosu na druge dve tacke.

Kada sve ovo pojednostavimo, dobijamo kvadratnu jedna¢inu Aa?+ Ba+C = 0,

po parametru « ¢iji su koeficijenti:

A= (Y2 = Y1) (X5 — X]) — (Y3 = Y{) (X2 — X1)
B = —(X;=X)(Y =Y1) = (V2= Y1) (X = X7)+ (Xo = X1) (Y =Y))+ (Y, =¥ (X = X))
O = (Y ~ V) (X — X]) — (V — V)X — X)

Na osnovu diskriminante sistema, resavamo ovu kvadratnu jednacinu sa restrik-
cijom da « mora biti iz [0,1]. Ovim smo dobili efektivan nacin za odredivanje
obostrano vidljivih delova duzi.

U slucaju da je u pitanju neparan mnogougao, imamo dva resSenja, dok u slucaju
parnog mnogougla imamo samo jedno. Na slici 2.13 vidljiv deo nam je izmedu P; i
P, odnosno izmedu P| i Pj.

Ako imamo vise konkavnih temena za svako pojedinacno odredujemo obostrano
nevidljiv deo, a krajnji nevidljivi deo je njihova unija. Imamo najvise dva nevidljiva

i jedan vidljiv deo.
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Slika 2.13: Sluc¢aj neparnog mnogougla - dva reSenja za a [1]

Najkraéi put u sluc¢aju obostrano vidljivih delova

Bilo da je u pitanju neparan ili paran prost mnogougao, postoji efektivan nacin
da odredimo najkrac¢i put izmedu obostrano vidljivih delova. Rastojanje izmedu dve
tacke minimizovano je u slucaju prave koja ih spaja. Ovde je olakSavajucéa okolnost
to Sto prava dolazi u obzir kao reSenje jer se s obzirom na vidljivost, nalazi unutar
mnogougla. Odredimo kroz koje tacke treba provudi trazenu pravu.

Neka je (X,Y) tacka ivice e; kroz koju treba da prode zadata prava i neka je
(X', Y") druga tacka te prave, koja pripada ivici e]. Tada iz pripadnosti ove dve

tacke datim duzima sledi:
(X,Y) = (Xi+c- (Xo—X1),Yi+c- (Y2 = V7))
(XY) = (X]+c - (X5 — X7), Y+ (Y] = Y)))

Na osnovu ¢injenice da su (X,Y) i (X, Y’) odgovarajuce tacke sledi ¢ = ¢/. Rasto-

janje izmedu ovih tacaka, jednako je:

D=(X—-X)2+(Y Y2

To rastojanje je funkcija jedne promenljive (po parametru C') koju treba minimi-
zovati. Imamo standardni put u analizi koji sledimo. Trazimo izvod D po C,
izjednacavamo ga sa nulom i trazimo resenje po C. Pritom, mogu nam se dogoditi

tri situacije:
e ¢ <0 - tada uzimamo (X,Y) = (X1, Y1) i (X,Y') = (X{,Y])
e ¢ > 1 - tada uzimamo (X,Y) = (X, Ys) 1 (X", Y’) = (X1, Y))

e 0 <c¢ <1 - tada uzimamo bas C koje smo dobili i za njega racunamo odgova-

rajuce tacke
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Interesantno je pomenuti da, ako racunamo najkraé¢i put izmedu dva odgovara-
juca intervala ¢; na e; i d; na €} koji su potpuno vidljivi, najkraéi put od ¢; do d; ili
spaja dve krajnje tacke ili je normalan na simetralu ugla formiranog od pravih koje

sadrze ¢; 1 d;.

Najkracéi put u sluc¢aju obostrano nevidljivih delova

U ovom delu, nismo u moguénosti da postupimo kao ranije. NaSi putevi ¢e se

‘lomiti’ u konkavnim temenima i nece biti prave. Uves¢emo pojam sidra.

Definicija 2.2.3 Prvi ¢vor nakon X na najkracem putu i poslednji ¢vor pre X' na

najkracem putu zovemo sidra.

Moze da se dogodi da neke tacke imaju isto sidro. Zapravo, nas ¢e zanimati koji
su to sve delovi ivica tako da sve tacke jednog dela imaju isto sidro. Ideja je da
sprovedemo takvu podelu ivica e; i €.

Najpre, treba nac¢i najkrace puteve izmedu (Xi,Y7) i (X7,Y!) sa jedne strane i
(X9, Y5)1 (X, Y)) sadruge strane, u slu¢aju parnih mnogouglova (u slu¢aju neparnih
je (X1,Y1)1(X5,Y]) sajedne strane i (Xo, Y3) 1 (X7, Y]) sa druge). Dalje, produzimo
ivice ovih puteva, kao i tangente izmedu njih (ako takve postoje) do preseka sa
ivicama e; i €]. Zapamtimo koje su to tacke preseka i nademo im odgovarajuce.

Podeok na ivici izmedu svake dve takve duzi je skup tacaka koje imaju isto sidro.

(X1. Y1)

(X2, Y3)

Slika 2.14: Podela E) na intervale ¢ije tacke imaju ista sidra [1]

Za dati podeok s; treba da pronademo tacku X; takvu da je najkrac¢i put do
njene odgovarajuce tacke X/ na s, minimalne duzine. Neka je A; sidro za s; i neka
je AL sidro za s}. Deo puta od A do A/ je fiksan. Jedino na $ta mozemo da uti¢emo
je izraz:

distance(X;, As) + distance(X], A)

21



GLAVA 2. EGZAKTNI EKSPONENCIJALNI ALGORITAM

i njega Zelimo da minimizujemo. To mozemo uciniti na sledeé¢i nacin. Za dati
podeok s; na e; posmatramo njenu sliku s, na e} i transliramo je i rotiramo dok
ih ne poklopimo, a potom reflektujemo njeno sidro ukoliko je to potrebno, tako da
bude na istoj strani kao sidro od s;. Mogu da nam se dogode dva sluc¢aja: ili duz
koja spaja sidra sece s; ili su one disjunktne, pa se sidra spajaju sa blizom krajnjom
tackom od s; ne bi li se postigao najkra¢i put. Put dobijen na ovakav nac¢in moze

se srac¢unati u konstantnom vremenu [12].

anchory /.7

S, & S, 8

anchory anchory

anchors

Slika 2.15: Dva nacina na koji sidra mogu biti rasporedena [1]

Razlikujemo levo i desno sidro. Za intervale koji su nastali podelom e; na nacin
koji smo opisali ranije, definiSemo levo sidro (to je prvi ¢vor na najkrac¢em putu od
neke tacke posmatranog intervala do tacke (X7,Y])) i sli¢no desno sidro (to je prvi
¢vor na najkracem putu od neke tacke posmatranog intervala do tacke (X3, Yy)). U
slu¢aju da nam je interval koji posmatramo delimi¢no vidljiv, a delimi¢no nevidljiv,
racunamo najkraéi put u vidljivom delu, pri ¢emu tu dodajemo poseban uslov, a to je
da leva sidra budu sa jedne strane, a desna sa druge. Taj put ¢e uc¢i u konkurenciju
sa putevima koje rac¢unamo praveéi puteve sa levim, odnosno sa desnim sidrima.
Nakon Sto za svaki podeok odredimo najkraé¢i put minimalne duzine, medu njima

odaberemo najmanji i on je kona¢no resenje.

2.3 Slozenost algoritma u odsustvu problemati¢nih
ivicnih duzi

U ovom poglavlju razmatramo slozenost opisanih postupaka u sluc¢aju odsustva
problemati¢nih iviénih duzi. Ono $to je mozda odavde ostalo nejasno je to kako
nalazimo tacke koje nam dele ivicu e; (odnosno €}). Najkra¢i put koji spaja kraj-
nju tacku (Xp,Y)) ivice e; sa njoj odgovaraju¢om krajnjom tackom (X7,YY) ivice

e}, je u stvari donji deo konveksnog omotaca konkavnih tacaka prostog mnogougla
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(slika 2.14), dok je najkraci put koji spaja krajnju tacku (Xs,Ys) ivice e; sa njoj
odgovaraju¢om krajnjom tackom (XJ,Y7) ivice €}, je ustvari gornji deo konveksnog
omotaca konveksnih tacaka prostog mnogougla. Provera da li su temena mnogougla
konkavna ili konveksna se vrsi u vremenu O(n), a formiranje konveksnog omotaca u
vremenu O(nlogn). Povlacenje unutrasnjih tangenti izmedu dva konveksna mnogo-
ugla moze da se uradi u vremenu O(n). Za svaki interval nalazimo na njemu tacku
za koju dobijamo najkraci ciklus u konstantnom vremenu. Kako intervala imamo
najvise n ovo mozemo da uradimo u vremenu O(n). Prolazak kroz niz i trazenje
minimuma takode moZe da se uradi u vremenu O(n). Naé¢in na koji su formirani
delovi izvodljivog mnogougla, zahteva pronazalazenje dva konveksna omotaca i tra-
zenje njihove razlike, $to mozemo da uradimo u vremenu O(nlogn). Ispravljanje
mnogougla, ali i kasnije inverzne transformacije kako bismo se vratili na pocetni
problem, traje O(n) vremena. Vremenska sloZenost formiranja kriti¢ne sekvence,
bez koje niSta od ovoga ne bismo mogli da uradimo je takode O(nlogn). Ukupno
vreme koje nam je potrebno za ovaj slucaj algoritma, kada nemamo problemati¢ne

ivicne duzi je O(nlogn).

2.4 Najtezi slucaj - problematicne ivi¢ne duzi

Do sada smo razmatrali situaciju u kojoj smo potpuno zanemarili postojanje
problemati¢nih iviénih duzi. Kada njih vratimo u igru, posta¢e nam jasno zasto im
je autor dao takav naziv. One su te koje nam donose eksponencijalnu vremensku
slozenost. Vide¢emo da za svaku problemati¢nu ivicnu duz imamo 4 kandidata koji
mogu da je zamene, pri ¢emu oni nisu problemati¢ne iviéne duzi. Pretpostavimo
da u skupu imamo k problemati¢nih iviénih duzi. U tom slucaju imamo 4* razli-
¢itih skupova duzi za koje treba da racunamo konveksni omota¢ najmanjeg obima.
Slozenost algoritma je stoga O(4%nlogn).

Najjednostavniji slucaj jeste da nam posmatrana problemati¢na ivi¢na duz p*
uopste ne uti¢e na odabir konveksnog mnogougla najmanjeg obima. Ovo moZemo
da proverimo tako sto éemo da formiramo konveksni mnogougao najmanjeg obima
za skup duzi S — {p*} i da proverimo da li smo mozda slu¢ajno obuhvatili i p*.
Na slici 2.16 se nalazi prikazana ta, po nas povoljna situacija, kada ne moramo da
ispitujemo dalje. Medutim, ovo ne mora da bude slu¢aj, sto je prikazano na slici
2.17.

Ono sto dalje moze da se dogodi jeste da se konveksni mnogougao najmanjeg
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Slika 2.16:  Konveksni omotac
najmanjeg obima ne zavisi od p* Slika 2.17:  Konveksni omotac
1] najmanjeg obima zavisi od p* [1]

obima nalazi u potpunosti sa leve strane px. Tada moZemo da p* posmatramo kao
finu iviénu duz. To postizemo tako sto provuc¢emo pravu kroz p* kolinearnu sa p* i
otklonimo sve one delove drugih duzi koje su sa desne strane te prave. Primer za

ovo imamo na slici 2.18.

Slika 2.18: Konveksni omota¢ najmanjeg obima za S — {p*} je levo od p* [1]

Moguca je jos jedna situacija, da konveksni mnogougao najmanjeg obima nije u
potpunosti sa leve strane p*. U tom sluc¢aju, on mora da prode kroz p* i p* igra ulogu
normalne duzi. Konveksni mnogougao proci ¢e kroz jednu od dve krajnje tacke od
p*, dakle imamo dva nova kandidata koja treba da uzmemo u obzir.

Uzimajudéi sve ovo u obzir, algoritam se sastoji iz sledeé¢ih koraka:

e Nademo konveksni mnogougao najmanjeg obima za skup duzi S — {p*}, gde je
p* posmatrana problemati¢na iviéna duz. Ako taj konveksni mnogougao ima

neprazan presek sa p* stajemo ovde, u suprotnom idemo na sledeé¢i korak.
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e Pretvorimo p* u finu iviécnu duz i nademo konveksni mnogougao najmanjeg

obima za novi, izmenjeni skup duzi

e Tumacimo p* kao normalnu duz uzimajuéi njenu prvu krajnju tacku da bude

teme konveksnog mnogougla najmanjeg obima koji preseca skup duzi &

e Tumacimo p* kao normalnu duz uzimajuéi njenu drugu krajnju tacku da bude

teme konveksnog mnogougla najmanjeg obima koji preseca skup duzi S

Krajnje resenje dobijamo kada uzmemo minimum po tim pojedina¢nim rese-
njima. Vreme potrebno da proverimo da li duz p* ima neprazan presek sa kon-
veksnim mnogouglom najmanjeg obima za skup duzi S — {p*}, je O(n).!* Vreme
potrebno da se odrezu delovi duzi koji su sa desne strane prave koja sadrzi p* je
O(n). Vreme potrebno da nademo konveksni mnogougao najmanjeg obima za skup
duzi koji ne sadrzi u sebi problemati¢ne iviéne duzi je O(nlogn). Ukupno, po jednoj
problemati¢noj ivicnoj duzi za jedan korak trosimo najvise O(nlogn) vremena, a

za k takvih O(4*nlogn) vremena.

2.5 Implementacija

U toku rada na ovoj tezi, zapocet je rad na programskoj implementaciji algoritma
opisanog u ovoj glavi. Koliko je autoru ovog rada poznato, ne postoji javno dostupna
implementacija ovog algoritma'®. Otuda je ova programska implementacija, iako jos
uvek ne potpuno funkcionalna, jo§ jedan od zna¢ajnih doprinosa ovog rada.'®

Implementacija se sastoji iz nekoliko modula koji su implementirani i testirani
nezavisno i ostalo je da se oni objedine u funkcionalnu celinu. Programski jezik
koji je izabran za realizaciju je C++. U nastavku opisujemo pojedinacne module i

diskutujemo neke njihove najznacajnije karakteristike.

Modul za racunanje kriti¢ne sekvence. Ispostavilo se da je ovo najtezi mo-

dul za implementaciju. Tezina pre svega lezi u broju specijalnih slucajeva koji su

13Najpre, treba da proverimo da li su obe krajnje tacke unutar mnogougla. SloZenost tog
postupka je O(n). Ako se ispostavi da duZ p* nije u pomenutom mnogouglu, onda za svaku ivicu
treba da proverimo da li ona ima neprazan presek sa p*. Vreme potrebno za to je O(n).

l4Rapaport je implementirao ovaj algoritam, ali implementacija nije javno dostupna.

Implementacija se moZe preuzeti sa lokacije: https://github.com/jecamark96/
Minimum-perimeter-convex-polygon.
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se javljali prilikom testiranja. Osim glavne funkcije, postoji dosta pomoc¢nih funk-
cija koje se iz glavne funkcije pozivaju: funkcija za rac¢unanje kriticne sekvence za
dve i za tri duzi (trivijalni slu¢ajevi u algoritmu zasnovanom na principu ,podeli-
pa-zavladaj”), funkcija za odredivanje sa koje strane prave odredene dvema datim
tackama je posmatrana tacka, funkcija za rac¢unanje polarnog ugla prave, funkcija
koja sortira ekstremne kriti¢ne prave na osnovu njihovog polarnog ugla, itd. Ukupan

broj linija koda u ovom modulu je 958.

Modul za odredivanje finih ivi¢nih i problemati¢nih ivi¢nih duzi. U Ha-
sanzadehovom i Rapaportovom radu [1] nigde nije eksplicitno re¢eno kako se za neku
duz odreduje da li je fina ivi¢na ili problemati¢na ivi¢na. Na strani 9 smo opisali
kako se ovo moze uraditi, $to je takode jedan od originalnih doprinosa ovog rada.

Do ovih zakljucaka dosli smo tokom implementacije ovog modula.

Modul za odredivanje izvodljivog ciklusa. Izvodljivi ciklus ra¢una se tako sto
se odrede svi izvodljivi mnogouglovi, prateci redosled odreden kriticnom sekvencom.
Svaki izvodljiv mnogougao racuna se kao razlika dva konveksna omotaca odgovara-

juc¢ih krajnjih tacaka duzi, kao sto je to opisano u poglavlju 2.2.

Modul za ispravljanje izvodljivog ciklusa. Ovaj modul u sebi sadrzi brojne
funkcije koje sluze za primenu geometrijskih transformacija: transliranje mnogou-
gla za odredeni vektor, refleksija mnogougla u odnosu na odabranu duz, rotacija
mnogougla za odredeni ugao. Glavna funkcija za ispravljanje izvodljivog ciklusa se

svodi na uzastopnu primenu ovih transformacija. Ovaj modul ima 347 linija koda.

Modul za odredivanje vidljivih i nevidljivih delova u mnogouglu. U ovom
modulu je implementiran postupak za odredivanje vidljivih i nevidljivih delova opi-

san u odeljku 2.2. Ovaj modul ima 317 linija koda.

Modul za racunanje najkraceg puta u izvodljivom mnogouglu. U pogla-
vlju 2.3 izlozeni su pojedini detalji koji u Hasanzadehovom i Rapaportovom radu
[1] nisu dati eksplicitno. Do njih smo dosli u toku implementacije ovog modula.
Takode, ono sto nije bilo jasno precizirano je ¢injenica da za svaki podeok na ivici
e1, ukoliko je on delom na vidljivom, a delom na nevidljivom delu, postoje i levo
i desno sidro. Iz originalnog pristupa u Hasanzadehovom i Rapaportovom radu [1]

moglo se zakljuciti, bez napomene autora rada [12] odakle je pristup pozajmljen, da
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postoji samo jedno sidro za svaki podeok na eq, Sto nije tacno. Ukupan broj linija

kdda u ovom modulu je 934.

Modul za racunanje kona¢nog reSenja. Ovaj modul trenutno nedostaje u
implementaciji. U planu je da se on sastoji iz jedne rekurzivne funkcije. Ova funkcija
bi kao argument prihvatala skup duzi, a kao rezultat bi vrac¢ala konveksni mnogougao
najmanjeg obima koji ima neprazan presek sa svakom duzi iz tog skupa. Pre poziva
ove funkcije, najpre treba pozvati modul za racunanje kriticne sekvence, a potom
modul za odredivanje finih ivi¢nih i problemati¢nih iviénih duzi. U samoj funkciji
bismo izabrali proizvoljnu problemati¢nu iviécnu duz p* € S i rekurzivno bismo
pozvali tu istu funkciju za ra¢unanje kona¢nog resenja za skup S\ {p*}. Potom bi
sledila provera da li je dobijenim resenjem obuhvacéeno i p*. Ako jeste, ovde stajemo i
dobijeni rezultat vra¢amo kao konac¢no resenje. U suprotnom, rekurzivno ra¢unamo
reSenje u slucajevima kada je p* zamenjeno nekom od svojih krajnjih tacaka, kao
i kada se p* posmatra kao fina ivicna duz. Od ova tri reSenja biramo kao kona¢no

ono koje ima najmanji obim. Detaljan opis ovog postupka dat je u poglavlju 2.4.

27



Glava 3
Aproksimativni algoritmi

U ovoj glavi izlazemo nekoliko znacajnih aproksimativnih algoritama za resava-
nje problema kojim se bavimo u ovom radu. Aproksimativnost se ogleda u tome
Sto se kao rezultat nece dobiti konveksni mnogougao najmanjeg moguceg obima koji
preseca sve duzi datog skupa, ve¢ ¢e obim biti nesto veéi (uz garantovanje odgova-
rajuée gornje granice).

Zmacaj aproksimativnih algoritama je u tome $to je njihova slozenost znacajno
manja od slozenosti egzaktnih algoritama, a sa druge strane, obim dobijenog mno-

gougla ne odstupa znac¢ajno od minimalnog obima. Otuda ovi algoritmi u praksi

3.1 Algoritam zasnovan na minimalnom
razapinju¢em krugu

U ovom poglavlju prikazac¢emo aproksimativni algoritam zasnovan na minimal-

nom razapinjué¢em krugu. Uvedimo najpre sledeé¢u definiciju.

Definicija 3.1.1 Minimalni razapinjuci krug za skup duzi S je krug najmanjeg
obima koji sadrzi barem jednu tacku svake duzi iz S u svojoj unutrasnjosti ili na

svojoj kruznoj linuu.

Konstrukcija zapocinje tako sto nademo proizvoljan krug koji sadrzi sve duzi iz
S 1 oznac¢imo srediste tog kruga sa C;. Dalje, mozemo da smanjimo poluprecnik tog
kruga, sve dok ne naidemo na duz koja sa krugom ima ta¢no jednu prese¢nu tacku

i koju ¢emo ispustiti ako nastavimo da smanjujemo poluprecnik. Oznac¢imo tu duz
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sa s1, a tacku koja joj je zajednicka sa nasSim krugom sa X;. Mozemo pratiti Sta se

desava na slici 3.1.

Slika 3.1: Konstrukcija minimalnog razapinjuceg kruga [1]

U narednom koraku, treba da pomeramo srediste C; ka X; na pravoj koja ih
spaja (tom prilikom polupreénik nam je C1.X7), sve dok ne dodemo u situaciju da
smo dobili novu duz s, koja ima ta¢no jednu zajednicku tacku X5 sa nasim krugom
i za koju vazi da je ispustamo ako nastavimo i dalje da radimo ovo pomeranje. Novo
srediSte oznacavamo sa C5.

Ipak, sve ovo nije bilo dovoljno da nam odredi krug. Treba nam geometrijsko
mesto tacaka koje su podjednako udaljene od s; i od s5. To geometrijsko mesto je
kombinacija pravih i parabola.! Nastavimo da pomeramo C, duZ ovog geometrij-
skog mesta tacaka u smeru s; i s3 (napomenimo da tom prilikom mogu da nam se
pomerajui X i X3). Mogu da nam se dogode dve situacije. Jedna je da nam X; X5
postane pre¢nik kruga i time je krug potpuno odreden. Druga je da nam ponovo
zapreti opasnost da ispustimo neku duz, tj. da nam se pojavi duz s3 koja ima ta¢no
jednu zajednicku tacku sa nasim krugom. U tom slucaju krug je potpuno odreden

sa tri tacke: X, X, i tackom koja mu je zajednicka sa ss.

Kako u radu [1] nije preciznije opisano ovo geometrijsko mesto, ovde dajemo pojasnjenje kao
originalni doprinos autora ovog rada. Parabola je geometrijsko mesto tacaka podjednako udaljenih
od fiksirane tacke (fokusa) i fiksirane prave (direktrise). Mi trazimo geometrijsko mesto tacaka
podjednako udaljenih od fiksirane tacke i fiksirane duzi. U sluc¢aju da se iz tacke moZe povuéi
normala na pravu koja sadrzi posmatranu duz tako da ona padne na tu duZz, geometrijsko mesto
je onaj deo parabole ¢iji je fokus ta tacka, a direktrisa prava na kojoj lezi posmatrana duz, koji se
nalazi izmedu normala na duz povucenih u njenim krajnjim tackama. U suprotnom kao rezultat
mozemo dobiti pravu. Za svaku tacku prve duzi i drugu duz trazimo posebno geometrijsko mesto
tacaka podjednako udaljenih od posmatrane tacke i posmatrane duzi. Unija ovih geometrijskih
mesta je krajnje reSenje.
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Prethodni postupak, iako jednostavan za razumevanje, nije pogodan za efikasnu
implementaciju. Zbog toga u nastavku prikazujemo algoritam zasnovan na Vorono-

jevim dijagramima najudaljenijih duzi.

Definicija 3.1.2 Voronojev dijagram najudaljenijih duzi za skup duzi S = {s1, Sa,
..., Sn} je podela ravni na oblasti Ry, Ry, ..., R, sa disjunktnim unutrasnjostima,
takva da se oblast R; sastoji od tacaka ravni za koje je rastojanje od duzi s; vece od

rastojanja od svih drugih duzi skupa S.

U sluc¢aju da nam je krug odreden sa tri tacke postupamo na slede¢i nacin. Neka
je Viji ¢vor Voronojevog dijagrama najudaljenijih duZi. Znamo da je to tacka koja
je udaljena podjednako od duZi s;, s; i s;. Neka je to rastojanje d. Za bilo koju
drugu duz iz skupa S nad kojim je formiran Voronojev dijagram vazi da je najkrace
rastojanje Vi, do te duzi manje od d. Krug sa srediStem V;j; i polupre¢nikom d
je kandidat za minimalni razapinjuci krug. Cvorova u Voronojevom dijagramu naj-
udaljenijih duzi imamo O(n). Vreme potrebno da nademo minimalni razapinjuci
krug sa najmanjim obimom medu kandidatima je O(n). Vreme potrebno da formi-
ramo sam Voronojev dijagram je O(nlogn), tako da je ukupno vreme ovog slucaja
O(nlogn).

Razmatrajmo sada krugove odredene sa dve tacke. Sre¢om, mozemo da razma-
tramo i ivice Voronojevog dijagrama najudaljenijih duzi. Za datu ivicu e;; vazi da
je proizvoljna tacka na njoj podjednako udaljena od duZi s; i s; i bliza svim drugim
duzima nego $to je njima. Spojimo najkracom mogucom duzi s; i s; i razmatramo
presek te duzi sa e;;. Ako presek ne postoji, nemamo kandidata. U suprotnom,
kandidat je krug cije je srediste presec¢na tacka i ¢iji je pre¢nik jednak duzini naj-
krace mogucée duzi izmedu s; i s;. Ivica imamo O(n), tako da u linearnom vremenu
mozemo da pronademo krug sa najmanjim obimom:.

Nagli smo, za dati skup duzi S, razapinjuci krug sa minimalnim obimom odreden
sa tri tacke i razapinjuéi krug sa minimalnim obimom odreden sa dve tacke. Od
ta dva, odaberemo onaj koji ima manji obim i on je konacno reSenje. Sada, kada
znamo kako da to uradimo i znamo da nam za to treba O(nlogn) vremena, ostaje

nam da vidimo koliko je nasa aproksimacija dobra.

Lema 3.1.3 Za bilo koji konveksni mnogougao sa ivicama E = {vyvy, vavs, ..., 0,01 },

Ve; € E,len(e;) < > len(e;),j # 1.2

2Dokaz ove leme je preuzet iz [1].
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Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po broju temena. Ako imamo tri temena,
znamo da vaZi nejednakost trougla 3. Baza indukcije je u redu.

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n temena i dokazimo da vazi i za n + 1 teme.
Posto je mnogougao konveksni, jedino sto smo mogli da uradimo kad smo ubacili
novo teme jeste da dodamo dve ivice v,v, 1, v,v1. Iskoristimo dva puta pomenutu
nejednakost trougla i imamo:

n—1

UpUpt1 < UpU1 + V1Upy1 < U1Up41 + E ViVit1

=1

n—1

V1Un41 < V1Un + UpUny1 < UpUpi1 + E ViVi41
i=1

Odakle sledi da lema vazi i kada imamo n 4+ 1 temena. [l

Dijametar D(P) jednak je maxz{d(a,b) | a,b € P}, gde je d(a,b) rastojanje

izmedu dve tacke skupa a i b. Vazi slede¢a lema:*

Lema 3.1.4 Za bilo koji konveksni mnogougao P sa dijametrom D, 2D < obim(P).

Dokaz. Dijametar D deli P na dva manja konveksna mnogougla. Naravno, moze

da se desi i da je dijametar bas ivica od P, ali to ne remeti ovaj pristup.

Vg

V7 deeo
Uy

() v3

Slika 3.2: Konveksni mnogougao P sa dijametrom D [1]

U skladu sa nejednakoséu mnogougla koju smo dokazali u prethodnoj lemi i na

osnovu slike 3.2 imamo:
D < obim(Py) — D = 2D < obim(Py)

obim(P1) < obim(P)

3Radi potpunosti trebalo bi ubaciti ovde taj dokaz, ali mi se ovde neéemo baviti time.
4Dokaz ove leme je preuzet iz [1].
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= 2D < obim(P)
U

Definicija 3.1.5 Minimalni razapinjuci krug za dati konveksni mnogougao je krug
najmangjeg obima za koji vaZi da su sva temena zadatog konveksnog mnogougla u

unutrasngjosti i na kruznoj linigi tog kruga.

Moze se pokazati da minimalni razapinjuéi krug za konveksni mnogougao mora
da sadrzi na kruznoj liniji barem dva temena tog mnogougla. Naime, ako ne bi
sadrzao nijedno teme, mi bismo mogli da smanjujemo obim tog kruga dok ne dodemo
to toga da imamo jedno teme na kruznoj liniji, ali to je kontradikcija sa time da
je nas krug minimalni razapinju¢i krug. Dalje, mogli bismo da pomeramo srediste
tog novodobijenog kruga ka jedinoj tacki na kruznoj liniji, po pravoj koja ih spaja,
dok ne dodemo do toga da imamo jos jednu tacku na kruznoj liniji, ¢ime ponovo
dolazimo do kontradikcije. Dakle, dosli smo do zakljucka da moramo da imamo
barem dve tacke na kruznoj liniji. Ako su one takve da je duz koja ih spaja precnik
kruga, tu stajemo, u suprotnom mozemo jos da suzimo krug koji smo dobili i time

dobijemo i treéu tacku na kruznoj liniji. VaZi slede¢a lema:®

Lema 3.1.6 Srediste minimalnog razapinjuceg kruga konveksnog mnogougla P, na-

lazi se unutar P.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka je srediste minimalnog razapinjuceg kruga
C van konveksnog mnogougla P. Na osnovu prethodnog razmatranja, znamo da bar
dva njegova temena moraju da leze na kruznoj liniji kruga C. Pretpostavimo najpre
da je P trougao (primer je dat na slici 3.3). S obzirom na nasu pretpostavku da
P ne ukljucuje srediste, mozemo da nacrtamo pre¢nik kruga za koji vazi da je P u
celini sa jedne njegove strane. Pretpostavimo najpre da je teme C' na kruznici. U
tom slu¢aju znamo da je ugao a > 7/2, jer je luk koji mu odgovara veéi od 7. Ako
nacrtamo novi krug C’ ¢iji ée pre¢nik da bude AB, dolazimo do zakljucka da teme
C trougla ABC mora da bude unutar C’ jer mu je odgovarajuci ugao veéi od 7/2,
Sto znaci da C’ jeste razapinjuéi krug. Pritom, pre¢nik od C’ je manji od pre¢nika C

Sto je kontradikcija sa ¢injenicom da je C minimalni razapinjuéi krug.

®Dokaz ove leme je preuzet iz [1], uz preciziranja na pojedinim mestima. Konkretno, detaljnije
je razjasnjen sluc¢aj kada mnogougao P nije trougao.
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Slika 3.3: Razapinjuéi krugovi trougla [1]

U slucaju da je teme C' u unutrasnjosti kruga C, situacija je jos laksa, jer bi u tom
slu¢aju teme C' svakako bilo i u unutrasnjosti kruga C' konstruisanog na prethodno
opisan nacin.

Ako mnogougao P ima viSe od tri temena, za temena koja su u unutrasnjosti
kruga C mozemo da primenu prethodnu konstataciju. Za ona temena koja su na
kruznici, na svako pojedinac¢no, bez posmatranja drugih temena, moZzemo da upo-
trebimo dokaz koji smo malocas izveli, jer je svaki od uglova koji formiraju A, B i
proizvoljno teme tup. Uvek formiramo isti krug C’ sa srediStem u sredistu duzi AB
i polupre¢nikom ATB i dokazujemo da su sva temena mnogougla P u unutrasnjosti

ovog kruga.
O

Teorema 3.1.7 Neka je P* konveksni mnogougao najmanjeg obima koji sece sve
duzi iz datog skupa duzi S © neka je C*, krug precnika D, minimalni razapinjuci
krug od S. Tada vazi 2D < obim(P*) < ©D.°

Dokaz. Krug C* je konveksan oblik (izmedu ostalog lako bismo mogli da nademo
konveksan mnogougao koji ga proizvoljno dobro aproksimira), pa obim(P*) ne sme
da bude veéi od obim(C*), jer ako bi to bilo ispunjeno, to bi protivrecilo ¢injenici
da je P* reSenje naseg problema. Kako je D precnik kruga C*, obim(C*) = 7D, §to

nam sve zajedno daje obim(P*) < wD.

6Dokaz ove teoreme je u najveéoj meri preuzet iz 1], uz neka preciziranja na pojedinim me-
stima. Konkretno, upotreba sinusne teoreme za dokazivanje nejednakosti je originalni doprinos
autora ovog rada.
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Neka je Cp« sa pre¢nikom D minimalni razapinjuci krug za konveksni mnogougao
P*. Ako su tacno dva temena od P*, A i B locirana na kruznici od Cp+ tada je, na
osnovu ranije opisane konstrukcije minimalnog razapinjuceg kruga za mnogougao,
AB = D preénik kruga, samim tim i dijametar kruga, a time i dijametar od P*.
Na osnovu leme 3.1.4 sledi da je 2D < obim(P*). U suprotnom, ako su barem tri
temena od P* na kruznici od Cp« na osnovu leme 3.1.6 sledi da je srediste kruga

Cp+« u unutrasnjosti mnogougla P* i u unutrasnjosti trougla ABC.

Slika 3.4: Minimalni razapinjuéi krug trougla [1]

Na slici 3.4, neka je 0 < ay < as < ag < 7. Ovi uglovi ne mogu da budu veéi od
7 jer trougao ABC mora da ukljucuje srediste svog minimalnog razapinjuceg kruga.
Uglovi kod odgovaraju¢ih temena su polovine ovih uglova (npr. ugao kod P, je

periferijski ugao, koji odgovara centralnom uglu ag i iznosi as/2). Ako upotrebimo

ry . ®my w3
sin(a1/2) sin(a/2) sin(as/2)

D, odatle imamo:

sinusnu teoremu imac¢emo da je
x1 = Dsin(ay/2) zo = Dsin(ay/2)

Pomeranjem tacke P, u smeru tacke Py na kruznici, smanjujemo o4 i x1 i pove¢avamo
a1 9. Primetimo da se a3 i x3 ne menjaju. Ono $to ostaje da se pokaze jeste da
x1 opada brze nego $to x5 raste, odnosno da obim stalno opada. Ako pogledamo
izvode x1 po aq 1 T3 po awu, na osnovu njih éemo moci da ocenimo rast i opadanje
promenljivih x7 i 9. Kako je a; + as fiksno, poveéavanje oy za jednu jedinicu mere,
znaci¢e smanjivanje ap za istu tu jedinicu mere.

8m1 D g 8x2 D &%)

o, ~ 2% o, ~ 25
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Kako vazi 0 < a; < as < 7 odatle sledi da jei 0 < % % < m/2. Kosinus je

<
u prvom kvadrantu opadajuca funkcija te sledi da je: cos(%) > cos(%). Preostaje
nam samo da ovu nejednakost pomnozimo sa D i dobijamo da je opadanje od x;
brze nego rast od xs.

Mozemo da smanjujemo x; sve dok nam x5 i 3 ne postanu jednaki D. U tom
trenutku, obim nam je 2D. Obim originalnog trougla je sigurno veéi od ovog, a
takode i obim P* . Otuda je 2D < obim(P*).

Krug Cp+ je razapinjudi krug i za §. Kako je krug C* minimalni razapinjuéi krug
za S sledi da je D < D. Takode, znamo da je 2D < obim(P*), odatle sledi da je
2D < obim(P*).

Kada spojimo dve klju¢ne nejednakosti koje smo izveli, imamo da je:
2D < obim(P*) < wD
O

Sumirajmo $ta smo do sada uradili. Dakle, uspeli smo da u vremenu O(nlogn)
konstruiSemo minimalni razapinjuéi krug za skup duzi S i da pokazemo da je nje-
gov dijametar pomnozen konstantom iz intervala (2,7) zapravo obim konveksnog
mnogougla najmanjeg obima P* koji preseca skup duzi §. Sada nam ostaje da iz
ovog minimalnog razapinjuéeg kruga izvuc¢emo konveksni omotac¢ koji ¢e biti nasa
aproksimacija resenja datog problema.

Na osnovu definicije minimalnog razapinjuceg kruga za dati skup duzi S, znamo
da za svaku duz iz tog skupa vazi da je barem jedna njena tacka u unutrasnjosti ili
na kruznoj liniji kruga koji smo ranije ve¢ oznagcili sa C*. U skup koji ¢emo nazvati
S’ izdvojimo sa svake duzi iz S tacku koja je najbliza sredistu kruga C*. I zaista,
tacke iz &’ ne mogu biti na rastojanju od sredista kruga C* ve¢em od D /2.

Kada smo ovo uradili, u vremenu O(nlogn) izra¢unamo konveksni omota¢ za
tacke iz §’. Nazovimo ga CH'. Kako su sve tacke iz &’ ukljucene u C* i CH’ je
uklju¢en u C*. Jedno konveksno telo u ravni koje lezi unutar drugog planarnog

konveksnog tela ima manji obim od tog drugog konveksnog tela.
obim(CH') < obim(C*) = obim(CH') < =D

Neka je P* konveksni omota¢ najmanjeg obima za S. Obim od CH' ne moZe da

bude manji od obima P*:
obim(P*) < obim(CH')
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Na osnovu granica koje smo ranije ustanovili:
2D < obim(P*) < obim(CH') < wD

je trazen roksimativno resSenje. Sve §to ] uradeno, moz
CH' je trazeno aproksimativno reSenje. Sve Sto je do sada uradeno, moze da se

objedini u slede¢u teoremu:

Teorema 3.1.8 Neka je P* konveksni mnogougao najmangjeg obima koji preseca
skup duzi S. Tada u vremenu O(nlogn) moZemo odrediti konveksni mnogougao P

koji preseca S i zadovoljava nejednakost:

obim(P) < g - obim(P™)

3.2 Unapredeni aproksimativni algoritmi

Nakon Hasanzadeha i Rapaporta, pojavljuje se rad Dumitreskua i Jianga [3].
Oni u skladu sa preporukama svojih prethodnika koriste linearno programiranje.
Naravno, za to im treba odredeni vid diskretizacije problema, ali oni uspevaju da
procene kolika je greska time ucinjena. Rad je objavljen 2011. godine i u njemu su

predlozena dva algoritma.

Prvi algoritam

U ovom odeljku opisujemo prvi od aproksimativnih algoritama dat u radu Du-

mitreskua i Jianga [3]. Najpre navedimo slede¢u teoremu:

Teorema 3.2.1 Za bilo koje ¢ > 0, 2(1 + ¢)-aproksimativni algoritam za nalaZe-
nje presecajuceq mnogougla najmanjeg obima za dati skup od n duzi u ravni, moZe
biti izracunat reSavanjem O(1/e) linearnih programa, svaki sa O(n) promenljivih i
O(n) ogranicenja. Konkretno, 1.28-aproksimacija moZe da se izracuna reSavanjem

konstantnog broja ovakuvih linearnih programa.

Teorema 3.2.1 je jedna od dve najbitnije teoreme rada [3]. Ovaj odeljak po-
sveti¢emo njenom razja$njavanju i dokazu, po ugledu na [3]. OpiSimo najpre sam
algoritam. Dakle, ideja je da uzmemo nekoliko pravaca, tacnije njih m = [-] i da
za svaki pravac oy = 1 -2¢,2 = 0,1,...,m — 1 izra¢unamo presecajuci pravougaonik
R; najmanjeg obima takav da mu jedna ivica ima pravac «; (0 < «o; < 7/2) dok

je druga normalna na ovaj pravac. Tih m = O(1/¢) minimalnih pravougaonika su
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reSenja isto toliko linearnih programa. Za aproksimaciju uzimamo onaj koji ima
najmanji obim.

U svakoj iteraciji, mozemo da pretpostavimo da su ivice pravougaonika koji
trazimo R; paralelne koordinatnim osama. Ako to nije slu¢aj, na osnovu ugla «;
mozemo celu ravan zarotirati tako da ivice pravougaonika R; budu paralelne osama.
Svaki pravougaonik je odreden gornjom levom i donjom desnom tackom. PiSemo
R; = [x1, 2] X [y1,y2]. To su nam ¢etiri promenljive koje treba da otkrijemo. Neka
je & = {s1, 52, ..., s, } nas skup duzi koje posmatramo. Neka su krajnje tacke duzi
si, Ui = (ai, b;) 1 Vi = (¢4, d;). Veé smo koristili na¢in da zapiSemo geometrijski uslov
da duz pripada tacki. Za svaku duz iz naseg skupa duzi mora da vazi da je barem
jedna njena tacka unutra ili na granici ‘R; da bi on bio presecajuéi pravougaonik.

Sada mozemo ove nabrojane uslove da zapiSsemo na sledec¢i nacin:

minimizovati 2(xe — 1) + 2(y2 — ¥1)

pri uslovima y1 < (L—t)bj+t;d; <y, 1<j<n,
0<t; <1, 1<j<n
Za svaki pravac dobijamo minimalni presecajuéi pravougaonik ¢ija se jedna ivica
poklapa sa tim pravcem. Medu ovakvim pravougaonicima, koji su resenje linearnih
programa, kao aproksimaciju krajnjeg reSenja naseg polaznog problema, uzimamo
onaj koji ima najmanji obim.
U nastavku ovog odeljka dokazujemo nejednakosti koje ¢e nam uspostaviti gornju

granicu na ovaj nacin dobijene aproksimacije. Najpre navodimo slede¢u definiciju:

Definicija 3.2.2 Konwveksno telo je kompaktni” konveksni skup sa nepraznom unu-

trasnjoscu.

Lema 3.2.3 Neka je R pravougaonik najmangjeg obima koji sadrzi konveksno telo
B. Tada vazi: A
obim(R) < —obim(B)

™

Dokaz. Izvodimo dokaz® prateéi sliku 3.5.
Za svaku orijentaciju o nademo posebno pravougaonik najmanjeg obima koji

sadrzi B i ima tu orijentaciju. Oznac¢imo ga sa R(«). Obim ovakvih pravougaonika

"Misli se na pojam kompaktnosti u matematickoj analizi
8Dokaz ove leme je preuzet iz [3].
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Slika 3.5: Pravougaonik R(«) je presek dve trake Sirina w(a) i w(a + 7/2) duz
pravaca a i o + /2, redom (3]

je funkcija od «. Treba nam neprekidnost ove funkcije, da bi mogli da primenimo
integral. Ona je kompozicija neprekidnih delova, imamo funkciju minimuma, potom
zbirove normi, itd. Ako bismo Zeleli da ovo uradimo matematic¢ki precizno, trebalo
bi to dokazati. Ovde pak samo to navodimo kao ¢injenicu. Ono $to je dalje kori-
S¢eno iz aparata matematicke analize je integralna nejednakost, linearnost integrala
i ¢injenica da je obim pozitivna funkcija.

Kako je od svih presecajué¢ih pravougaonika, R onaj sa najmanjim obimom, za
bilo koje o € [0, 7/2) vazi: obim(R) < obim(R(«)), te odatle imamo:

- w/2
5 obim(R) < /0 obim(R(«))do

Neka je w(«) minimalna Sirina paralelne trake duz pravea « da bi B bilo sadrzano

u odgovarajuc¢em pravougaoniku, odredenom tom Sirinom. Primetimo da vazi:
obim(R(a)) = 2w(a) 4+ 2w(a + 7/2)
Odatle je:
/2 /2 w/2
/ obim(R(a))da / 2w(a)da + / 2uw(a + 7/2)da
0 0 0

Ukoliko u drugom od sabiraka uvedemo smenu a+7/2 = u, dobijamo da je da = du,

a granice smo sveli na opseg od 7/2 do 7. Sledi:

/0 v obim(R(a))da = 2 /0 " w()da
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Nakon sto iskoristimo KoSijevu teoremu koja nam izrazava obim konveksnog tela iz

knjige [8] imamo:
/ w(a)da = obim(B)
0

Iz nejednakosti koje smo do sada izveli sledi:
T w/2 ™
3 obim(R) < / obim(R(«))da = 2/ w(a)da = 2 - obim(B)
0 0
odakle sledi trazena nejednakost. 0

Neka je R* minimalni presecajuéi pravougaonik za S i neka je P* minimalni pre-
secajué¢i mnogougao za S. Iz prethodne leme, sledi da je obim(R*) < %obim(P*).
Medutim, s obzirom da smo problem diskretizovali, nas algoritam ne odreduje pra-
vougaonik R*, ve¢ ga aproksimira jednim od pravougaonika iz m izabranih pravaca
(onim koji ima najmanji obim). Zbog toga moramo da platimo odredenu cenu, a

sledeca lema nam govori i koliku.

Lema 3.2.4 Za svei=0,1,....m—1 vaZi da je obim(R;) < v/20bim(R*). Stavise,
postogi i € {0,1,...,m — 1} tako da je obim(R;) < (1 + €)obim(R*).

Dokaz. Izvodimo dokaz® uz pomo¢ slike 3.6. Neka je 8 minimalna ugaona razlika

\ |

\ |
“ ﬁa :/

R*

Slika 3.6: Greska prouzrokovana diskretizacijom lezi u razlici uglova 8 izmedu ori-
jentacija R i R* [3]

u orijentacijama R; i R*, 0 < f < w/4. Konstruisemo oko R* pravougaonik R

koji ga sadrzi i koji je iste orijentacije kao R;. Svaka stranica novog pravougaonika

9Dokaz ove leme je preuzet iz [3].
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R} moze da se izrazi kao proizvod cos 5 + sin 1 odgovarajuce stranice od R* koju
dodiruje. Odatle sledi:

obim(R;) = (cos 5 + sin () - obim(R*)
Od svih pravougaonika orijentacije c;; najmanji obim ima R; te imamo da je:
obim(R;) < obim(R}) = (cos 3 + sin B) - obim(R*) < v/20bim(R*)

Kako se uzastopni pravci «; razlikuju za najvise 2e postoji ¢ takav da je ugao

izmedu orijentacija od R; i R* najvise €. Za ovo 1 vazi:
obim(R;) < (cos 4 sin 3) - obim(R*) < (1 4 B)obim(R*) < (1 + &)obim(R*)
kao Sto je trazeno. 0

Iz svega ovoga sledi prva teorema ovog odeljka. Za dati pravougaonik R; koji

algoritam vraca kao reSenje, ispunjeno je:

obim(R;) < —(1 + €)obim(P*)

N |

Drugi algoritam

Teorema 3.2.5 Za bilo koje ¢ > 0, (1 + ¢€)-aproksimativni algoritam za nalaZenje
presecajuceg mnogougla najmangeg obima za dati skup n duzi u ravni izvrsava se u
vremenu O(1/e)poly(n) + 200/ ) gde je poly(n) oznaka za polinomsku funkciju

od n.

Ova teorema je drugi vazan rezultat rada [3]. OpiSimo konstrukciju samog algo-
ritma. Mozemo algoritam prirodno podeliti na tri koraka. U prvom koraku treba

da iskoristimo prvi algoritam, za ¢, = ¢ime dobijamo presecajuci pravougaonik

e
2+e?
R ¢ji je obim (1 + &1 )-aproksimacija mitlimalnog presecajuceg pravougaonika za S.
Neka je Q kvadrat ivice 3-obim(R) koji je koncentrican sa R i ¢ije su ivice paralelne
sa ivicama pravougaonika R. Duzina ivice nije izabrana unapred, veé¢ posle ra¢una,
da bi se sve uklopilo.

Drugi korak je da izaberemo k = [48/¢], a potom treba da podelimo Q na mrezu
k x k koju ozna¢imo sa Qs Celija stranice § = 3obim(R)/k. Nakon toga, ideja je da
nabrojimo sve konveksne mrezne poligone sa mreznim ¢vorovima iz Qs i da medu

njima izaberemo presecajué¢i Ps sa najmanjim obimom.
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U trecem koraku ostaje nam da izmedu R i Pjs izaberemo onaj koji ima manji
obim.

Oznac¢imo sa P* presecajuéi mnogougao najmanjeg obima za S koji je na naj-
manjoj udaljenosti od R koje smo izrac¢unali u prvom koraku. Preciznije, od onih
konveksnih mnogouglova koji su egzaktno resenje, uzimamo za P* onaj koji je naj-
blize R, gde je R resenje koje smo dobili primenjujuéi prvi aproksimativni algoritam
u prvom koraku ovog drugog algoritma. Pritom, pod pojmom udaljenosti izmedu
dva kompaktna skupa A i B podrazumevamo min{d(a,b) | a € A,b € B}. AiB se
seku akko je njihova udaljenost 0. Pokazimo ispravnost algoritma. Za dokaz glavne

teoreme, bi¢e nam potrebna naredne dve leme:
Lema 3.2.6 Ako je ispunjeno obim(R) > (1 + €)obim(P*), tada je P* C Q.10

Dokaz. Pretpostavimo najpre da su R i P* disjunktni i razmotrimo dve pot-
porne prave, zajednicke za njih, koje ih dodiruju oba sa jedne strane. Bez gubitka
opstosti, mozemo pretpostaviti da su potporne prave simetricne u odnosu na z-osu.
Bez gubitka opsStosti mozemo pretpostaviti da je Zpae(R) < Zpmae(P*), pri ¢emu
s& Tmar(R) je oznafena najveca x-koordinata tacaka sa R, sli¢no i za .. (P*).

Pratimo sliku 3.7. Sada imamo dva slu¢aja da razmotrimo.

Slika 3.7: Isprekidane linije su spoljasnje zajednicke tangente za R i P*. Podeoci
x-ose odredeni unutrasnjim pojedina¢nim tangentama su redom xg, x; i xo. Veli-
¢ine pojedina¢nih unutrasnjih tangenti koje se nalaze izmedu zajednickih spoljasnjih
tangenti su redom g, y1 1 2. Krajnju levu ne obelezavamo jer nam nije potrebna
za nase nejednakosti. [3]

Slucaj 1: Tymaex(R) < Tyin(P)
Ono §to je vazno da ovde zapazimo jeste da kako su i R i P* presecaju¢i mno-

gouglovi od &, svaka duz iz S ima barem jednu tacku u R i barem jednu tacku u

Dokaz ove leme preuzimamo iz [3].
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P*. Na osnovu konveksnosti svake duzi iz S, bilo koja vertikalna duz izmedu dve
potporne prave, koja ima z-koordinatu koja je najmanje .. (R) i najvise i, (P*)
seCe sve ove duzi, iz Cega sledi da je ona degenerisani presecajuéi pravougaonik ¢iji
je obim njena dvostruka duzina.

P* je pravougaonik najmanjeg obima koji je presecajuci za S i najblizi R. Duz i,
sa slike 3.7 je takode (degenerisani) presecajuéi pravougaonik, te vazi obim(P*) <
2y; (obim degenerisanog pravougaonika je dvostruka duZina te duzi). Sa druge
strane, obim(P*) > 2y, jer je upisano konveksno telo P* ili ova duz ili zatvorena
konveksna linija upisana u ¢etvorougao koji formiraju tangente, y; i 5. 1z toga sledi
da mora da vazi yo > y; jer bi u suprotnom bilo 2yy < 2y; < obim(P*) pa P* ne bi
bio presecaju¢i mnogougao za S najmanjeg obima koji je najblizi R, veé¢ bi to bio
deformisani pravougaonik .

R je (1+ ¢e1)-aproksimacija za presecajuéi pravougaonik od S najmanjeg obima,
te vazi:

obim(R) < (1 +&1)obim(P*) < (14 ¢€1)2p

Ovde smo iskoristimo nejednakost koju smo malopre izveli: obim(P*) < 2y;.
Sa druge strane, ako iskoristimo pretpostavku koja nam je data u lemi, uz ono
Sto je ocigledno ta¢no, a to je obim(R) > 2yo (odakle sledi da je yo < (1 + &1)y1)

imamo da je:

1 —
—obim(R) = Zobim(R) < (1—21)2u

obim(P*) < ] !

Kako je obim(P*) > 2ys, odatle je yo < (1 — &1)y;.
Neka je To = xmax(R> - xmin(R)> Ty = xmzn<73*) - xma:c(R)7 To = xmaw(P*) -

Timin(P*). Jasno je da vazi: z¢ < %obim(R). Na osnovu sli¢nosti trougla je:

n_yi—y o (A+e)y—m

= < =1
T y1—y2  h— (1—e)n

Odatle je x1 < x9 < %obim(P*) < %obim(R).

Neka je R’ najmanji pravougaonik koji ima ose paralelne koordinatnim koji
sadrzi P* i koji je koncentrican sa R. Njegova Sirina je tada najvise zo+2(z1+x2) <
20bim(R), a visina mu je najvise y; < yo < 30bim(R). Kako je (2)? + (1) < 32
pravougaonik R’ sa ivicama paralelnim koordinatnim osama je sadrzan u kvadratu
Q stranice 3obim(R) koji je koncentrican sa R i paralelan sa R (napomenimo da R
ne mora nuzno da ima ivice paralelne koordinatnim osama). Odavde je P* C Q.

Slucaj 2: Zymaz(R) > Tmin(P*). Slucaj je ilustrovan slikom 3.8.
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Ry

Ry

Slika 3.8: ilustrovan slucaj 2 [3]

Stavimo R u najmanji pravougaonik ¢ije su ivice paralelne koordinatnim osama i
oznacimo taj pravougaonik sa R;. Sli¢no uradimo za P* i oznac¢imo taj pravougaonik
sa Ro. Neka nam je £; duza stranica od R; i neka nam je £, duza stranica od R..
Iz uslova ovog slucaja jasno je da se Ry i Ry delimi¢no preklapaju. R je sadrzan
u kvadratu Q' ¢ije su ivice paralelne koordinatnim osama, koji je koncentri¢an sa
R1 (samim tim i sa R) i koji ima stranicu duZine [; + 2l5. Primetimo, kao Sto
smo to i ranije ¢inili, da je I; < lobim(R), kao i da je Iy < fobim(P*), a time
ily < %obim(R). Iz toga je l; + 2ly < gobim(R). Kako je <%>2 + (%)2 < 3%,
kvadrat @’ koji smo ranije pomenuli lezi u kvadratu Q koji ima ose paralelne sa R,
koncentri¢an je sa R i ima duzinu stranice 3obim(R) (primetimo da ovaj kvadrat
ne mora imati ivice paralelne osama, zato smo proveravali da li i iskoSen kvadrat Q'
moze da stane u njega). Odavde, ponovo P* C Q.

Slucaj kada R i P* imaju preseCnih tacaka svodimo na prethodni slucaj istom

konstrukcijom. Ovim je dokaz zavrSen. O

Lema 3.2.7 Neka je P* C Q. Tada postoji konveksni mrezni poligon Ps sa mre-
Znim cvorovima iz Qs tako da je P* C Ps i obim(Ps) < (1 + £)obim(P*)

Dokaz. Dokaz!! prati ilustraciju na slici 3.9. Neka se u skupu V nalaze fe-
mena od P*. Formiramo skup C od celija mreze Qs koji sadrze ¢vorovi iz V.
Dalje, pomoéni skup D ¢ine diskovi ¢iji su centar ¢vorovi iz V', a poluprec¢nik im
je V26 gde je § duzina jedne ¢elije u mrezi Qs i iznosi, kao §to smo se na pocetku
dogovorili, 30bim(R)/k = 30bim(R)/[48/c] < zobim(R). Diskovi su tako iza-
brani da bi u njih stali kvadrati iz C'. Odatle imamo V' C C C D, a takode i

conv(V') C conv(C) C conv(D), gde nam je conv oznaka za konveksni omotac. Nije

HDokaz ove leme je preuzet iz [3].
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tesko primetiti da ako jedno planarno konveksno telo sadrzi drugo, manji je obim
sadrzanog tela. Sledi: obim(conv(V)) < obim(conv(C')) < obim(conv(D)). U skupu
V' su temena konveksnog mnogougla P*, pa je conv(V) = P*. Tvrdimo da moZzemo
za Ps da uzmemo conv(C). Najpre, vidimo da je ispunjeno P* C Ps. Sa druge
strane, obim(Ps) = obim(conv(C)) < obim(conv(D)) = obim(conv(V)) + 2mr =
obim(P*) 4 2mv/26. Neka je R* presecajudéi pravougaonik najmanjeg obima od S.
Na osnovu lema koje smo ranije imali, znamo da je: obim(R) < v/20bim(R*) i
obim(R*) < 2obim(P*). Kada to sastavimo sa § < =obim(R), dobijemo:

2mV28 < 212 - % V2. 1. obim(P*) = ¢ - obim(P*)
m

obim(Py) < obim(P*) + 2mv/26 < obim(P*) + ¢ - obim(P*) = (1 + £)obim(P*)
U

N

Slika 3.9: V (¢vorovi), C (osenceni kvadrati) i D (diskovi) [3]

Prodiskutujmo ukratko slozenost drugog algoritma. Prvi korak se izvSava u
vremenu O(1/e1)poly(n) = O(1/e1)poly(n) gde je sa poly(n) oznacen polinom po
n. Ovo znamo jer prvi korak nije nista drugo do pokretanje prvog algoritma koji
smo opisali u ovom poglavlju. U drugom koraku svaki konveksni mnogougao ¢ija
temena odgovaraju ¢vorovima mreze dimenzija k X k ima O(kg) temena [18, 19].
Takvih mnogouglova ima 20(’“%) i svi se mogu nabrojati jer je dokaz iz rada Barana
i Paha [17] konstruktivan. Racunanje obima za svaki konveksni mnogougao ¢ija su
temena ¢vorovi mreze moze se uraditi u vremenu O(1/¢), a presek sa svakom duzi

se moze na¢i u vremenu O(n/e). Ukupna vremenska slozenost algoritma je stoga
2
O(1/¢)poly(n) + 20(1/=)%)n,
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Glava 4

Polinomski algoritmi za disjunktne

duzi

U ovoj glavi bi¢e opisana dva novija algoritma [9, 10] polinomske sloZenosti za
reSavanje opisanog problema, uz uslov disjunktnosti duzi, ¢ija je slozenost, prema
tvrdnji autora, O(n®), odnosno O(n?). Pojedini delovi algoritma su nazalost vrlo
oskudno opisani, tako da ostaje pitanje njihove korektnosti. U ovoj glavi razma-
tramo opstu strukturu ovih algoritama, diskutujemo pojedine delove koji su nedo-
voljno razjasnjeni i predlazemo nove pristupe u delovima algoritama koji su ostali
nejasni. Napomenimo da su postupci koji su koriS¢eni u ovom radu kao zamena
za nedostajuce ili nedovoljno jasne delove algoritama iz originalnih radova [9, 10]
manje slozenosti od onih koje autori tih radova navode. Otuda, uz dopune predlo-
zene u ovom radu dobijeni algoritmi postaju efikasniji od originalnih. Prema nasem
uverenju, predlozene dopune dobro pokrivaju sve slucajeve koji se mogu javiti, ali

u ovom radu tako nesto ne dokazujemo, ve¢ to ostavljamo za buduéi rad.

4.1 Algoritam sloZenosti O(n°)

U ovom poglavlju razmatramo algoritam opisan u radu Jie i ostalih [9] iz 2017.
godine u kome se razmatra varijanta naseg problema kod koje se pretpostavlja da
su duzi medusobno disjunktne. Strategija koja je koriséena zasniva se na kontrakciji
velikog konveksnog omotaca koji je konstruisan nad svim krajnjim tackama zadatih
duzi u praveu manjeg koji sadrzi samo neophodne duzi. Pokazano je da je algoritam
koji je predstavljen vremenske slozenosti O(n®).

Oznac¢imo reSenje naSeg problema sa P*. To je konveksni mnogougao takav da
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svaku duz iz S ili sadrzi u svojoj unutrasnjosti ili preseca granicom i pritom od
svih mnogouglova koji zadovoljavaju taj uslov, ovaj ima najmanji obim. Neka je €2
konveksni omota¢ nad krajnjim tackama duzi iz S i neka je ¥ donja granica za P*,
tj. konveksni mnogougao koji je sigurno sadrzan u P*. U prvoj fazi algoritma se
iterativnim postupkom kontrakcije mnogougla €2 i Sirenja mnogougla ¥ dolazi do
mnogougla P, koji ima osobinu da su njegova temena na duzima iz S koje sigurno
preseca i granica mnogougla P* u istom redosledu. U drugoj fazi se za taj skup
duzi F C S pronalazi mnogougao P najmanjeg obima takav da njegova granica
preseca ili dodiruje sve duzi iz F u istom redosledu kao i granica od Py. U nastavku
se sekvenca duzi iz F dopunjuje duZzima iz S \ F koje su eventualno ostale izvan
mnogougla P, uz ponavljanje postupka pronalazenja najkraceg puta, ¢ime se dobija

mnogougao P*.

Postupak konstrukcije mnogouglova 2 i ¥

Za konstrukciju konveksnog omotaca (2 krajnjih tacaka duzi iz S mozemo koristiti
poznati Grahamov algoritam skeniranja [14] ¢ija je slozenost O(nlogn). Ono Sto
mozemo da uocimo jeste da nema smisla suzavati ovaj omotac¢ da bi dobili P*, ako

P* nije sadrzan u €. Na sre¢u imamo slede¢u lemu:*

Lema 4.1.1 Q sadrzi P*.

Dokaz. () sadrzi sve duzi u potpunosti. P* sa druge strane, sadrzi barem po jednu
tacku svake od duzi (u unutra$njosti ili na granici). Izaberimo za svaku duz po
jednu njenu tacku na proizvoljan nac¢in. Najmanji konveksni mnogougao koji sadrzi
sve ove tacke ¢e biti upravo njihov konveksni omotac, a on je u celini sarzan u €2, jer
sve ove izabrane tacke pripadaju 2. S obzirom da ovo vaZi za proizvoljno izabrane

tacke, vazice i za P* jer ¢e on biti konveksni omotac za neki odabir tacaka sa duzi. [

Za formiranje ¥ ¢emo morati da se malo namuc¢imo. Najpre, moramo da pode-
limo skup duzi iz S koje imaju barem jednu zajednicku tacku sa granicom od €2 u
tri podskupa: L koji sadrzi duzi koje imaju jednu krajnju tacku na granici od €2,
L1 koji sadrzi duzi koje imaju dve krajnje tacke na granici od €2 i £, koji sadrzi duzi

koje u potpunosti leze na granici od €2. Ove skupove mozemo formirati uporedo sa

Dokaz ove leme je preuzet iz [9].
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formiranjem (). Za formiranje ¥ bi¢e nam potrebne samo duzi iz Ly, dok ¢e nam
duzi iz £, i L4 biti potrebne u narednim fazama algoritma.

U konstruiSemo kao konveksni omotac¢ nad krajnjim tackama duzi iz Ly koje su
u unutrasnjosti Q2. Ako u Ly imamo manje od dve duzi, ne bavimo se konstrukcijom
¥ i jedina operacija koju primenjujemo je kontrakcija. U suprotnom nam ostaje

da iz ¥ izbacimo ona temena za koje vazi da duzi koje im odgovaraju imaju deo u

unutrasnjosti ¥. Recimo, na slici 4.1 je to duz [5.

m =" 71‘;"—" NP

= Je
’/'\ll' l(, ”
/ R

l"-._} —

Slika 4.1: Primer konstrukcije mnogougla ¥ (oznacen crvenom bojom) za dati skup
duzi S [9]

Ovako konstruisan mnogougao ¥ sigurno ¢e biti sadrzan u P*, o ¢emu govori

slede¢a lema.?
Lema 4.1.2 P* sadrzi V.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka P* ne sadrzi ¥. U tom slucaju postoji
duz iz Ly koja sa P* ima prazan presek, Sto je kontradikcija sa tim da je P* reSenje

opisanog problema. O

Prva faza algoritma

Tezina problema koji razmatramo u ovom radu lezi u tome $to ne znamo na
kojim duzima se nalaze temena kao ni njihov redosled u konveksnom mnogouglu
najmanjeg obima. Cilj nam je da u narednim koracima postupno odredimo tu

sekvencu duzi. Krenimo najpre od sledeée leme.?

Lema 4.1.3 Granica od P* mora da presece duzi u Ly ¢ije su krajnje tacke temena
od V.

20va lema nije formulisana ni dokazana u radu [9], ve¢ je originalni doprinos autora ovog rada.
3Dokaz ove leme je preuzet iz [9], uz izvesna preciziranja i korekcije.
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Dokaz. P* mora da sadrzi u sebi duzi iz § ili da ih seCe svojom granicom. Duzi iz
Ly koje su izabrane zbog ¥ su podskup od S $to znaci da i njih P* mora da sadrzi u
unutradnjosti ili da ih sece granicom. Kada bi ih sadrzao, granica od P* bi morala da
se see sa granicom od (2 ili bi krajnje tacke duzi iz £, koje ne pripadaju ¥ morale da
budu temena P*. Prvi slu¢aj nije moguc¢ jer ) sadrzi P*. U drugom sluc¢aju bismo
mogli da pomeranjem krajnje tacke proizvoljne duzi iz Ly, koja je teme mnogougla
P*, ka drugoj krajnjoj tacki, dobijemo konveksni mnogougao manjeg obima koji

preseca S $to je kontradikcija sa tim da je P* reSenje problema. O

Ideja narednih koraka je da razmatrajuéi duzi iz Ly i £, proSirimo dobijenu se-
kvencu duzi dodatnim duzima za koje smo sigurni da ih granica od P* preseca. Ovo
radimo tako sto pronalazimo konveksni mnogougao Py koji je rezultat iterativnog
postupka suzavanja mnogougla 2 i Sirenja mnogougla ¥. Ovaj mnogougao ¢e imati
osobinu da njegova temena leze na duzima iz S koje granica od P* sigurno pre-
seca i to u istom redosledu kao i granica od Py. U nastavku opisujemo postupak
konstrukcije mnogougla Py.

Kao sto je vec¢ rec¢eno, prilikom konstrukcije mnogougla Py u obzir uzmamo duzi
iz Lo 1 Ly. Duzi iz £y ostaju na granici od €2 tokom c¢itavog iterativnog postupka
i njih ne uzimamo u obzir u ovom razmatranju. Iako smo sve vreme govorili da
sirimo ¥ u cilju dobijanja Py, to je samo iz tog razloga da bi znali kako da suzimo
Q. Kada u € vise ne mozemo da pomerimo nijedno teme, taj konveksni mnogougao
je Po. Na njegovog granici, ocigledno i dalje leze duzi iz L. Sto se tice duzi koje
nemaju nijednu zajednicku tacku sa granicom od €2, koracima koji slede tezimo da
te duzi zadrzimo novoformiranim 2, tj. ideja je da suzimo koliko god mozemo 2,
ali da u tom procesu ne ispustimo nijednu duz iz S.

U j-toj iteraciji algoritma imamo tekuci spoljni mnogougao €2; i tekuci unutrasnji
mnogougao W;. Pritom, Qp = Qi1 ¥y = W. Za svako teme P, na granici od §2;
oznacimo njegovog prethodnika sa P;_1, a njegovog sledbenika sa P; ;. Posmatrajmo
duz P,_1 P, i gledamo kakav ona ima polozaj u odnosu na tekuce V;. Imamo tri

mogucénosti:

e 1P ne preseca W, i pritom vazi da ako pomerimo P; da bude u presecnoj
tacki P;_1 P;y1 i duzi koja sadrzi P; ne¢emo ispustiti nijednu duz - u tom slucaju
pomerimo P; u tu odgovarajucu presecnu tacku i time smo suzili ;, a ¥,

nam je nepromenjeno ;.
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o 1P sece V; i pritom vazi da ako P; pomerimo u taj presek ne ispustamo
nijednu duz - suzavamo §); tako §to pomerimo granicu izmedu FP;_; i Py na
odgovarajucu granicu od ¥;. Sli¢cno kao u prethodnom slucaju, ¥;;; nam je
jednako V.

e treci slucaj je bilo koji od ova dva prethodna koja smo naveli, osim $to ne vazi
uslov da ne ispustamo duzi. Sa ovim se borimo tako Sto formiramo konveksni
omotac koji sadrzi sva temena mnogougla ¥; i krajeve ovih duZi i dobijeni
omotac¢ nazovemo ¥;,;. Sada naprosto suzimo §2; tako $to za granicu od (2;

izmedu P;_; i P;y; uzmemo odgovarajucu granicu na W;,;.

Slika 4.2: Primer kontrakcije

Na slici 4.2 nastaje slucaj tri koji je opisan iznad. Ako bismo umesto p; uzmeli
preseénu tacku pops sa L1, iz konveksnog omotaca bi bili iskljuceni I, g, lg, l1g.
Zbog toga unutrasnji mnogougao ¥; prosirujemo tako da sadrzi i ove duzi (to je
sada W;1), a onda §2; suzavamo na granicu sa ¥, i tako dobijamo ;4.

Kada dalje kontrakcije nisu moguce, prva faza algoritma je zavrSena. Nazovimo
dobijeni mnogougao Py. Sva temena mnogougla Py pripadace nekim duzima iz S.
Radi lakseg daljeg razmatranja, neka je sa F oznacCen skup duzi iz S koje sadrze

temena mnogougla Py.

Lema 4.1.4 VaZe sledeca svojstva:
o Sve duzi iz F su presecene granicom mnogougla P*.
o Redosled presecanja duzi iz F od strane granice od P* je isti kao i kod Py.
o Vremenska sloZenost procesa kontrakcije je najvise O(n?), gde je n broj duZi u

skupu S.
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Dokaz. Tvrdenja koja smo naveli dokazujemo?* redom.

e Pretpostavimo da postoji neka duz iz skupa F koja nije poseéena granicom
mnogougla P*. Da bi mnogougao P* zaista bio reSenje posmatranog problema,
on mora da sadrzi u svojoj unutrasnjosti tu duz. Zbog nacina na koji je Py
konstruisan, on nije mogao da ispusti nijednu duz. Prema tome, Py ili sadrzi
u svojoj unutrasnjosti posmatranu duz ili je sece granicom. Medutim, kako je
ta duz iz skupa F, znamo da je nemoguce da bude sadrzana u Py. Odatle sledi
da se granica od Py i granica od P* seku, Sto nam dalje dozvoljava da granicu
od P* na tom delu izvan Py svedemo na granicu od Py. Time smanjujemo

obim od P* §to je kontradikcija sa tim da je P* trazeno reSenje problema.

e Py i P* su oba konstruisani suzavanjem §2. Pritom duzi su disjunktne. Iz
prethodnog dela leme sledi da je redosled preseka duzi iz F sa granicama

mnogouglova Py i P* isti.

e Najgori sluc¢aj u procesu kontrakcije je kada ne mozemo da prosirimo ¥ koji
je na pocetku tacka i ostaje tacka, a €2 koji je veliki treba da skupimo do
tacke. Na slici 4.3 vidimo kako taj primer izgleda. Slucaj koji ¢e se ovde
stalno ponavljati odgovara onome koji je opisan kao prvi u malopredasnjem
razmatranju. Necemo nikad da imamo presek sa tackom jer naprosto imamo
takvu konstrukciju. P,_1P;;1 ne se¢e ¥ ni u jednom koraku, te je ovo onaj
slucaj kada pomeramo P; u presek te duzi i one duzi koja sadrzi P;. Dakle,
mi se sporo kre¢emo ka sredistu, odnosno ka ¥ (koji je ujedno i nas cilj P*)
pomerajuéi P;. U svakom procesu kontrakcije smanjujemo precnik cos(27/n)
puta. Posle n? kontrakcija, precnik je |I| x (cos(2r/n))"*. Ako razmatramo
ovaj izraz kao funkciju po n i pustimo da n tezi ka beskonacnosti, razvijanjem
ove funkcije u red, dobi¢emo da nam je pre¢nik krajnjeg produkta (u besko-

nacnosti) 3.9 x 107 §to je i vise nego zadovoljavajuce. Il

Druga faza algoritma

U drugoj fazi algoritma se najpre za dati skup duzi F koje odreduju temena

mnogougla P, pronalazi najkrac¢i zatvoreni put koji preseca sve duzi iz F u istom

4Dokaz u nastavku je preuzet iz [9].
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Slika 4.3: Najgori slucaj kontrakcije [9]

redosledu kao i granica od Py (ovaj postupak ¢e kasnije biti diskutovan detaljnije).
Nakon sto odredimo najkracéi zatvoren put kroz duzi iz F u fiksiranom redosledu
koji smo dobili, moze da se desi da neke duzi iz S budu ispustene zbog ¢injenice da

sada ne pretpostavljamo da duzi iz £5 uzimamo u celosti.

Slika 4.4: Py (oznacen plavom is-
prekidanom linijom i segmentima Slika 4.5: Zatvoren put najmanje
liy 1l [9] duzine kroz duzi iz F [9)

Redosled u kome su duzi iz F posec¢ene od strane P* je fiksiran (na slici 4.4
to su duz Iy, 17, ls, I3, 14, l11, l6, 10, Lo, [1) te ostaje samo da odredimo redosled duzi
koje su ispustene. Prvo treba utvrditi koje su to duzi koje sadrze temena koja su
odgovorna za to sto su one ispustene. Dalje, jednu po jednu, ubacujemo izmedu duzi
koje sadrze ta temena, pazec¢i pritom da nam se ne naprave zaokreti na desno, jer
onda imamo samopresecanje. Kada duz ispravno ubacimo na njeno mesto, ponovo
ra¢unamo zatvoren najkraci put kroz duzi koje su ranije bile prisutne u sra¢unatom
poretku ali i kroz nju. Pretpostavimo da imamo m duzi, ry, rs,..., 7, koje treba da
ubacimo izmedu dve duzi £ i £5. Onda, za prvu racunamo najkracéi put jedanput,
za drugu imamo dve mogucénosti, da je izmedu £y i ry ili izmedu rq i Lo, za trec¢u
imamo tri mogucénosti, izmedu L1 i 71, 71 1 ro ili izmedu ro 1 Lo, itd. Ukupno, ovaj
postupak se ponavlja 1 + 2 + 3 + ... + m = m(m — 1)/2 puta. Kako je m < n,

postupak pronalazenja najkrac¢eg puta koji posecuje skup duzi u datom redosledu
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se ponavlja O(n?) puta. Autori rada [9] su za pronalazenje najkraceg puta koristili
algoritam opisan u radu [15], ¢ija je sloZenost, po navodima autora, O(n?).> Otuda

je sloZenost celog postupka O(n?).

(a) (b)

Slika 4.6: Zaokreti na desno, rezultat ubacivanja duzi [ na pogresno mesto [9]

U ovom radu, umesto postupka opisanog u radu [15], za pronalazenje najkraceg
puta koji posecuje dati skup duzi u datom redosledu predlazemo drugaciji pristup,
osmisljen po uzoru na algoritam koji su opisali Rapaport i Hasanzadeh [1], a koji je
jedan od originalnih doprinosa ovog rada. Na slici 4.7 vidimo ciklus mnogouglova
konstruisan na osnovu duzi koje su nam date i njihovog redosleda koji je fiksiran
(duzi oznacene sivom bojom). Neka je redosled duzi u sekvenci AB, EF, GH,
1J, KL, CD. Razmatramo svake tri uzastopne duzi. Ukoliko su one takve da su
krajnje tacke sredisnje od njih uzastopna temena konveksnog mnogougla formiranog
nad krajnjim tackama tri posmatrane duzi, to je znak da na toj duzi treba da
napravimo ,uvrtanje”. U suprotnom ih spojimo na uobic¢ajen, intuitivan nacin.
Nakon sto smo konstruisali izvodljiv ciklus potrebno je da ga rasecemo po nekoj
njegovoj ivici, a potom da ga ispravimo koristeé¢i refleksije, translacije i rotacije.
Detaljno objasnjenje ovog postupka, kao i pronalazenja najkrac¢eg zatvorenog puta
kroz ciklus mnogouglova, moze se naéi u [1], kao i u glavi 2 ovog rada. SloZenost
ovog postupka je O(n logn), ¢ime se redukuje ukupna slozenost ¢itavog algoritma, sa
O(n®) na O(n?logn). Sa slike 4.7 mozemo da primetimo da duz C'D nije umetnuta
na pravo mesto i da zato imamo samopresecanja na nasem najkra¢em putu.

Ostaje otvoreno pitanje da li opisani postupak pokriva sve moguce slucajeve
razli¢itih polozaja duzi u ravni. Konkretno, postavlja se pitanje da li se postupak

na istovetan nac¢in moze primeniti u slu¢aju postojanja problemati¢nih ivi¢nih duzi

®Na 7alost, rad [15] u kome je opisan algoritam za pronalaZenje najkradeg puta koji posecuje
dati skup duzi u datom redosledu na koji se autori rada [9] pozivaju nije bio dostupan autoru ovog
teksta. Otuda, nismo u moguénosti da postupak rekonstruiSemo u potpunosti, niti mozemo da
budemo sigurni u korektnost algoritma, kao ni u deklarisanu asimptotsku slozenost.
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i, ako je odgovor negativan, da li je postupak moguce prosiriti tako da pokriva i
takve slucajeve, a da slozenost ostane polinomska. Ova pitanja ostavljamo za dalji

rad.

Slika 4.7: Formiranje ciklusa mnogouglova kroz koji trazimo najkrac¢i put

4.2 Algoritam sloZenosti O(n?)

U radu [10], koji se nadovezuje na prethodno opisani rad, postoji teznja da se
proces kontrakcije i proces racunanja najkrac¢eg puta nekako objedine. Takode se
polazi od konveksnog omotaca svih krajnjih tacaka duzi i razmatraju se razni slu-
¢ajevi. Autori su naveli da se za reSavanje pojedinih slucajeva koristi algoritam
gumice (engl. rubberband algorithm) detaljno izloZen u radu [11]. Ovaj algoritam
za dve tacke nekog (ne obavezno konveksnog) mnogougla pronalazi najkraéi put
izmedu njih koji lezi unutar tog mnogougla. Medutim, u radu [10] nedostaje obja-
Snjenje na koji nacin je algoritam gumice primenjen u pojedinim slucajevima. Zato
u ovom poglavlju, uz opis samog algoritma i pojedina¢nih sluc¢ajeva koji se u njemu
razmatraju dajemo i predlog kako bi algoritam gumice [11] mogao da se primeni u
svakom od slucajeva.

Kao i ranije, najpre konstruisemo konveksni omotac¢ 2 koji sadrzi sve krajnje
tacke iz S. Nakon $to smo konstruisali konveksni omotac¢ svih krajnjih tacaka, obi-
lazimo temena tog konveksnog omotaca u smeru suprotnom skazaljke na satu (ili u

smeru skazaljke na satu, svejedno je). Za svako teme P;_; posmatramo dva naredna
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(neka su to P; i Piyq) i trougao P;_1P;P;yq, pri ¢emu pokuSavamo da smanjimo put
od P, do P;y1 a da on i dalje ostane konveksan i da nam se pri tome ne desi da
ispustimo neku duz. Nekad moze da se dogodi da je duz P,_; P, reSenje. Problem

¢emo resiti razmatranjem nekoliko razli¢itih slucajeva.

I8

Slika 4.8: Deo konveksnog mnogougla na kome nastaje slucaj 1

Slucaj 1: Ne postoje duzi koje nisu u potpunosti u trouglu P, PP, a da
pritom seku stranice P;_1 P; ili P;P; ;. To znaci da duzi mogu ili u celini biti sadrzane
u trouglu P;_; P, P, 1, ili presecati njegovu stranicu P;_; P, ;. Pritom, primetimo da
duzi koje seku P;_1P;;1 ne treba posebno razmatrati, jer ¢e one imati neprazan
presek sa mnogouglom c¢ak i ako odsec¢emo ceo trougao P, 1P;F;; 1. Mozemo da
imamo vrlo jednostavan primer, kao $to je to onaj na slici 4.8, koji su i autori
originalnog rada [10] iskoristili, ali na ovakvom primeru ne moZze mnogo toga da
se zaklju¢i, osim $to je intuitivno jasno kako bi mnogougao unutar koga trazimo
najkraéi put od tacke C' (koja ovde ima ulogu P;_;) do tactke A (koja ovde ima
ulogu P, 1) trebalo da izgleda. Na slici 4.8 je to isprekidani crveni mnogougao. Ovaj
mnogougao nazovimo dopustivi mnogougao. Sada je potrebno upotrebiti algoritam
iz [11], koji za dve date tacke (u nasem sluc¢aju A i C') nekog prostog mnogougla
odreduje najkraci put izmedu njih koji lezi unutar pomenutog mnogougla. S obzirom
da je u radu [10] ostalo nerazjasnjeno na koji nacin se formira dopustivi mnogougao,
u ovom i narednim slucajevima nas glavni zadatak ¢e biti upravo da osmislimo
postupak za formiranje ovog mnogougla, sto ¢e biti jedan od glavnih doprinosa ovog
rada. U sluc¢aju 1 to mozemo uciniti na sledeé¢i nacin. Razmatrajmo situaciju koja
je prikazana na slici 4.9.

Iz primera sa slike 4.9, izmedu ostalog, mozemo zakljuc¢iti da gornja granica

dopustivog mnogougla sigurno ne ide iznad gornje granice konveksnog omotaca koji
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Slika 4.9: Deo konveksnog mnogougla na kome nastaje slucaj 1

je formiran od krajnjih tacaka duzi koje su unutar trougla ABC', kao i tacaka A i C.
Dakle, gornja granica dopustivog mnogougla ¢e se poklapati sa gornjom granicom
ovog konveksnog omotaca. Ukoliko je neka duz u celosti deo granice ovog omotaca,
tada je potrebno da u njoj dode do ,uvrtanja”’ kako bismo naterali put da prode
kroz tu duz. To ,uvrtanje”’ resavamo tako Sto razmotamo mnogougao refleksijama,
rotacijama i translacijama, na nac¢in na koji je to opisano u glavi 2. ,Uvrtanja”
se desavaju na duzima koje su potpuno u trouglu ABC' i koje su deo gornjeg dela
granice konveksnog omotaca krajnjih tacaka duzi koje su unutar trougla ABC' (na
slici 4.9 je to duz K'L). Donja granica dopustivog mnogougla konstruise se tako $to
za svaku duz odredimo krajnju tacku koja je bliza AC' i te tacke spojimo redom
na putu od A do C. Pritom, ako naidemo na duz koja cela lezi na gornjoj granici
formiranog mnogougla, tu napravimo uvrtanje. Na slici 4.9 uvrtanje se deSava na
duzi KL, H spajamo sa L, a K sa N, gde su H i N tacke sa donje granice koje su
najblize sa K L. Ovaj pristup deluje kao ispravno resenje. Medutim, pretpostavimo
da imamo jos jednu duz u proizvoljnom polozaju, na primer, barem jo$ jednu u
¢etvorouglu K LM N. Put moze da prode ispod nje i da je promas$i. Posmatrajmo
primer na slici 4.10.

Prestrogo bi bilo zahtevati za neku duz da put ide iznad nje, ili da je pogodi bas u
nekoj krajnjoj tacki. Na nacin koji je odabran na slici 4.10 dajemo moguénost putu
da prode iznad nje, ali i da je pogodi u bilo kojoj tacki. Ono $to je sigurno, za ovakav

nacin konstrukcije, je da nijedna duz nece biti ispuStena, a put biramo dovoljno
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J2

Slika 4.10: Deo konveksnog mnogougla na kome nastaje slucaj 1

fleksibilno. Zelenom linijom je opisana donja granica dopustivog mnogougla. Na
ovako formirani dopustivi mnogougao primenjujemo algoritam gumice za nalazenje
najkraceg puta od A do C. Zelenu liniju konstruiSsemo tako Sto najpre formiramo
konveksni omotac¢ tacaka A i C' i krajnjih tacaka duzi koje su u trouglu ABC, a
koje su blize AC', a potom izvr§imo ,,uvrtanja” na mestima gde je to potrebno.

S obzirom na to da je gornja granica dopustivog mnogougla konveksna i put
je konveksan. Zaista, pretpostavimo suprotno, da nam dobijeni put sadrzi neku
konkavnu uvalu. S obzirom na konveksnost gornje granice dopustivog mnogougla,
imali bismo prostora da spojimo dva temena susedna sa vrhom uvale duzi, koja je i
dalje u mnogouglu. Dobili bismo krac¢i put $to je kontradikcija sa pretpostavkom da
je put koji smo izrac¢unali najkraé¢i. Ostaje jos da razmotrimo sloZenost izvodenja
opisanog postupka. Ono Sto mi radimo je pronalazenje najkrac¢eg puta od tacke A do
tacke C' koji je sadrzan u dobijenom mnogouglu. Ovo, na osnovu rezultata iz rada

[11] mozemo uraditi u vremenu O(nlogn).b

Takode, napomenimo da je slozenost
formiranja dopustivog mnogougla O(nlogn) na osnovu [14].

Slucaj 2: Postoje neke duzi koje nisu potpuno unutar trougla ABC', veé¢ seku
njegove spoljne ivice AB i BC' ili se sa njima preklapaju. Autori rada naveli su da
se moze primeniti isti princip kao ranije, te stoga nastavljamo u tom pravcu. Na
slici 4.11 imamo sluc¢ajeve kada su nam presecene stranice trougla ABC, dok na slici

4.12 imamo slucaj kada nam se jedna duz (BC') poklapa sa stranicom trougla. Za

6 Autori rada u kome je algoritam originalno prikazan [10] su na ovom mestu racunali O(n?),
ali nije jasno zbog Cega.
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gornju granicu dopustivog mnogougla se uzima gornja granica konveksnog omotaca
krajnjih tacaka duzi koje seku stranice AB i BC' i tacaka A i C'. Za donju granicu
dopustivog mnogougla se uzima gornja granica konveksnog omotaca krajnjih tacaka
duzi koje seku AB i BC koje su blize AC, kao i tacaka A i C. Ako su krajnje
tacke neke duzi podjednako udaljene od AC uzimamo ih obe. Na mestima gde je to
potrebno pravimo ,uvrtanja”. U slucaju da nam je jedna od duZi stranica trougla
ABC, na primer BC (slika 4.12), pronalazimo put AEC kao najkraci (duz BC' ¢e se

dalje tretirati u nekoj narednoj iteraciji kao sluc¢aj 4 koji ¢e kasnije biti objasnjen).

Slika 4.12: Deo konveksnog mnogougla na kome nastaje slucaj 2

Sluc¢aj 3: Ovaj slucaj je prelak i zato za njega ne navodimo sliku. To je slucaj
gde u trouglu ABC' nema nijedne duzi koja je potpuno u njegovoj unutrasnjosti i
gde nemamo nijednu duz koja mu sece ili dodiruje spoljne ivice AB i BC. Jasno je
da tada mozemo da iskoristimo duz AC umesto puta koji se sastoji od AB i BC.

Sluc¢aj 4: Postoji duz koja je vani, na nacin na koji vidimo na slici 4.13. Formi-
ramo konveksni omota¢ od krajnjih tacaka te duzi i tacaka A i C' i njegovu gornju
granicu uzimamo za gornju granicu dopustivog mnogougla. Donju granicu dopusti-

vog mnogougla konstruisemo tako $to napravimo ,uvrtanje” na posmatranoj duzi
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van mnogougla (konkretno, na slici 4.13 A spojimo sa B, a C' sa D). Ovim omogu-

¢avamo da se put odbije od duzi BD, tj. da na duzi BD imamo reflektujuce teme.

Slika 4.13: Deo konveksnog mnogougla na kome nastaje slucaj 4

Gore opisani postupak funkcioniSe pod pretpostavkom da su tacke P;,_;, P; i
P, takve da mogu da formiraju trougao. U slucaju da ne mogu, treba fiksirati
tacku P;_; 1 traziti P, tako da moze da se formira trougao. Ako obidemo ceo
krug, a nismo nasli tu tacku, to je indikator da su sve duzi kolinearne i posto su
disjunktne, nema nam druge nego da ih sve spojimo pravom, birajuc¢i one krajnje
tacke na prvoj i poslednjoj duzi koje nam daju najkra¢u duzinu duzi. U suprotnom,
kolinearne duzi spajamo na ovaj nacin, a potom se bavimo tackom koju smo nasli.
Proces trazenja traje najvise O(n).

Primetimo da smo u svim opisanim sluc¢ajevima umesto algoritma gumice mogli
da za trazenje najkraceg puta kroz dopustivi mnogougao primenimo i postupak opi-
san u glavi o eksponencijalnom algoritmu, jer je problem sasvim sli¢an (ako fiksiramo
tacke A i C, onda je malo jednostavniji, jer ne moramo da biramo ,odgovarajuce
tacke”).

Ponavljanjem ovih procesa, kroz kruzenje oko mnogougla, u onom trenutku kada
viSe ne mozemo nista da pomerimo dobija se trazeni mnogougao najmanjeg obima
P*. Dokaz ove ¢injenice ostavljamo kao pravac buduéeg rada.” Ostaje jos da odre-
dimo slozenost ovog postupka. Kao Sto je objasnjeno u prethodnom poglavlju,
najgori slucaj je da ogroman konveksni omotac treba skupiti u tacku, a vremenska
slozenost potrebna da se postigne odgovarajuca preciznost je O(n?). Ukupna slo-

zenost algoritma je stoga O(n®logn). SloZenost navedena u radu [10] je O(n?), ali

"U radu koji opisuje algoritam slozenosti O(n*) [10] dokaz korektnosti je prilicno diskutabilan
i prepisan je iz prethodnog rada gde je opisan algoritam slozenosti O(n°) [9]. U tom dokazu nisu
uzete u obzir izmene koje su se dogodile u konstruisanju novog algoritma. Takode iz tog dokaza
se moze zakljuciti da je slozenost samog algoritma O(n®), a ne O(n*) kako autori tvrde.
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to je posledica toga sto su oni racunali da je slozenost svakog pojedinacnog slucaja

O(n?).

Slika 4.14: Primer iz rada [10]
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Glava 5

Zakljucak

U ovom radu razmatran je problem pronalazenja konveksnog mmnogougla naj-
manjeg obima koji ima neprazan presek sa svakom od duzi iz datog skupa. Rad
daje pregled nekoliko postojeé¢ih algoritama, Sto egzaktnih, Sto aproksimativnih. I
dalje nije poznato da li je u op$tem slu¢aju moguce resiti dati problem u polinom-
skom vremenu. U ovom radu razmatrani su aproksimativni pristupi zasnovani na
minimalnom razapinju¢em krugu, aproksimaciji trazenog mnogougla pravougaoni-
kom, kao i mnogouglom ¢ija su temena ¢vorovi kvadratne mreze. Kada su u pitanju
egzaktni algoritmi, u radu je prikazan algoritam predloZen od strane Rapaporta i
Hasanzadeha [1, 2|, koji je u najve¢oj meri i implementiran u toku rada na ovoj
tezi.

U poslednjih nekoliko godina, pojavili su se radovi sa algoritmima polinomske
slozenosti koji su primenljivi na slucaj disjunktnih duzi. Ti radovi pripadaju istim
autorima. Medutim, problem sa njima je taj Sto, nazalost, nisu dovoljno jasno i
precizno opisani, a nedostaje i prototipska implementacija. Kao svoj doprinos dali
smo predlog kako bi mogli da se realizuju neki nejasni koraci. Pravac za dalji rad je
implementacija i evaluacija nasih dopuna zajedno sa kompletnim algoritmom, kao i

dokaz korektnosti.
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