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1. ¥YBona

Urpe naprOCTH TIpecTaB/bajy Urpe 3a JBa Urpada HAa KOHATHOM yCMEPEHOM
TexkuHCKOM rpady. CBAKOM 4BOPY ce Jiojiesbyje 1eJI00pOojHa TesKUHA (IPUOPHUTET).
Urpa ce Tako mTO Urpadn y CBAKOM IIOTE3Y ITOMEPajy »KETOH OJI IBOpa 0 IBOPA
rpada.Tokom Seckonaune urpe HeKr 9YBOpoBu he duru mocehenu Bure myTa. AKo
je HajBeha TexXKWHA CBUX IBOPOBA KPO3 KOje Ce MpOoJIa3n DECKOHATHO IIyTa y TOKY
(beckonaune) napruje napaH O0poj, OHJA je MODEeJHUK NPBU UIPad, a uHaJe je
IMOOEIHUK JIPYTU UTpad.

PemraBame urapa napaoctu npejcraBiba oJpehuBame KOju O JIBa UT'PAta UMa,
noOeIHUIKY cTparerujy (HU3 MOTe3a KOJU HheMy OCUTypaBajy Hmodeiy) y OIHOCY
Ha JaTy CTapTHY mo3unujy. /lokazano je ja je pernraBarme urapa eKBUBAJEHTHO
[IPOBEPU MOJIEJIa Y MOJAJIHOM [i-PAdyHy, I1a 300I' TOra Urpe MapHOCTU MOTY
NMaTH IIPUMEHE Y I0Jby ayToMaTcKe Bepudukaimje codpTBepa n Xapasepa. 3a
IbUXOBO PelllaBame jOIl yYBeK HHuje IMpoHaheH ajropuTaM MOJUHOMCKE CJI0KEHOCTH
U CAMHM THUM OHE IIPEJICTaB/hajy BeOMa M3a30BaH U BaKaH IIPOOJIEM Yy TEOPHjCKOM
padyHapCTBY.

Yopzanum paspojem cBe Oosbux SAT pemaBada, Kao u cBe MONHUjUX
padyHapa, MHOTH ITPOOJIEMI BHCOKE KOMILITEKCHOCTH MOTY Ha 33/0BOJbaBajyhu
Ha4YMH Ja ce pelne TeXHUKoM cBohema Ha SAT, mTo BaxKu u 3a 0Baj IPOOJIEM.
[wb oBOr pajia je 1a ce pa3Bhje CUCTEM 3a pelllaBaibe urapa IMapHOCTHA CBOhemeM
nHa SAT npodiem. buhe amanusumpana BpeMeHCKa M IIPOCTOPHA CJIOXKEHOCT
IIOCTYIIKa pelnaBama. PaJi cajp:Ku U Iperyies] urapa HapHOCTA W ItocTojehmx
cTparernja 3a BUXOBO pelraBame. CTpareruje 3a pelraBaibe urapa HapHOCTH CY
UMILJIEMEHTHPaHe y mporpaMckoM je3uky C++ Koju je y cTamby Jia IOTNOJHO OITHIIe
1 e(PUKACHO PEeI Taj IIPOOIEM.

OgBaj paj ce y IperJieIHUM JIeJIOBIMa OCJIarba Ha mocrojehe mpersese urapa

napuocru [47], mogannor p-padyua [36], u cBohemwa urapa napuoctu va SAT [16].



2. HWrpe nmapHocTu

Urpe mapHocTH npBH IyT Cy HOMEHYTe MOYeTKOM 70-UX roJuHa MPOILIOT
Beka y pajy Crusena Kosa (enr. Steven Cole) [6], 10K ekcriansujy J0KUBIbABA]Y
y apyroj nosoBunu 90-ux roguHa npe csera pajgom Mapruna Jyprusckor (eHr.
Marcin Jurdziniski). Ilpe Hero mro modHeMo ca Jyd/bOM aHAIM30M Urapa MapHOCTH,
KOja TpeTxon muxoBoM cBohemy Ha SAT mpodsem, nmpeo hemo y 0BOM MorJiaB/by
IIpeJICTABUTU OCHOBHE MH(OpPMaIFje Be3aHe 3a Urpe: MiTa Cy OHe, KAKO je Urpajy,
Kako ce ozapehyje modbesHNK, Koje Cy cTpaTeruje 3a urpade, Kao M KOja je CJI02KEHOCT

IbUXOBOI' pelllaBakba.

2.1 OcHoBe

Hedunnnuja 2.1.1. (Crangapasa urpa napaoctn). CraHgapHe Urpe mapHOCTH
cactoje ce og yemepenot paga G = (V, E), 1ge je V cxyt usoposa, Koju ce cactioju
0g gea uogckyta Vo u Vi, a EC V X V ckyu ipana v pyrrxyuje Gpuoputietia o :
V — N\ 0 xoja gogenyje epegnoctiu Gpuoputielia ceaxom weopy. Taxsy uipy
osnauasamo ca G = (V, E, «). Hipy uipajy gea uipaua, Py xome Gputaga Gogekyt
yeoposa Vy, u P, xome uputaga togcekyt weoposa V. Ilpetitoctiaska je ga ceaxu
YBOP MOPA GG UM OGP JegHYy UBNA3IHY TPAHY.

Hipa ce waxo wiio uipauy Gomepajy sHcetior 0g “680pa go “6opa Ipagda
aoueswu og ueopa vy € V. Hipaw xwome Uputaga 46op vy 3aTGovurbe uipy u oupa
JEgHY 0g U3AG3HUT Tpana (Vg, V1) WOT 460pa U UOMEPA HCEWOH §O HE0pd Vj.
Hipy Go uctom Upunyuty Hactlias./ba Uipay Kome upuiaga weop vi. Hipavwu 1e
MOPaJY HYAHCHO ga usadepy uctiy ipany Yy uctiom weopy. Mipajyhu uipy uipavwu
KOHCTpyuwy beckonawny uapliufy (Gymary) m = v, V1, Vs,... 1ge je a(vy),
a(vr), a(vy),... nus Gpuoputietia ogiosapajyiiux weoposa, a Inf(m) je cxyu {v €
V' | v ce uojasnwyje beckonauno mmoto tywma y 7 }. Iobegnura y uipu ogpehyje
najeehu tpuoputiel Yy ckyty upuopuliea wj. mar{a(v) [ v € Inf(m)}): axo je

on aapan, wodehyje Py, y cyapotinom todehyje Py. [lobegnura ananotno mooice



0gPeqUILL U HAJMAIbYU TPUOPUTET, Y KoM cayuajy uipayw Py twobehyje axo je

min{a(v) | v € Inf(rw)}) aapan, gox y cyapotwurnom tobdbehyje uipay P;.

Crantap/iHa Urpa MapHOCTH
Yaa3: urpa mapuoctun G = (V, E, a) u uBop v € V.

Hsznas: na mu urpaa Py uma 1modeJHUYKY cTpaTerujy m3 vy g.

Ocraje na geduHUIIEMO jOII HEKOJIMKO IapaMerapa M TepMUHa Koje hiemMo
kopuctutu. 3a urpy G = (V, E, ) xoucranre n, m i d nedunuriemo na ciejehn
HAYMH:

e n = |V| 6poj uBoposa y rpady G
e m = |E| 6poj rpana y rpady G
e d = |a(V)| Opoj paznuuauTHx npEopuTeTa y Urpu G

CaVP ={v eV |a(v)=p} oznagaBamo ce uBopose npuopurera p. Candno,
ca V=P o3zHagaBaMoO CKyII 9BOPOBa IPUOPHUTETa 6ap p, a ca V=P cKyIl 4BOpoBa
PUOPHUTETA HAJBUIIE P.

QyHKINjy TPUIAITHOCTH YBOpa v € V jgedunuiiemMo ca:

0 ako v € V
o(v) =
1 akov € Vj
Hedbununmja 2.1.2. (Ilogurpa urpe mapuocrn). I[loguipy uipe G = (V, E, a)
obenestcasamo ca G = (V') E', o), axo je pap G' = (V', E') wogipad tpaga

G = (V,E) u 3a cearu weop u € V' wocwmoju weop v € V' waxo ga (u, v) € E'.

IIpumep 2.1.1. Cauxa 3.4 upukrasyje upumep uipe UapHOCTiu. 3agattiu Tpagd
CagpHCU WeCT Y60POBa, H4B0POBYU 03HAMEHU KPYTOBUMA Tputagajy uipawy Py, gox
YBOPOBU 03HAYUEHU KEagPathuma Uputagajy uipawy Py. Bpojesu 3atucaru yrwywiap
YBOPOBA 03HAMABAJY HUT06E TPUOPUTTLETTE.

Y osom tpumepy, uipayw Py mootce ga octlisapu 1odeqy axo ce stcetion Hahe
HQ HEKOM 0 O0CEHUEHUT 460posa. Jauciia, ako Py dopcupa tpesasax y weop ca
UPUOPUTLETLOM 4, U3 CEOJUX 480PO6a ca Upuoputtietwiuma 1 u 3, uipayw P; nema
u3060pa Hero ga HAcTaAsU UIPY TUPEAACKOM Y 480D €4 UPUOPUTLETLOM 3 Y KOM
cayuajy he apeu uipay epatliuiiu HCetWor Hasag y 4eop upuopulietia 4. Ha waj
HavuH utpa he ce beckonauno ogeujatiu udmehy weoposa ca UpupumETUM 3 U 4,
a Y WOM CAYYAJY, KaKo je Hajeehu Upuopuiietd Koju ce Tojasmyje y Woj uipu uapan
(4), wodbegnux je Py. Cauwno upetroghom, uipaw Py moorce ga octusapu wodegy
U3 HEOCEHUEHUT YB0PO6a, WaKko wWiio he u3 c60jur 460po8a UPUOPUTETLL (6a
Popcupattiv GPOWUSHUKOE 460D UPpUOPUhewa 3, Wume cleapajyhu deckoraumy
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uipy 2, 3, 2, .... Kaxo je najeehu tpuoputiels xoju ce beckonauro wojasnyje y

woj uipu netapar (3), wobegnuxk je P.

CnukA 2.1: Ilpumep urpe napaoctu

2.2 Crpareruje

Urpa mozke na noceayje onpeheny crparernjy, Tj. HU3 akmyja Koje Urpada
BOJIe 710 modee (wim 10 Hajdo/be Moryhe mosuimje), a caMUM TUM IIOCTOjH
U HacTojame Ja ce Ta cTpareruja nponabe. ¥ nacraBky hemo nedunucarn
CTpATErujy 3a UI'Pe MApHOCTHU, Ka0 U IITa OJpeheHy CTpaTerujy KapakTepuiie Kao

TOO€ETHIIKY.

Hedununmja 2.2.1. (Crpareruja urpama). Crpareruja dy 3a Py (wy. 61 3a P;)
je dpynxyuja oo : VVo — V(61 : V*VI = V) koja cearxom ueopy v € V*V, (€
V*Vi) y uaptauju m gogenmyje wsop w wakas ga (v, w) € E. Uipaw P; xopuctiu
cmpamerufy 6; Y GAPWUU T = M. ooy GKO i1 = 0;(T1...Tx) 30 CEAKU 460D
m, € Vi, Cupatweruja d; je modemHUYIKa 304 uipaua u ogpehenu GouetwHy 460p
v € V axo wWaj uipayw wodehyje y cearo] GapWuju K0ja TOUUME U3 “80PG UV U
Kopuctiu ce cupatieruja 0;. Cee uipe Koje ToHury u3 480pa v 03HaA4A8AMO Ca
G).

Crparernja, nakse, oxpehyje ciemehu 9Bop y Koju he mrpad moMepuTu
JKETOH Ha OCHOBY JIOTAJAIIIHUX II0TE3a, Tj. MyTabe Uy, ..., Uy CAUYUHEHE OJT HI3a
nocehennx aBopoBa. Ilosuyuona ctpatlieTuja He y3UMa Y OO3UP IEJIY IIyTarby
Beh camMo mocseamn 9Bop v, OBakBa cTpaTernja Ha3uBa Ce JOIl U CUpPatlieiuja
be3 tamheroa 3aTO IMTO 33 HEHY TPUMEHY HHje MOTPEOHO MAMTUTH IIPETXO/IHE
9IBOPOBE, IMOTPEOHO je 3HATH CaMO y KOM C€ YBOPY TPEHYTHO HAJIA3U YKETOH.
[Tobemauyaka mmo3uimoHa cTpareruja 3a urpada Py u3 uBopa v € V 1upeacraBiba
IIO3UIMOHY CTpaTerujy y Kojoj urpad Fy modebhyje y cBaKoj Urpu Koja IMOYUIHE U3

4Bopa v Kopuctehm Ty crparerujy.



Hedununmja 2.2.2. (Yeaos nodese). 3a dukcuparu GovetlHy, 460p UV KAHCEMO
ga wipayw P; uobehyje y wipu G(v) axo wocwoju cuwpatmueruje § Y3 wuje
rxopuwhere P; mootce ga Godegu y ce8aKoj GapWuju Koja ToYUre Yy 480py v, oe3
0b63upa na clpatlierujy u gomese upowusHuka. Pemasame urpe G upegcttias.na
aponasadicerve todegnura uipe G(v) sa cearu usop v €V. Caunno, xascemo ga
uipay wobehyje y uipu G axo wocwioju cwpateiuja 0 wakrea ga xopuuwhervem e

cwmpameruje on aobehyje y uipu G(v) 3a céarxu usop v € V.

[Todenryky pernon mjim MOOEeTHUYKN CKYT 3a Uurpada P; mpeJicTaBiba CKyIl
YBOpOBa M3 Kojux P; mma modemnnuky crparernjy. llobemamakn pernon y urpum

G, 3a urpava P;, obesnexxkasamo ca W;(G).

Hedbuunnmja 2.2.3. (Pemasame urpe napuocrn). Pemasarme urpe napaoctu G
3a wouwetlinu weop v € V upegctiasma Uposepy ga Au uipay Py uma Gobegruwky

cpatmerujy u3d v y G.

Hedbunnunmja 2.2.4. (Konauna urpa naproctn). Konauna urpa napuaoctu G’
= (V, E, a) apegctiasna uipy GapHOCTUU KOja Ce UIPA C6E JOK CE HEKU YBOD He

uocemwu gea UYyuwa, Yy Kom WPpeHYWKY ce upexuga.

[Tobennuk y KoHavHOj Urpu mapHocTHu ojipehyje ce na ciaenehn HaunH: Kajia
JioheMo 10 HEKOT' YBOPa JIPYTH IIyT TUME MOXKEMO J[a CMaTPaMo Jia CMO 3aTBOPUIIN
IIUKJIYC KOJU je II0Ye0 HerOBUM IPBUM II0jaBJ/bUBAI-EM, & 3aBPIINO Ce JIPYTUM,
JaKJe, IMUKJIYC OM CcaJipzKao CBe YBOPOBE O] HerOBOT IPBOT I0jaB/bUBAIHA, JI0
napyror. Hajsehu nipuopurteTr Koju ce jaB/ba y TOM IHKJyCy ojpehyje modeanuka,
ako je mapan rooehyje urpaa Py, ako je Henmapan modehyje urpau P;. Pasor
3a OBO jecTe YUIHLEHHIIA Ja he ce Taj MHUKJIyC, OyAyhu j1a Urpadu Urpajy urpy
10 HEITPOMEHJ/BPUBUM CTpaTerujaMa, HAKOH CBOI' MPBOT II0jaB/bUBamba jaB/baTH
OECKOHAYHO MHOTO ITyTa, M3HOBA W M3HOBA, jep he urpadm OwpaTu ucte morese y
UCTUM CHUTYalIlljaMa.

Crencha Teopema J0Ka3yje OJIydMBOCT IIPOOJEMa pellaBama urapa
[MapHOCTH, Tj. JIa jeJIaH OJ Urpada Mopa Ja uMa 1mode IHnIKYy crparerujy. Jlokas je
3aCHOBAaH Ha PEJIYKIIMJU CTaHIap/He UI'De MapHOCTH HA KOHAYHY UI'PY ITapHOCTU
Koja, Oynyhu Jia je KoHadHa, [peCTaB/ba UI'PY Ca HYJITOM CYMOM U CaBPIIEHUM
undopmarmjama (enr. finite zero-sum game of perfect information) u Kao TakBa

nornaza oz Lepmesnoy Teopemy [49] (enr. Zermelo’s theorem) teopuje urapa.

Teopema 2.2.1. 3a ceakxy uipy aaphociiu G u 30 c8aKU TUOYETHU HYB0D V, UM
uipayw Py uma todegruwky ctipatierujy u3d v, uau uipayw P; uma dodegruvry
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cwpatmerujy us v, wj. Wo(G) U Wi (G)=V. Taxohe, axo uipay uma GodegnuvKy
cupatmerufy y xonaunoj uipu gaprocwu G' = (V, E, a) usz ueopa v € V, onga
uma aobeghunky clpaterufy u y clmangapgroj uipu daprocuu G = (V, E, a)

u3 ysopa v € V.

/loxas. IlpernocraBumo Jjia urpad Py nMma nodeHUYKY CTPATernjy y KOHAYHO]
urpu napuoctu G' = (V, E, ) u3 upopa v € V. Cana urpamo urpy G = (V, E, a),
a mapaJiesino y urpu G’ Bydemo ucre norese. Kaja jgohemo 10 mukiryca dpuiemo
ra u3 namhema urpe G’ 1 HACTAB/LAMO Jla UI'PAMO TOOETHUIKY CTPATETH]y U3
G' u3 mocyienmer mnmoceheHor 4YBopa y IMUKJIYCY, aJId TaKo Jia Ce He BPATUMO Y
Taj UCTU IUKJIyc. Byayhu na urpaa Py urpa mo nodeaunykoj crpareruju y G’
CBaKM IUKJIyC UMa mapaH mMakcuMasnu rnpuopuret. [Ito name 3nauu na je u
najsehu npuopurer y G nmapan jep je OH MAKCUMyM MaKCHUMAJIHUX [IPUOPUTETA Y
OeckoHaIHO MHOTO TmKIIyca. Jlakie urpaa Py modehyje u y urpu G.

Yumennria 1a jegaH oj urpada Mopa Ja UMa HOOeJHUYKY CTPATETHjy y UTPU
G u3 uBopa v € V ciienm u3 mpBOr Jiesia JIoka3a. AKO urpad uMa modeHUIKY
crparerujy y urpu G m3 4Bopa v, OHJIa UMa U ITOOEIHUYIKY CTPATErHjy Ha HHEHO]
KOHa4HO] Bep3uju G’ u3 usopa v. Irpy moummeMo y 4BOPY ¥ M UTPAMO CBE JIOK
ce y mera He BpatuMo. Ha oBaj HaunH hopMHUpa Il CMO IUKJIIYC O U JI0 U UUAjU
najsehu npuopurer, Syayhiu jga ce BpeHocTH npuopurera y3uMmajy u3 ckymna N\ 0,
Mopa OUTH nmapaH win Henapad. Ha TakBOM IUKJIIyCy WJIH je TTIOOETHUK UTpad
Py, ako je majsehu mpuopurer napas, win urpad Pp, ako je Hajsehu npuopurer

HellapaH. [

Teopema 2.2.2. V uipu gaproctiu G, ako uipay uma Go0egrUYKYy CUPATLETU]Y
u3 Hexot weopa v € V., onga uma u Godegrumky Go3uuuony cpaiieiujy u3 wot

480Pa.

Zloxas. Jlokas ce BpIU WHIYKIIMjOM 110 OPOjy YBOPOBA KOJU MMA]jy BHIIIE OJI jeJIHe
nziiazue rpane. Heka je z € V' ciy4uajuo ogabpan 4BOp KOju MMa BUIIE O] jeJHe
n3jia3He rpaHe. AKO y 9BOpY z IOCTOJU TOOEJHUYIKA CTPATETHja KEJMMO 1A
JIOKA2KeMO 13, je OHa W MMO0ETHUYKA MMO3UMMOHA CTPATErnja, a OHJA WHLYKIIHjOM
Jla TO JTOKaXKeMO 3a CBE YBOPOBE.

Cumano jiokasy teopeme 2.2.1, nedunninemo KoHauHy Urpy G, Koja, Kaja ce
nobe y uBop z, 3adopaBjba CBe JI0 Tajla OJIUI'PAHE TIOTe3e, a 3aBpIlaBa ce KaJaa
ce Bpatumo y moderHun 9Bop v. OBakBa urpa takohe je KoHadHa jep Tpeda a
obuhemo HajBUIIIE 2n IBOPOBA JIa OUCMO je 3aBPIINWJIN, Tj. HAJBUIIE N Ja J0heMo

JI0 Z WX Jia HAIIPaBUMO ITUKJIYC, & aKO CMO JIONLIU JIO 2, OHJIa jOI HAajBHIIE N /I3
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HanpaBumo 1ukiryc. Candno jgokasy teopeme 2.2.1, MOXKeMO JOKa3aTU Ja aKO Y
G. mocroju modeTHIYIKA CTpaTeruja 3a jeTHOT OJf Urpada, OHa MOCToju n'y G.
Haipe, ako mpernocTaBuMo Jia je z € Vj, oHJia je OMI0 KOja MOOEITHUYKA
cTparernja 3a urpada Py mosunmona u3 4Bopa z y G, jep ce Taj IBOp 0OMIA3U
HajBUIIE jeJIaHIIyT W OpHUIle ce 3 naMhema urpe Kajga ce To jecu. byayhu ga
Py urpa urpy G ucto Kao u urpy G, MoxKe ce 3aK/byIUTH Ja je z [M0OETHIIKA
mo3uImoHa crparerunja u y G. VI kKoHavHO, ako ce m3jia3He T'paHe W3 z Koje
HHUCy u3adpaHe OOpHIIy, OHJIA [0 WHAYKTUBHO] XHUIIOTe3u Py mMa modeTHuYIKY

IIO3UIMOHY CTPATETrUjy KOja UMILIAIUPA TOOETHUYKY MO3UITUOHY CTPATErnjy y

g. ]

2.2.1 IlpuHyaHU CKYyIOBU

Axo mmamo ckymn usoposa S C V| npunyqaau ckyn (eHr. force set) ckyna
S 3a urpada P; je cKyIl CBUX 9BOpOBa M3 KOjuxX urpad P, moxke ma ucdopcupa
npesiazak y ckyn S [33]. JIpyru HasuB 3a OPUHYJHE CKYIIOBE KOJU C€ YeCTO

KOPHCTH y JIMTEPATYPH jecTe MPUBJIAYHU CKYTIOBU (€HT. attractor sets)

Hedbunuimja 2.2.5. ([Ipunyauu ckyn). 3a uipava P, u S CV gepunuwemo
npunyauu ckyi F;(S) xao durcny wavky caegeher cuctiema jegnavuna:
F(S) =S
Ff*H(S) = Ff(S) U
{ueV, | Jve FFS).(u,v) € E} U
{ueVi,; | VveV.(uv) € E = ve FF(S)}
Hszpauynasarve Govurbemo og nawer Gouetinol ckyta S u ogatine pPekyp3ueHo
PAguUMO TPUHYGHU CKYT JOGaBAIbeM HOBUL 460po6a. AKo “eop Uputaga uipauy
P; onga 1a gogajemo y wekyhu ckyt camo ako GOCULOJU 460D Y KOJU MONHCE U3
wela ga ce upehe (Gosesanu cy panama) a koju je el y nawem wekyhem cryuy.
Axo ueop tputaga gpyrom uipawy, Py_;, onga ta gogajemo y Wexkyhu cxytd axo
CE CBAKU YB0P Y KOJU U3 1ela Modice ga ce tpehe eeh naradu y wexyhem cxyuy.
Hapametap k o3navasa 6poj xopara xoju Ham je GoWwpedbar ga du cMO qowau §o
Purcre Wavke Hawe uthepayuje. Purcra Wawka je gocuIHya Kaga gohemo go
cutiyayuge ga je Fy(S) = FFTY(S), wj. ga y Gocaegrooj uiiepayuju nucmo gogaiu

HUJegaH Ho8Yu 48op Y Wekyhu cxyd.
Teopema 2.2.3. Hexa je G = (V, E, \) wipa aaprocuiu u S C W;i(G) ckyu xoju

je geo wobegnuukotr petuona uipaa P;. Onga je Fi(S) C Wi(G), a G' = G\F;(5)
je woguipa utpe G uw € Wi(G) <= w € Wi(g').
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Jloxas. Yumwenurna na je F;(S) C W;(G) je ounrsiesaa u cjiei U3 IUHEHAIE J1a
1o JiepUHUIM] U TPUHYIHOT CKylia urpad Pj_; He Moxe jia Hamyctu ckyn Wi(G).

Axo G’ muje mogurpa urpe G, onja Mopa Ja nocroju usop v € V(G') koju
Hema ciendenuka y V(G'). Heka je j HajMamu MHJIEKC TAKO Jla U MMa CBe
CJIeJIDEHIKE Y Fij (S), no meduHUNUjU TPUHYIHOT CKyTa U € Flfj +1(S ) ITO 3HAYN
Ja TaKaB YBOD HeE IOCTOjU.

[Ipernocrasumo ga je w € W;(G). 3 Tora ciaeau 1a noctoju modbe HrIKa
crpareruja d TakBa JIa HE MOCTOjU MPOTUBHUKOB IUKJIYC v G, anu 1o jJedbuHUImju
upunyaHor ckyna F; nnje moryhe ma v € V(G') u d(v) € F;(S), Tako ga je §

nodegunuka crpareruja y G'. IIpyru cmep mokasyje ce aHajIorHo. [

2.3 VYommrewma urapa rnmapHOCTU

Ilope urapa mapHOCTHU MOCTOje U UI'PE KOje Cy OIIITHje U jeIHOCTABHU]E
oJ1 BbUX. Y OBOM IIOTJIaB/bYy IIpUKasaheMo JiBe TaKBe UI'Pe Koje Cy HaM BaKHe W3
caesehux pasJora:

1. Ciio:keHOCT pelraBama OBHX HIapa je y MCTOj KJIACH CJIOKEHOCTH Kao U
pellraBame urapa MmapHOCTH

2. IIpodsem peraBarma urapa IapHOCTH MOYKE Ce CBECTHU Ha MIPOOJIEM pelltaBarba
OBHUX HUrapa.

Te urpe cy urpe cpejme BpeJIHOCTU U jeTHOCTABHE CTOXACTUYIKE UTPE.

2.3.1 MHrpe cpeame BpeaJHOCTU

Urpe cpeamwe Bpennoctu (enr. mean payoff game) yseau cy Ependjyxt
(enr. Ehrenfeucht) u Muuesnckn (eur. Mycielski) [10] 1979. rogune, a Ilux (eHr.
Zwick) u Iarepcon (enr. Paterson) [51] mokazamu cy jna npodiemMu npoHaIaxkKemha
[IPUOpUTETA YBOPOBA M CTPATEruja 3a UIpade IPUIAJIajy KJIACH CJI0KEHOCTU
NPNcoNP. Ceobheme urapa mapHOCTH Ha UT'PE CPEEHE€ BPEITHOCTA OTKPUIU CY
ueszaBucHo Jepywm (enr. Jerrum) [44] i Ilypu (enr. Puri) [40]. IIpeko Tor ceobema,
y paxy Jypumuckor [21], mokazaHo je Ja u Urpe NapHOCTU MPUNAJIA]Y KJIACH
cioxxkenoctn UPNcoUP.

Kiaca UP mpejscras/pa KJacy HEJIBOCMHUCICHUX HEIETEPMUHUCTUIKX
IpodJIeMa PEIUBUX Y TIOJIMHOMCKOM BpeMeny (eHr. unambiguous non-deterministic
polynomial-time) Koje mpemno3Hajy HemaBocMuciaeHe TjypuHroBe marmmee (€HT.
unambiguous Turing machines). Yumwenura ma npodsiem npumnaja kiacu NP

3HAYM JIa 33 33/I1aTO PeIleme MOXKEMO JIaKO TTPOBEPUTH Ja JIA je UCIPABHO, JIOK
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npunagHocT kKiacu coNP 3Haun /1a 3a 3a1aT0 perreme MOXKEMO JIAKO ITPOBEPUTH
na Jjim je HeucrpaBHo. Koj kiaca UP u coUP curyarnuja je candna camo 1mTo ce
He MOYKe ITPOBEPUTHU CBAKO PEIeibe Beh caMo KPaTKH jeJIMHCTBEHU CePTUMUKATH
(enr. unique short certificates) MTO 3HAYN Jia PEIIEHE CME Jia MMa CAMO jeJIHY
jeMHCTBEHY IyTamy Koja 3aJ0BOJbaBa KPUTEPHjyMe UCIPABHOT pellerha (Him

HencnpasHor y ciay4ajy kiace coUP). Kiaca NP cagpxu kiacy UP.

Hedunummja 2.3.1. (Urpa cpenmwe Bpeguoctn). Urpa cpeme Bpegnoctn G =
(V, E, w, v) cactioje ce og yemepenot paga G = (V, E), 1ge je V cxya usoposa,
Koju ce cactwoju og gea wogckyua Vo u Vi, dynruyuje apuoputiema w : E — {-
w,...,0,...,w } Koja gogemyje ueaodpojny pegrocti, udMely -w u W C6aKoj IPaHU U3
G, u apaia epegroctiv v € N. Uipa ce uipa uctio xKao u uipa GapHoCcTu, JeGuHO ce
passukyje ycros uobege: uipayw Py tobehyje y beckonauno] wapiuju ™ = wmwy... ako

n

liminf — % w((m,mis1)) > v

2.3.2 JemHocTaBHEe CTOXAaCTHUYKE UTPe

Jennocrasre croxactuuke urpe (enr. simple stochastic games) cy, 3a pa3iuKy
0J1 UTapa MapHOCTU U Urapa CPejibe BPEIHOCTH, UI'Pe BepoBaTHOhe. YBeo ux je
Hlamnu (enr. Shapley) [43] 1953. rogune, a Kongon (enr. Condon) [7] je mokazao
na m oHe mpumaajy Kiaacu cioxkenoctu NPNcoNP. Cpoheme mrapa cpemmbe

BPEJIHOCTH Ha jeJJHOCTaBHE croxacTudke oTkpuan cy 1Ipuk u ITarepcon [51].

Hedbuunuuja 2.3.2. (JegnocraBHa croxacTudka wurpa). JejaHocraBHA
croxactuaka urpa G = (V, E, vy, v1) cactoju ce og paga G = (V, E) xoju
cagpotcu gea cueuujasra 4eopa vy, V1 € V xoju ce 3068y 0-torop u 1-tonop u
nemagy usarasne pare. Ckya weoposa V \ {vo, 11} geau ce na 3 geaa Vo, Vi u
Vij2. Kao u y upetixogrnum cayuajesuma, uipay Py xonwposuwe ckyt weoposa Vo,
uipay Py ckyt weoposa Vi, a ckyt wsoposa V), 306e ce CKyIl IPOCEYHUX IBOPOBA
U C6AKU 460D KOJU MY UPUTAGQ UM TAYHO gee udaasne ipare. IIpoceuru weoposuy
PABAUKYJY CE 0 0OUMHUT Jep He Tputagajy nujegrom uipaywy eeh xaga ce gohe go
upoceunot weopa caegeha pana ce dupa cayuajro ca seposattinohom 1/2 3a ceaxy
0g pana. Mipaw Py wobehyje y uipu axo gorasu go 0-tonopa ca 6eposatlinohom og

nagmaroe 1/2.



2.4 KoMIIJIEeKCHOCT

Kao mrro je moMeHnyTo y mpeTxogHOM IIOIVIaBJbY, PEIlaBaibe Urapa MapHOCTU
caga y kiacy ciaoxkenocru UPNcoUP, mro je mokazao Jypuuacku [21]
1998. romune mpeko cBohema Urapa NApHOCTH HA UTPE Cpejibe BpegaHocTu. Jlokas
JypumHcKor mpeBa3myia3u JIOMEH OBOT pajia Te Hehe dutm JietasbHO OoOpabew,
YMECTO Fhera IpuKa3aH je jeJHOCTABHUjU WHTYUTUBHU JIOKA3 KOJU UMa 3a CBPXY
IIPUKA3 OCHOBHUX IlapaMeTapa KOjU YTUUy Ha BHUCOKY KOMILIEKCHOCT HUrapa

MMapPHOCTH.

Jlema 2.4.1. WUipa uaproctiu G 3a jegnot uipava, Wj. uipa 1ge gpyiu uipay He

"ocegyje nujegan 46op, mosce ga ce pewu y epemeny O(n?).

Jloxas. Bynyhu na jenan urpaq (anp. Py) moceayje cBe uBopoBe, o mobebhyje y
UTPU U3 HEKOT MTOYETHOT YBOPA ¥ aKO M CAMO aKO IMOCTOjH ITUKJIYC JIO0 KOT' MOXKE
Ja ce gohe u3 v, a yuju HajBehu mpuopuTeT je mapas.

[Iposepy ma Jim OCTOju TaKaB IUKJIYC 3AI0YUIHEMO YKJIAHAHEM IBOPOBa
KOjU CUTYPHO HUCY CaJpzKaHWu y memy. [IpBo ykK/iambaMo YBOpOBe 0 KOjUX He
MOXKe J1a ce johe m3 v. 3aTuM mpoBepaBaMo Jia Jin je HajBehu mpuopurer y G
ImapaH, ako HHje, YKJamhaMO CBe IYBOpoBe HajBeher npuopurera, jep Oymayhn jga
Cy OHU HENAapHH CUTYPHO HUCY CAJIPXKAHU y HAIEM TPAarXKEHOM IUKJIyCy. AKO
IIPUOPHUTET jecTe IlapaH, IpoBepaBaMo Jia Jii je 0ap jeJaH UYBOP KOjU ra Caap:Ku
JIe0 TUKJIYCa, aKO TaKaB IUKJIYC IIOCTOjU 3HAYN J1a Py mMa 1100eTHUYKY CTPATErujy
u3 v. ¥ CYIIPOTHOM, aKO TaKaB IIUKJ/IYC HE IMOCTOjU ITOHAB/HAMO UCTY IIPOIEIYPY
JIOK HaM He OCTaHe HHUjeJaH YBOP, Y KOM CJAy4ajy 3akKJbydyjemo Jia Py Hema
MMOOEeTHUYIKY CTpaTerujy y G, mro gajbe 3HAYM J1a je uMa Apyru urpad Pi.

Y cBakOM KOpakKy yKJjama ce HajMarme jeJaH YBOp, a IMPOBepa Jia JIk je
yBop y nukiycy 3axreBa O(m) spemena, gakie O(mn), J0K je YKYIIHO Bpeme

usspmasama O(n?).
[

Teopema 2.4.1. Cwangapgna uipa GapHoctivu GPUGAGa KAACU CAOHCEHOCTIU
NPNcoNP.

Zloxas. HeJleTepMUHUCTHYKN MOXKEMO JIa ITPOOAMO J1a TOTOJUMO ITOOE THUIKY
HO3UIIMOHY cTpaTerujy d 3a urpada Py (y Teopemu 2.2.2 10Ka3aju CMO 18 OHJIA
Py nma u 110DeIHUYKY CTpATErujy) a 3aTUM MOXKEMO JIa je IPOBEPUMO Y UI'DHU
Gs. C obsupoMm 1a je Gs urpa 3a jexHor urpada, Py He MoxKe 1a Oupa Kyaa he

ce »KeTOH KpeTaTH W CAMUM TUM He MOXe Jia yTude Ha urpy. bymayhu na je
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0Baj aJIr'OpPUTAM HEJETEePMUHHUCTHYKH, OBUM CMO JIOKA3aJ/Il Ja pelllaBare urapa
IMapHOCTH Tpuma/ia kjaacu NP.

Cnmano, ako urpad Fy nema modeHUYKY CTpaTerujy nma je urpad Py, mro
o/Ipa3yMeBa ICTU aJITOPUTAM CaMO OBOT' IIyTa Tparkelim KOHTpanpuMmep, Tj. 1a
nrpad Py Hema nodenumyky crparernjy. OBa YMIbEHHIIA CBPCTaBa pelllaBarbe

urapa mapHocTu u 'y kjaacy coNP. [
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3. MoganHu p-padyH

Baxkna tema y npoydaBamy urapa HIapHOCTH jecTe MOJAJIHY [i-padyH. Byayhu
1a je JIOKa3aHO J1a je pelllaBaibe Nrapa €KBUBAJIEHTHO ITPOBEPABAbY MOJETA Yy
MOJIATHOM pi-padyHy [11], urpe napHocTn Hajaze CBOjy NPUMAPHY MPUMEHY Y
[I0Jby ayTOMAaTCKe Bepudukaluje coprBepa u xap/iBepa.

Y oBOM MOIJIaB/bY INPBO heMO BUJIETH IIITa IIPEJICTABI/bAjy MOJAJHA U
TEMITIOPAJIHA JIOTHKA, 3aTUM IIITA je IpOBepaBame MoOJesa U KaKO MOXKe Ja ce
KOPHCTHU y UrpaMa, IITa je MOJIAJHU [-PadyH, KA0 U KaKO IIPOOJIEM DeIIaBamba

Uurapa ImapHOCTH MOXKE Ta CE€ CBEIE Ha HpO6JIeM IpoBEPE MO/JEJIa U-padyHa.

3.1 MoaganHa JorukKa

Mogasna storuka (kao dhopmasmsam Mojaia) omoryhiasa Kopuiihieme mojMoBa
KOjU Ce IPUPOJIHO KOPUCTE y je3UKY a O3HAYaBajy Motyhnocii n Hyostcnoctl. Tume
OHa TPOIIUPYje OIUCHY U3parkajHy MOh cTanIapHux joruka. /o momatmHe jioruke
JIOJIA3UMO IIPOIINPUBAKEM CTAHIAPIHUX JIOTHKA Ca JIBa yHApHa OIepaTopa:
e [J - xBazpar (o3Ha4daBa "Hy:kHO") U
e o - nmujamanT (o3HauaBa "moryhe")

OmnepaTopu ce MOT'Yy U3PA3UTH jeJlaH MPEKO Jpyror Ha ciegehn HadnH:
® OO = (gef -«

o Lo = gy =0 nau.

IIpumep 3.1.1. Peuenuuy "Mowyhe je ga he ganac tagatiu xuwa" mootcemo
03HAMUTIU TPEKO mogaare aotuxe ca ok, ige k upegctiasroa peveruyy "Kuwa
he aagawu". Hox pevenuyy "lanac he nyotcno tagatiu xuwa " osnavasamo ca
Ok. Axo xaotcemo ga je "mowyhe ga he wagattiu xuwa", snayvu ga nHuje "HyostcHo
ga nehe aagatiu xuwa", u odbpatino. Osaxey peuenuuy wuje moryhe otucattiu

CTWARGAPIHUM NOTUKAMG.
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3.1.1 TemmnopasHa Joruka

Kazna ce rosopu o BepuduKkaimjn peaKTUBHIX cUCTeMa (cucrema KOju Cy y
HEIPECTAHO] MHTEPAKIIUjU ca OKOJIMHOM) IIPEKO IIPOBEpe MoJiesia, Hajdenthe ce He
KOPHUCTH OCHOBHA MOJIAJTHA JIOTUKA Beh, IbeH mocedaH ciIydaj, TeMIIOPAJIHA JIOTHKA.
TemmopaJsiHa sioruka (eHr. temporal logic) nHTEpIpETHPa MOJAIHE OLEPATOPE ¥
BpeMeHy, 1a UCTHHUTOCT (POPMYyJie 3aBUCH U OJ] TPEHYTKA Y KOME Ce OHa BaJIyHUpa,
IIITO je YNHH TTOTO/IHOM 3a BepuUKaIHjy PEaKTUBHUX CUCTEMa KOjU Ce HEIIPEeCTaHO
Memajy [12]. Takobhe, remmopasina Jioruka jaje HaM HOBa TyMaderma orneparopa [
u ¢. HoBa Tymadema cy:

e o = ¢ he BayKUTU y HEKOM TPEHYTKY BpeMeHa t
e [l = o BaXKu y CBaKOM TPEHYTKY BpemeHa t.
V3 nmomoh oBUX HpoIIUpemha JaKIe je OIMUCAaTA MPOMEH/BUBO IOHAIIAME

cucreMa Koju Tpeda BepupUKOBATH.

3.2 IIpoBepaBame Mojes1a

[TpoBepaBame wmogena (enr. model checking) upeiacTaB/ba HaYIUH
Bepudukaimje copTBEPCKUX U XapJABEPCKUX CHUCTEMa KpPO3 BaJUIAINU]Y U
TeCTUpame OCO6I/IHa caMoOrI' cucreMa. KaKO Halllr 2KUBOTHU U IbUXOBa YI'OJHOCT
7 (QYHKIIMOHAJTHOCT TAKO W HAIPEIAK YOBEYAHCTBA CBAKOIHEBHO 3aBHCE O]I
MMOY3aHOCTH KPUTHIHUX KOMIIJYTEPCKUX CUCTEMa KOjU HAC OKPYKY]Y, IOCTaB/ba
ce TIATambe J1a JIM [MOCTOjU HAYHUH JIa Ce Pajl TUX cucTeMa h (DOPMAJIHO IIPOBEPH,
Tj. Ja JIU MOXKEMO Jia OyJeMO CUTYpHU Ja he IHUXOB paj OUTH Oe3 T'periaka.
[Ipumepn oBakBUX cucTeMa Cy KOHTPOJEPH Yy aBHOHUMA, KOHTPOJIH JIETa,
OECIUJIOTHUM JIETE/TUIaAMa U METPOUMa, HyKJIEAPHUM eJIeKTpaHaMa, CBEMUPCKUAM
JIETHJIATIAMA, CATeJUTUMA, CUCTEeMHUMa 32 OJIpKaBaibe KUBOTHUX (QYHKIHja
MaInjeHTa, Kao 1 J03UParba MeJINKAMEHATa, CHCTEMUMA 33 CUTYPHOCT PadyHa Y
OankaMma, doep3e u daHKomaTa. JeJlaH o)1 HAaYnHa 33 BepUMUKAIN]Y KPUTHIHUX
CHUCTEMa, jecTe KpPo3 IMPOBEpPY MOJIeNIa Yy TEPMUHUMA, TEMIIOPAJIHE JIOTUKE.

I[Ipodimem ce ommcyje Ha ciaemehm HauMH: aKO CHCTEM IIPEJICTABAMO
AICTPAKTHUM MOJeI0M M, IpOBEPUTH Ja JIU CUCTEM II0CEIyje 3adaTO CBOjCTBO
. OBO MOXKeMO 3ammcaT y3 moMOoh orepartopa F KOju y KOHTEKCTY IIpOBepe
MOJIeJIa O3HAYaBa YUIHLEHUILY Ja HeKu Mozes M 3a/10BosbaBa HEKO CBOJCTBO .
Qopmyna rnacu M F ¢. CucreMm je 0dUYHO MOJIEJIOBAH yCMepeHuM rpadom
cTamba KOjH JIeTaJbHO OIHUCYje Heropo noHarmame. Ha caumu 3.1 moxke ce BujeTn

IPUMep MO/IeJIOBakha CUCTEMa DAHKOMAaTa, JJOK CBOjCTBO IIPEJICTaB/ba (DOPMYILY
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TeMmopaJiae joruke. [IpeanocT ancrpakTHOr Mojiesia €KUY YUHHEHUIIR Ja CaM
cUCTEeM He MOpa OUTU KOHCTPYHCAH Jla OM ce MPOBEPHUO IeroB paj, Beh ce on
cuMmyupa Ha Mojeny. HapaBHo, MOJesT He MOXKe J1a TIPUKAaXKe CBE aCIIeKTe CUCTEMA

un CaMUM TUM HHUKa/la HE MO2KE y IIOTIIYHOCTH Ja I'a CUMYJIXDPA.

Initial state f— Action

Transition

State

CiukA 3.1: Ilpumep mMozesoBama cucreMa dDaHKOMATA

Jenan o1 HaunHa J1a ce IPUKaXKy CBOjCTBa cucTeMa jecte Xenecu-Muraeposa
noruka [17| (enr. Hennessy—Milner logic) Koja npeJicTaB/ba BPCTY TEMIOPAJIHE
soruke. OHa ce KOPUCTH MIPU IIPOBEPHU MOJIEIA JIa OIUIIE CBOjCTBA 0OEIE€KEHOT
cucrema rnpesnaszaka (enr. labeled transition system) koju je 3ampaBo Haill rpad
mogiesia M. Moh Xenecu-MutaepoBe JoTuKe JieKu y MOTYyNHOCTH OIUACHBAHA
oxHoca u3Mmely crama u mpesasa usmely BUX jep weHu leHTpaJHn oneparopu [
1 © O3HAYaBajy Ja ce HaKOH HeKe akIdje Mopa Johu y ojpeheHo crame, 1 Jia je

HaKOH HEKE aKque Moryhe ,ILOhI/I Y HEKO CTalbe.

Hedunnunnuja 3.2.1. (Obesnexenu cucrem npesasaka [26]). Obenexkenn cucrem
mpeJsiazaka upegcuasna wpojky T = (S, A, — ) 1ge je:

e S cryu ctiara

o A cxyu aabena

o - C SxA xS wpansutiueha pesaruja Kojoj je gogemena Aadeaa u3 cryua

A

Jlabeae Moty ga Gpegetiasmajy padsunuiie cCeapu, Ha UGPUMED YCA08 KOJu MOPA
ga byge zagosomer ga bu ce 00a6UO TPEAA3AK U3 CAMA Y CTATDE U AGKUUJY

K0Jja ce u3epulasa Yy WoKY UPesacka.

Hedbunnnnmja 3.2.2. (Xenecu-Musaeposa Jsoruka). Ckyu gopmyaa Xenecu-

Musaepose Jioruke gepunuwe ce na caegehu navum:
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P =tt | ﬁ | -P | q)l VAN q)g | CI)1 V q)g | [(I]CD | (a)CID
e a € A upuuaga ckyuy sadesa A u upegcasma upesase usmehy carba
cuctmema, gok [a)|® osnauasa ga 3a ceaku upesas a sastcu popmyaa P, a (a)P ga

3a nexe upenase a savtcu popmyra P.

Y npumepy 3.2.1 MOXKeMO BUJIETU TIPUMEP ITPOBEPE MOJIEsIa CHCTeMa OaHKOMaTa,

y3 momoh Xenecu-MuiHepoBe JIOTUKE.

IIpumep 3.2.1. Iloxaszahemo upumep xopuwheroa Xenecu-Muanepose aoture y
upobaemy Uposepe Mogesa Ha UpuMepy cuctiema odankomaiaa. Mogen cuctiema
9at je na cauyu 3.1. Peyumo ga orceaumo ga tposepumo ceojctico "Veex rkaga
KOPUCHUK 0gadepe ga HCeal U3BEWaj 0 CWary Ha PayyHy, baHKoMal MOPa Ta]
uasewtaj ga my ogquinamta”. Ha wovetixy pevenuue ctwioju pey "ysex-uiitio
3HAYU §a POPMYNY TOYUHHEMO 0TUePaTLOPoM Hyscroctiu (1. Axo axuyujy ogadupa
UBGEWTLAJA O3HAMUMO €A G, G GKUUJY KOj4 MOPG ga ce gecu uocae rhe ca b
€ Act, uouewax dopmyse 3atucyjemo ca [afb. Popmysa b y nawem cayuwagy
03HAMABA, §a MOPA §a, Ce 0GUITLAMUA U3BCULTLA] U 30 HEHO 3ATUUCUBAIE KOPUCTTLUMO
KONCTPYKYUJY KOJa Ce “4eCTno KOPUCU a4 03HA%a8a §a ce y ciegehem kopaxy paga
cuctiema mopa gecuitiu, ogpehena axvyuja ¢ € Act. Oso sauucyjemo xao motyhroci
ga ce gecu axuuja ¢ U HeMoTyhHOCT ga ce gecu duA0 Koja gpyia aKuUja, UTLO
anawu ga je b = ((c)mauno A [Act\c]newauno). YV nawem cayuajy axuyujy c
Upegettiasna wiamtare uzsewinaja. Kaga cuojumo ose gee gopmyne Koje cmo

gepunrucaiy godoujamo KoHawHy Gopmyay C80JCBa Koja TAACU:

[ussewimiag)((wimamtare uzsewmaje)waurno A [Act\wiiamtare ussewtuajalHetiawHo)

IIposepom 3agattie dpopmyse na ipady yeubamo ga je ona WauHa jep HAKOH
WO KOPUCHUK Y KOPAKY WpaHcaryuje ogadepe udsewtiaj jequna motyha axuyuja,
Wj. upeaasd y pady cuctiema, je wiiamiaree ussewaja. [lwo gave 3navu ga
cuctiem 3ago8ona6a gatlo C60JCULEO.

IIpumetiiumo waxohe ga cAUNHO CE0JCTLBO HE B8ANHCU U UPU 0gadUPYy UOGU3ara
HOBUG U YHOUWLEHA HCENHEHOT UBHOCA JEP MOHCE G Ce Jecu, §a KOPUCHUK HA PAMYHY
HeMA TWOAUKO PACTOAOHCUBOT HOBUA, Y KOM CAYYAJY cucliem wehe uzspuwuttiu

UCTNATLY.

Caga hemo Gposepuiiu c60jCE60 Koje cuctiem He 3agosonasa. Popmyaa wracu:

(neucupasar Gun Kog){ussewiaj NV Goguaare Hoya) WawHo
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Dopmyaa Gowurbe qUiAMAHTOM WO 03HAMABA MOTYRHOCT, JUKAE YUMEHUUG
ga uocae axyuje a € Act mootce ga ce gecu axuyuja b € Act otucana je popmyaom
(a)b. ¥ nawem cayuajy axyuja a Gpegeiias.na YHowere HeucupasHol Gur Koga,
gox je axuuja b nosa dopmyaa. davom anarusom dopmyase b sugumo ga oxa
03Ha™a6a MOTYRHOCT ga ce gecu jegua 0g gee aKuuje: Ul aKuUujo Wilamuatba
UBBEWTUAJA, UAYU GKUUJG TOGu3ara Hosua. Kaga o06jequnumo aHasu3uparo,
JoAa3UMO GO 3aKMYYKA ga aKO je 0684 POpMYAa 3ag060sUBaA WO OU 3HAUUNLO
g0 KOPUCHUK TOHEKAY MOJCE, YAk U Y3 HeUCTUPasar UuH Kog, ga godbuje Upucttiy
CPEGCTBUMA U CTLAIY HA PAMYHY WO OU UMAAO 030UNSHE TOCAEGUUE TO CUCTIEM.
IIposepom dopmyne na tpady yeubamo ga wo nuje moiyhe u ga camo y CAY4ajy

YHOWErA UCTPABHOT UUH KOGA KOPUCHUK §odUJa TUPUCTUYT PaUYHY.

3.3 p-padyyH

Moganuau p-padys yeeo je Kozen 28] (enr. Kozen) kao JOruky (hpukcHUX
Tavyaka U OH IIpeJCTaB/ba IIpOIHUpeme XeHecu-MuHepoBe JIOTUKE Ca JIBa
orepaTopa (PUKCHUX TavdakKa:

e 1 - orlepaTop HajBehe puKcHE TadKe

® /i, - OIlepaTop HajMarme (PUKCHE TadKe
Hosu oneparopu yBesienn cy aa Ou mocrojasia MOIyhHOCT J1a ce U3pa3u PeKyp3uja.
Y3 BHUXOBY IIOMON MOXKEMO ce KpeTaTh KpPO3 CHCTEM IIpejia3aka, TadHUje
PEKYP3UBHO MhU OJ1 IBOpPA JI0 YBOPA, JIOK He jioh)eMo 10 puKCcHEe Tadke.

Momaiau p-padyH je BeoMa eKCIpecuBaH u MohaH aJiu 38 HeroBO KOpUItheme
moTpedHo je nckycTBo. Jla du ce jakie pasyMesm 1 KOPUCTUIN Y TPAKCH, HOBU
OIIEPATOPH V U [4 YECTO Ce CMaTpajy Ja o3HadyaBajy curypHocru (eHr. safety) m
x)uBoctT (eHr. liveness). Takobe, onepatopu ce MOry HOCMATPaTH U KAO YOIIITEHE
KJIacnIHUX KBaHTH(duKaropa V nu 3. OBe omeparope MoOKeMO JdepUHUCATH HA
ciriegeny HAYUH:

e v(p) O3HAYABa CHTYPHOCT, y JATOM W3BpIIaBamy (dOpMysIa ¢ je CByIa
3a/10BOJbUBA, YOIIITEH€ YHUBEP3AJHOT KBaHTuduKaropa VvV jep je dopmyiia
YBEK 3aJI0BOJbUBA

e 1(p) Oo3HAUABA KUBOCT, CBAKO HU3BpIIaBame he HemsdexxkHo mohm 10
cTarba y KOM je (hopmysia ¢ 3aJ0BO/bUBA, YOIIITEHE €r3UCTEHITNjaTHOT

KBaHTH(UKATOPA J jep IMOCTOjHU CTalkbe Y KOM je (popMyJia 3a/I0BOJHUBA

Hedbunnunmja 3.3.1. (Puxcha tauka). Teopuja gurcrux wavara [27] (ent. fized

point theory) gepurnuwe dbUKCHY Tadky dyHkuyuje kao Wauky kojy Pyrrkyuja
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apecaurasa Ha camy cebe. To snavu ga axo je T purcna wavwka Gynryuje f onga
je f(x) = x. Hajmamwa dpuKCcHA TauKa UM HajMarwy 6PegHOCTl 0 CEUT PUKCHUT
wmavara, gox najeha dpukcua tauka uma najeehy. Illpedpukcna rauka je ceaxa

wavwka T 3a xojy eadtcu f(x) < x, gok je toclipurcha ona 3a Koy eadrcu T < f(r).

Hedbununmja 3.3.2. (Monanuu p-pauyn). Moganuu p-padysn pagu ce Hag
CKYTOM HOPMYAQ:

pu=tt | ff| X| orANp2 | o1V | [de | (g | vX.@o | pX.p
ge X € Var apegctias.na Upomenbusy u3 upedpojusot cKyia GPoMeHHbUBUL.

Kao mro cmo Bumenu panuje y ciydajy Xenecu-MurHepoBe JIOTUKe, Kao
MOJIeJT Ha KOMe ce TIPUMEIbY]y Jorndke hopMysie KOPUIINEH je CUCTeM IIpesia3aka,
CJIMYHO je W Ca MOJAJHHUM [-PAadyHOM CAMO IITO CE€ OBOI' IIyTa KOPHUCTHU

HEO0OENEHCEHU CUCTLEM.

Hedbunnnuja 3.3.3. (Heobesexkenn cucrem npesasaka [26]). Heobenexxenn
cuCTeM TIpesiasaka upegctasna uap T = (S, — ) ige je:
o S cxyt cwara

o — C S xS wpansuiusra pesayuja
HakJie, cucreMm mpesia3aka HUje HUIITA BUIE HETO ycMepeHu rpad.

Hedununnmja 3.3.4. (Banyanuja y momannom p-padyny). Baayayuja mogasnor
p-pavyna YV dpegeiiasna Gpeciukasarve V — 25 xoje cearxoj upomennucoj X
gogemyje ckyu cwmarea, o sasyayuja V[X := T, 1ge je T C S, ucwa je xao
sanyayuja V cem wiio 3a upomennusy X saocu VX = T|(X) =T.

Axo je T = (S, = ) cuctem upenasaxa, V eanyayuja, a © Gopmyaa -
TAUYHA OHGA KANCEMO a4 Je POPMYAa @ 3ag060HUBH Y CTatYy S cuctiema T TUpu

saayayuju V (obenesrcasa ce ca (T, s) =y ¢) axo je s € ]

Kao mro cmo Bugenn y nedununuju najmame u najsehe dpuxcue rauke 3.3.1
n3Mehy pukcHuX Tadgaka MOCTOjU peJialiija MOpeTKa IOMONy Koje MOXKEeMO J1a
IIOpEeJINMO TadKe M, CXOJIHO TOME, YTBPJIUMO KOja je HajMmarba, a Koja HajBeha.
Hawma je cama morpedHo J1a geduHHUIIIEMO TY pesallijy IMopeTKa 3a CKYIIOBe, jep,
Kao IMITO CMO Bujien y jpebuHumju 3.3.4, TpOMEH/bIBE MOJIAJHOT L-PadyHa Koje
ce BaJIyHpajy IIpeJicTaB/bajy CKYIIOBe cTama. Kao penanmjy moperka yzehemo

orreparnjy MHKJIY3Hje CKYIIOBa.

Hedunnmmja 3.3.5. (Uukiysuja ckynosa) Kaxkemo na je ckym A mojckyi
ckyna B, y ozuamu A C B, ako je cBaku ejeMeHT ckyna A yjeano m esreMenT
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ckyna B. 3a ckyn A kaxkeMo Jia je mpaBu MOJICKYI ckyna B, y o3namu A C B
ako je A C Bu A # B. Bunapny penarujy C 30BeMO U UHKJIY3UjOM, & OUHAPHY

penarny C 30BEMO W CTPOTOM WHKJTY3UjOM.

Hakie, 3a cBaku CKyII S, pesalija MHKIy3Wje je mapruujajaao ypeheme Ha
cKkymy 2° ¢BHEX TOJCKYyTIOBa oJ1 S, MITO ce CiIasKe ca HaIoM JedpuHIIIjoM 3.3.4

r7e BaJyalldja Mpec/uKaBa IIPOMEH/bHBE y CKyToBe cTama (V — 27).

Hedununuja 3.3.6. (Cemantuka MomasHor p-padyna). CeMaHTHKa MOIATHOT

[-padyHa gepunuwe ce na caegehu navun:

° [[tt]]; =5
° [[ff]]; =0
o [X]} =V(X)

[o1 A o]} = [l N [w2]3

[1 VvV @al} = [l U [wa]3

[lalely = {s € S | Viesactas = t =t € [¢]}}
Ka)elp = {s € S | Fresaetays = t At € [@]}}
X X)) =UL{TCS | TC e}
X o(X)]G = M H{TC S | ¢y S T}

3.3.1 OcHOBHU HpHUMepPH

Haxon mrro cMo Bujiesim Kako ce JieprHUIE U IITa TIPEICTAB/hA MOIATHI
J-PadyH, BpeMe je Jia BHJIMMO KAKO OH MOXKE Ja Ce KOPUCTU KPO3 IIpUMEpe.
[Ipumepn koju ciese npeyseru cy u3 kmwure Handbook of Modal Logic, Volume 3

(Studies in Logic and Practical Reasoning) [4].

IIpumep 3.3.1. Axo orceaumo ga oUUWEMO HYUMHEHUUY GG HEKA HOPMYAL P 8aHCU
ysex Yy nexom cuctiemy tpeaada T WO MOAHCEMO Ypaguiliu Ha caegehu wavwum
upexo ceojcttisa X:

X=oN[-]X

wwo 3navu ga axo je X wWauno onga je wavna u gopmyaa ¢, u Yy Koje 109 game
ctarve ga 0gemo, Upexo Upouseonnol upesasa, X he ga easrcu u y WoM CTArLY
([-]X). Axo bu ecmo o8y dopmyay orceaesu ga oTUUWEMO TPEKO MOGAANOT [4-DAYYHG
wo du cmo ypaguau Gpexo durcre wauke jep dopmyaa ¢ 3aeucu og ceojcuisa X
(kaga je X Wavwno, WawHo je u @), Wiho ce YkAala ca c80jcTUEoOM PukcHe WauKe
ga je ¢(X) = X. [uwmare xoje octwaje jectue ga au hemo ga Y3mMemo HAJMAr6Y

uau najeehy duxcny wawky. Bygyhu ga wpastcumo Gopmyary xoja eaxrcu ysex y

18



cuctiemy yaehemo najeehy durcny wavwky jep nam ona epaha najeehu moryhu
Opoj ciara cuctliema Koju 3ago6oma8ajy c80jctiso durche wavke. Konauna
popmyaa taacu:

vX.oN[-]X

IIpumep 3.3.2. Mano komUsekcHuju Upumep je OUUCUBAIHE HOPMYNE KOJG
03HAYA6a §a jegra POPMYAL 8aIAHCU CEE GOK gPYIa POPMYAG HE 8adAHCU. SHAYU
oAHCeAUMO ga oTuwemo ga opmyaa P eaosrcu cee gox ne eastcu popmyaa @, o

MOHCEMO YPAJUTTU cregehom PopMYsom:
vZ.QV (P Ala)Z)

Koja o3navasa ga cee gox @ wuje Wavno wavro je P u y xoje 109 ctiare game
ga ogemo upexo upesasa a ueaa gopmyaa je wawna (P A lalZ). Taxo hemo ce
Kpetatiy Kpo3 cucliem Upexo Upeaada a Ul 3ayeex Yy 0eckoOHAYHO] TUethbU, UAU

gox He gohemo go ctara y xKome 8axncyu popmyaa Q.

ITIpumep 3.3.3. Cyupotwirno Gpowsum GpumMepuma, 4ureruuy ga dopmyaa P
8aCU HAKOH HeKe akuyuje, Wj. UOWPedHa je HCUBOCH CUucCema §a ce gecu
nexa axuuja ga 6u Gopmyasa dbuAa 34g060.HUBG, MOAHCEMO 3ATUUCATLY Y3 TLOMON

otuepatiopa (1. Osa popmyaa taacu:
uZ.PV [a|Z

WO 3HAYY G4 CMO UAY JOULAY gO CTarea Y Kome je dopmyaa P 3agosonusa
(P) uau kpetiarbem Hu3 Gpeaas a goaadumo go Clarba Y KoMe je Ueaa Popmyaa
(uZ.P VN [a|Z) sagosomusa. 060 ykpailiko 3HAYU ga CMO UAL Y CTLAIY Y KOME jJe

P 3agosonuso uau hemo ce xpetiaroem wu3 upeaasde a gohu go WarKeor cWarba.

IIpumep 3.3.4. Osaj apumep cauvan je apumepy 3.3.2 ¢ Wum WO caga Ha

GonetwiKy opmyae umMamo oepattiop vajmaree durche Wawke, ymectio najeehe:
uzZ.QV (P AlalZ)

Ppopmyaa uma UCto 3naverve Kao u Gopmyaa us apumeps 3.3.2 ¢ Wum wito y
0BOM CAYHAJY He MOAHCEMO ga yhemo Yy beckonauwny Getny U Popmyra Q mopa

upe uau KacHuje ga dyge 3a,gosonusa Yy HEKOM CULAHY CUCTLEMA.

ITpumep 3.3.5. Caga hemo sugetiu xaxo Gopmyae MOGAIHOT [4-PAHYHE MOTY GG

ce Kopucwe upu mogeaosary Cucuwema. y UPUMEDPY MONHCEMO BUGEULU MOGEN0BAIHE
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Jegrot Konuetlia Koju ce 4eclio jasna Y PavyHapCKum cuctiemuma. Peyumo ga
IAHCENUMO G0 3ATUWEMO POPMYAY TPEKO Koje TUPOBEPABAMO §a AU Y CUCTLEMY MOHCE
ga gohe go sactuoja (ent. deadlock). Iojam 3actoja jas.ma ce y KOHKYPERTHOM PAJY
U 1e1060 eAUMUHAULIA TPEeGCTasHa 8aHCAH, TPOOAEM Y pavyHapctiey. Popmyra
MOPA ga UCTYHU YCA06 ga He Tocthoje cUarea 6e3 U3AASHUT TPana. Y cCuriakcuy

MOGAAHOT [L-PayyHa Ta GOPMYAQ TAGCU:

vZ.(V (@) T A A [a]Z)
acA a€A
U 03HAY¥ABA g4 MOPA ga TOCTWOJU AP jegHa U3AA3HA TPAHa U3 CTarba ( \/A<a)T ) u
ac
ga xaga upehemo u3 WPenywHOoT ClAtba Hu3 U0 KOJU 0g UPEAA3A G JOAAZUMO GO

cwarea Yy Kome je opmyaa waxohe 3ageonrusa ( /\A [a]Z).
aec

3.3.2 Auaropuram 3a mpoBepy 3aJ0BOJbUBOCTU (hopMyJia

Kipyuno nurame Koje ce mpuposHO HaMehe HaKOH JedUHHUCAKmA CHHTAKCE
U CEMAaHTHKE MOJAJIHOT [-PAadyHa jecTe KAKO ITPOBEPHUTH KOja CTamha CHCTEMA
Ipejia3aKa 3a/I0BOJbaBajy HeKy (OpMysly, U Ja Jid je MOoryhe KOHCTPYHUCATHU
aJropuTaM 3a TaKBY IpoBepy. Kao mro cMo panuje peksu, Hajmama u HajBeha
dukcHa Tadka omoryhaBajy HaM Ja ce PEeKyp3WBHO KpehemMo Kpo3 CHCTEeM
npeja3aka U Ty YUIbEHUIy MOXKEMO HCKOPUCTUTH NPU KOHCTPYKIIMJU HAIIer
ajropurma. OHO IITO HAM je TOTPEDHO Jia TPOBEPUMO jecTe Ja Jik je (popmyJia
CBY/Ia 33JI0BOJbUBA, IITO MOCTUXKEMO TIpeKO HajBehe pukcHe Tadyke, Wan Ja Ju
IIOCTOjHU CTaibe Yy CUCTEMY Y KoMme je popmysia 3a0BOJbUBA, IITO MOCTUKEMO
peko HajMame pukcHe Tadke. Oda mpodiiemMa MOKEMO Jla PEITIMO KOPUTITNemheM
pekypauje. [IpoBepa j1a s cBa crama cucreMa 3aJ0B0JbaBajy (HhOPMYJTy 3aXTeBa
Jla PEKyp3UBHO Ipoh)eMO KpO3 CBa CTamba, odmiazehn crama y Koja MOXKEMO
TPEHYTHO Jia TIpeheMo y CBAKOM KOPaKy, & 3aTUM MOHABJ/bajyNu Taj MOCTYHaK JIOK
e oduhemMo cBa crama cucrteMa. CJIUIHO TOME, aKO YKEJNMO JIa IIPOBEPUMO 1A
JIU TIOCTOjU CTaibe Yy KOM je hopMyJia 3a/I0BOJHUBA MOPAMO y CJAUIHOM MAHUDY
PEKYP3UBHO J1a 00uheMo CKyT CTama U Ja YTBPAUMO Ja JIU TAKBO CTAH€ MOCTOjU.

[IuTame Koje HAM cajla OCTaje jecTe OJlaKJje Ja KPEeHEMO, Tj. U3 KOjUX CTarba
Ja 3arodaHeMo Harry nperpary. Hajsehy dukcny tauky pasmarpamo jep HaMm
omoryhasa Jia KpeHeMO U3 OUJIO KOjer CTamba y CUCTEMY, Tj. U3 IEeJIOT CKyla S, U
Jla ce U3 IbUX Jajbe PeKyp3uBHO Kpehemo, o1 crama /10 cTajba, KPO3 CUCTEM IIPEKO
npesia3a u3 3agare dopmyse. Kama johemo no dpukcHe tadke, Tj. He MOCTOje

HOBa CTamba y Koja MOXKeMO Ja nmpeheMo a Koja 3a10BO/baBajy 3aJ1aTy (hopMyIy,
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oH/a ctajemo. Ay mita he ce JlecuTt aKO HEKO O] CTarha U3 KOI' KPEHEMO HeMa
uujean npesta3? Vcnocrasiba ce j1a HaM HUje JIOBOJHHO JIa KPEHEMO U3 CBUX CTAha
cucreMa Mpeko Hajehe dukcHe Tavke jep TaKO 00MJIA3UMO CaMO CTarba KOja UMajy
npeJia3e y Japyra cTamba, ajii He U OHa KOja HEeMajy HUjeJlaH W3JIa3Hu Ipesas, 300r
Tora ropej HajBehe pazmarpamo u HajMamy ukcHy Tadky. Hajumama dpukcHa
Tayka omoryhaBa HaM j1a KPEHEMO O] CTarba KOja HEMA]y M3Ja3He mpeJiase, Tj.
CKYII CTalba y KOja MOKe u3 mhux ja ce npehe je mpasan. Pazmarpamem 0de
duKcHe TavuKe MOKPUBAMO CBe MOryhe ciydajeBe PeKyp3WBHOI IIPOJIACKa KPO3
CKYTI CTaIba.
Jeman oy HaYMHA J1a KOHCTPYUIIIEMO aJITOPUTAM jecTe MPeKo (PyHKITMOHAJIA,

Kao ImTo je nmpukasano y pany Keupena [25| (enr. Keiren). Oueparopu v u
MOry ce JeUHUCATH Ca:

o [vX.@]}, =vT C S.9,(T)

o [uX.pl}, = pT C S.2y(T)
rae je ®y : 29 — 25 dynxkumonan gedbunucan ca O (T) = [l VT
o3nadaBa HajBehy, a p1' HajMamwy (pUKCHY TadKy.
V3 nmomoh HOBUX JeduHUII]a ollepaTopa Ipodahemo /1a 1eduHUIIIEMO HTEPATUBHI
aJITOPUTAM 33 U3PAdyHABAbE CTamba y KOojuMa je Heka (hopMyJia ¢ 3aI0BOJHUBA.
Heka je ®°(T) =T u ®"*H(T) = ®&(®™(T)), dynyhu 1a je & monorona dynkimja
u S je KOHAYAH CKYII CTamba MOXKEMO U3MEHUTH JePUHHIH]E OIlepaTOpa U U [4:

o Xl = @4(5)

o Xl =U a0
Ose nBe dopmyse mpecTaB/bajy Halle (pUKCHE Tadke, IpBa HajBehy, a apyra
HajMamy. Anropuram nounmenmo o ®° 1 m3BpmaBaMo ra Kpo3 UTepanmje cBe JOK
ce U3BpINABaIbe He CTAdW/IM3yje, IPBO 3a HajMarmby, a 3aTUM U 3a HajBehy ukcHy
tauky. [louumenmo o1 ¢ = 0 a Kao yja3 3a HajMawy (DUKCHY TAYKY Y3UMaMO IIPa3aH
ckyn (). Hakon Tora m3padyHaBaMO CKYIl cTarba y KojuMa Baxkn ¢opmymta PO,
npuMeHoM (opMyia Koje ¢MO JedUHICAINA Y CEMAHTHIIA MOJIAJIHOT PAYyHA. 3aTUM
y CBAKOM HAPEJIHOM KOPaKy aJropUTMa MHKPEMEHTHUPAMO ¢ 3a 1 1 u3padyHaBaMmo
CKyTIOBe cTama ojrosapajyhinx dopmyna (O, ®2...). Kaja uznasu jse y3acTomHe
ureparyje Oy/Iy UCTH, KA0 M3J1a3 CMO JTOOMIN CKYTI CTaiba CUCTEMA TIpesia3aka Koja
3aJ10BOJbaBajy 3aaaTy dhopMymny . HakoH mTo cMO 3aBpIInIN U3padyHaBambe
3a HajMamy (GDUKCHY TAYKy UCTHU IIOCTYIAK IpUMemyjeMo 1 Ha HajBehy dhukcHy
TAYKy, C TUM IIITO y -EHOM CJIy4Yajy yJia3 IIPBe UTepallije MpeJiCTaB/ba 1e0 CKYI
S. Ha oBaj HaunH meduHUCAIN CMO HTEPATUBHHU aJIrOPUTAM 3a IIPOBEpPY (hopMyia

MOJIQJIHOT [(-PadyHa.
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Hedununmja 3.3.7. (a-nyrama). a-mmyrama y cuctuemy upesada T, ige je a €
Act apenas usmehy ctiarea cuctiema, Upegciiasna GYWary u3 jegrol Clarsa

cuctiema s1 € S, nu3 upeaas a, go gpyior cara cuctiema sy € S.

Y nacraBKy he OuTh mpukazana JBa IpHMepa IIPOBEPE 33 I0BOJLUBOCTH

dbopmyste p-paayna. pumepu cy npeyseru u3 pajga Modal p-calculus [25].

ITpumep 3.3.6. Cuctiem tpenasdaxa T 3again je na cauyy 3.2, aposepuhemo ga

au y wemy eagtce dopmyae pX.(a)X uvX.(a)X.
i
—n\:‘:-_]_);_J a
CiukA 3.2: Cucrem npejazaka 1

IHouehemo ca gopmyaom uX.(a)X. Peyumo ga je ® dynryuonan u ga je ®(T) =
[{a)X ]][TX;:T}- Caga wpeba ga aporahemo Hajmary Purchy WawKy GYHKUUOHANG
O u wo hemo ypaguitiv y3 womoOh UTEPATUSHOT ANTOPUTLMA KOJU CMO DAHUJE
gedpunucanru. Bygyhu ga uspauyrasamo otepatiop [ TOAA3UMO 0F UPA3HOT CKYTQ
U UPOAAZUMO KPO3 UTHLEPAYUTe GOk HE CTUUTHEMO JO HATMAtE PuKrcHe TarwKe:
0(0) =0
2'(0) = [(a)X Ty
={s€58 | Jesactays >t N t€[X]Txg}
={s €S | Jesucia}s =t A t€[X =0/(X)}
={s€S | Jiecsaci}s >t At}
=0
Hawau cmo urchy wWanky ogmar y Gpeom KOpaKy aAlopuilima U 6ugumo ga je
CKYT CWAra K0ja 3a9go60/5a6ajy TouetlHy Gopmyay Upa3an.

Caga hemo aposeputuu popmyay vX.(a)X. Hocwytak je cauvar Kao u y
UPETWTOGHOM CAYMAJY € WUM WO Y CAYHajY 0UEPamopa vV TOHUEMO 0 UEAOT
cKyta cara S u GPoAa3uUMO Kpo3 utuepayuje gox ne gohemo go najeehe durcre
wanKe:

P0(S) =S8
®L(S) = [{a) X ]}
—{s€58 | Jesaciays >t A te[X]F=NY
={s €S | Jesucia}s =t A t€[X:=8](X)}
={s€S | Jiesacfa}s St AteS)
=S
Ouetti cmo Haway Gurchy WAKY 0gMaxr Y GPEoM KOPAKY AATOPUTAMA U SUJUMO
ga cea carea y cuctiemy 3agosonasajy Touetiny Gopmyay.
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IIpumep 3.3.7. 3a xomtsrexcruju tpumep yaehemo cuctiem apenradara T 3a9ail
na cauyu 3.3. Tpeba uposeputtiu ga AU GOCTOJU TYWArba KPo3 cuciliem Koja he
HaC gosectiu go CWarsa Y KOME TUPeaasd a we GoCcwoju, Wj. ga AU ToCWoju CUatbe
Koje 3agosonasa Ycaos HeqociyuHoctiu upeaasda a. Q60 ce mooce Uposepuitiu
popmynom:

la] false V (true) X

KOJa 03HAYMABA & CMO UAU GOULAU O HCENHEHOT CUara, Wj. CWara Yy Kome
He Tocoju udaadnu upeaad a ([affalse) uau ugemo game xkpos cuctiem upexo
apoussonnot apenasda (true) go caegeher cmara X. Haxon wiwo je dopmyaa
ogpehena camo je GOWPedHHO BUGETU §a AU YCAOS HEGOCTYTHOCTIY TPeasa a

3ago60/56a060a Hajeeﬁa UL Haj./\/LCLT"bCL ¢U7€CHQ wavra.
i1 o

o 89|
] '\-_2
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At
w
=/
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Cnuka 3.3: Cucrem npejia3aka 2

Houehemo ca najmaroom gurcrom waurom. Pyruxyuonan ® sagaw je ca ¢ (T)
= [[a]false V (true) X ]][TX::T]. Caunmno TGpouLsom Tpumepy UOUUrbEMO 0 UPasHoT
CRYUA U U3EPULABAMO AATOPUTLAM UTLEPATUUCHO:
P00) =0
®'(0) = [[a] false V (true) X]Ty._y
— [lal falselfy,_q) U [(true) Xy
={s5€S | Viesaefa}s 5t =tc}
U{s €S | iesacfa)s >t A tE [XT7x—g)}

={s} U
= {52}
®2(D) = [[a] false V (true) X] Ty oy

= [la]false][y._ 5,y U [(true) X]Ty._

={s2}U{s €S | Jicsacia}s St AteE [[X]];(;:{SQ}}

= {s2} U {s0}

= {50, 52}
®3(0) = [[a] false V <true>X]][TXZ:{50782}]

= [lalfalse]lx._ (g ooy U [{rue) XTiv._ o 0y

={s2}U{s €S | icsac{a}s St Ate [[X]][Tx:{sm&}]}

= {s2} U {s0}
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= {s0, 52}
Hawnu cmo dpurcny wawky waxon 3 utepayuje astoputima U ugumo ga cy
ctWaroa K0ja 30906050645y TOUETHY POPMYAY So U Sa.

Caga hemo usdpavynativ wajeehy durcny wWawky:

P0(S) =S
®'(S) = [[al false V (true) X|Tx._g
= [lal falselfy,_g U I{true) XTfy,_g
= {52} U{s €S | Jiesucia)s =t AN tE [X]Tx—g}
= {s2} U{s0,51}
=S5
Hawau emo pukcny Wawky ogmar y Gpeom Kopary aiopuilima u 8UGUMoO ga C6a
CUWaroa Y CUCTEMY 3AG0B0HABAJY TOUETUHY POPMYAY.

Haxon witio cmo nawau najmarey u najeehy durchy wawky Gutiaree je xoja
HAM 0 HUT 6UWE 0gI08aPa. YCA06 HeJOCTUYTUHOCTIU Upeaa3a a Koju wpeoa ga
3agoB80HUMO UCTYIEH Je Y CTArY S2, ok je CULare S1 HEUOHCEHHO JeP MY JequHl
u3na3nu apeaas 6ogu Yy camor cebe upexo a. Taxo ga, dygyhu ga nam ctaree Sy

He 0gT08apa, dUPaMO HAJMarY urchy TWaWKY KOja cagpaHcu cWarba Sy U Sa.

VY mponumM puMepruMa MOTJIA CMO J1a BUJIUMO KaKO Ce KOPUCTHU UTEPATUBHU
aJIrOpuUTaM 3a IpoBepy dopmylia, a cajia heMo Moryie aT Heke mpuMepe popMmysia
J-padyHa Koje ce 4ecTo jaBsbajy y mpakcu. [Ipumepu cy mpeyseru cy u3 paja
Modal pi-calculus [25].

3.4 Beza ca urpama nmapHOCTH

Besy msmel)y mrapa mapHOCTH M MOJAJIHOTr f-PadyHa IMPBU Cy OTKPUJIN
Emepcon (enr. Emerson) u Jyrna (enr. Jutla) [11] 1991. rogune. ¥ ®UXOBOM pajty
IpUKa3aH je HAU4UH Ja ce IIPOOJIeM pellaBarba Urapa IMapHOCTH CBeJe Ha IpodJIeM
mpoBepe Mojiesia MoJaaHor p-padyHa. Heka je G = (V, E, «) urpa maprocTy,
a dyuknuja npuopurera ysuma spemnoctu «(V) = {1,...n} ok je najsehu
npuopuTer n napa (1a je Henapan dbopmysia ou novena ca 1,V Z, 1...). Axo

rpad G = (V, E) 3amernMo cucreMoM mpesiasaka T uMamMo hOopMyIIy:

0= vZn 11 i 2. (\/(Y0 AX: A (= ZIVV (YA X A [—]ZZ-)) (3.1)

1<n <n

Ha xpajy, Basyanuja ) 3a/10BO/baBa:

e V(X)) ={veV | a(v) =i}
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° V(Yo) =V
e V(Y1) =W

Teopema 3.4.1. Heka je G = (V, E, a) uipa aaprocwu, T cuctiem Uperasara,

V sanryayuja, a © dopmyaa [L-panyna xoja je sagatia usnag. Onga
ve Wo(G) < (T,v) v p

JakJre, ipodsieM IpoBepe Jia JIM ce HEKU YBOP ¥ HAJIA3HU y MOOEHUIKOM
PErMoOHy HEKOI urpada U IpOoOJeM I[poBepe na Jin je (popMyJsia [-PadyHa
3a/I10BOJbUBA y 3a/aTOM CHCTEMY IIpejla3aka U Bajlyallldjd, U3 UCTOI' II0OYETHOT
9IBOpa v, Cy €eKBUBAJIEHTHU.

la du ce mimycTpoBaJsia Be3a u3Mehy urapa ImapHOCTH U MOJIAJTHOT [i-PadyHA,
Tj. 1erose dopmyJie Kojy cy aedunucanu Emepcon u Jyria 3.1, y nacrasky he

OUTH IpUKa3aHa JieTa/bHa aHAJIM3a Te (popMyJie Kpo3 IpUMep.

IIpumep 3.4.1. Hexa je G = (V,E,a) uipa uaproctiv 3agailia pagom
UPUKAZAHUM HA CAUYY 3.4, « Gynryuje TGpuopuiiellia Koja y3uma 6pegroCii
a(V) = {1,...,n}, xog xoje je najeehu upuopumew n wapan, Z;, i € {1,...,n},
UpoMEHDUBE TUPUIPYHCEHE 0gT068aPajyhum TPUOPUTETIUMA, 0 CUCTIEM TUPEAA3aKa

T Ipag uipe Gapnocwiv G. Taga dopmyaa p-pauyra Koja 0giosapa Woj uipu tAACU:

0 = v 2412y v 2.7y (Y(m AXi A=) ZOV Y (Vi A X A [—]Zi))

19e saayayuja V 3a4go60.6a6a:
e V(X)) ={veV | a(v) =i}
° V(Yo) =Vy
e V(Y1) =W

CuKA 3.4: [Ipumep rpada urpe nmapHoCTH

Caga hemo ce basutiu gGeWaLHUJOM GHAAUIOM TPUKA3GHE HOPMYAE.
Youasamo ga ce cactioju og gee Uowdhopmyre eeszare gucjynryujom. Ilpsa
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TOWPHOPMYAG 8AIAHCU KAGA CE HAAAZUMO Y CTAMY CUCTUEMA KOje TPUTAJa UTPay
Py, gox gpyia easrcu axo wpenyino ciiare cuctiema uputaga utpawy Py. IIpsa
TOTWPHOPMYAG TAGCU:

V (Yo n Xi A (=) Z)

i<n
Yy o3nauasa ckyt ctiarea xoja uputagajy uipawy Py, X; osnavwasa ckyu ctiarea
Koja uMajy Upuopuuetd i, gox (—)Z; 03HA4A6G §a4 CAMO Y HEKUM CUAIGUMG
Y Koja mootcemo ga upehemo u3 WpenywHot ctuara eaxcyu gopmyasa Z;. Osge
MOHCEMO YBUGETLU TUAPANEAY CO UTPAMA TUAPHOCTIY Jep Kaga UPOBEPABAMO Ga AU
uipayw Py uma wobegrnunky clpatieiujy u3 HeKol GovetliHoT 460pa, 34 460Pose
Koju Uputagajy uipawy Py maegamo duno xoje usnadne pare, wWj. one Koje cy y
CKAGGY CQ 1HET060M CULPATLETUJOM.

pyia wotwgopmyia wracu:

Y (iAXA[-12)
Y1 o3Hauasa ckyt cwiarea xoja uputagajy uipawy Py, X; osnavwasa ckyu ctiarea
Koja umajy upuopuliel i, gokx |—|Z; osnauasa ga y céum CWarbuma Yy Koja
MOHCEMO ga Tpehemo u3 WPerYwHoT cluarba 8axcyu gopmyara Z;. Osge uapareny
Ca UTPaMa UaPHOCTIU TUPEGCTa6./ba YUHEHUUG §a 30 gPYTOT uipava, Wj. uipava P,
MOPAMO Ga PASMATLPAMO CBE TPAHE, JeP HE 3HAMO U0 K0j0] OH CWPATLETUIU UTPa U
3607 WoTa MOPAMO PASMOTLPUTILY CEE HeT08E MOTYRHOCTIU.

Ono wiio game MOAHCEMO §a UPUMETTUMO JECTUE ga, CY TPOMEHLUBE L; KOje
uMajy Gapre Upuopuilietie 6e3are oUePaopom Hajeehe pukcre Wavke, gox cy oHe
HETUAPHUT UPUOPUTLETLA 8E3AHE 0TUEPATUOPOM Hajmarve durcHe wavwke. Hajeeha
Ppurcra Wawka, Yy CKAGGY CG CBOJOM OGAUKOM CUTYPHOCTIU, 03HAYA6A §G 30 CTUAIHE
TAPHUL TPUOPUTIETAQ BAHCU §a AKO POPMYAL BAAHCU Y HEKUM (Y CAYUATY UTPAHQ
Py) uau ceum (y cayuajy uipawa Py) cmwarouma y xoja moorce ga ce upehe u3
WPEHYTWHOT CULAIA, OHGG POPMYAG 6aHCU U Y WPEHYTHOM CTLAHY Y KOM Ce
HAAG3UMO. ANHanotHo, Hajmarba Gurcha WawKka, Y CKAAGY CG CEOJOM OGAUKOM
AHCUBOCTIU, 03HAY¥ABA §G 30, CTLAG HETAPHUL TPUOPUTLETA 8AAHCY 4 GKO HOPMYAA
ape uau Kacnuje eaxcu Yy Hekum (y cayuwagy uipava Py) uau ceum (y cayuagy
wipawa Py) ctiarouma y xoja moorce ga ce gohe tonasehu u3 WpeHywHOT CLArG
u kpehyhu ce xpos cuctiem Upesas3ara, oHga GopMyaa 6axtcy u Yy WPEHYTHOM
cwwarey Yy KoM ce HAAAG3UMO.

Haxon witio cmo gepunucanru cee UpasusHOCTU Koje ce jas.najy Yy hopmyiu

3.1 Mootcemo uT UPOBEPUTIU, HA HAUWEM Ipady uipe 3agatliom HA CAUUY 3.4.
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Ctarwa o3navena Kpyiom aputagajy uipawy Py, gox ctiarea o3navena xeagpattiom
apusagajy uipavy Py. Ocenvena ctiarea 031a4a6ajy GoOEgHUMKU PETUOH UTPAHA
Py. Houetwiro ctiaree je toprve ae60 cliarve GPuoputletta 4, u reta hemo Gpeo
pasmotiputtiu. To je ctharee Gaprot Gpuoputhetia Koje uputaga utpawy Py. To
gnavu ga Gocmatipamo najeehy durcny wavky u ouepainiop [—|. Popmysra easrcu
Y WPeHYWHOM CTAY GKO 8aAHCU Y CEAKOM CWAr6Y Y KOJE MONHCE U3 Hela §a
ce apehe. Y ctary gecro og rweta, GPUOPUTWETa 3, opmyaa eaxcu axo he ce
upexo duno Kot upesasa Kag wWag gohu go cWara y xKome Gopmyasa adicu. Y
cWary gecro 0g Heia, TUPUOPUTLETa 2, POPMYAQ 8AAHCU GKO 8AHCU Y CEAKOM
cwary Yy Koje mootce u3 weia ga ce upehe. AnanotHo ModHcemo Uposeputtiu C6a
CWarba CUCEMA, YUMe goOUjaMo CKYU CUALG Y KOJUMG BANHCU POPMYAL ©, KOJU

Jje yjequro u wodegruuky petuor uipada Fy.
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4. Crpareruje peniaBama

Baxkan acmekT wrapa MapHOCTH IIPEJCTaB/ha BPEMEHCKA CJIOXKEHOCT
o/ipehuBarme BUXOBOT TTOOEIHUKA, TI0J] YCJIOBOM Jla 00a UI'Patia KOPUCTE OITUMAJIHE
crpareruje. JeaH oJi UPBUX aJIl'OpUTAMa IPUIAroheHux wurpama IMMapHOCTU
npescraBuo je 3uenonka [50| (enr. Zielonka) 1998. ronuue, aaropuram je duo

€KCIIOHEHIIMjaJTHe CJIO?KEHOCTH U Omhe NMPBU IPEJICTAB/bEH Y HACTABKY IOTJIABIHA.

4.1 Hocanamimu pagoBu

Hakon mojase npBux ajiroputrama ycjieInia cy JieTa/bHuja NCTPaKUBaba U
MOKYIIAJU Ja C€ YTBP/IU JIa JIX Cy UT'Pe MapHOCTH PENINBE y MOJMHOMCKOM BPEMEHY.
Jypumackn [21] je 1998. mokazao ma urpe mapHocTu npuna/ajy Kiaacu UPNcoUP
IIITO je CyrepucaJo Ja BepOBATHO IOCTOJU aJrOpUTaM OPKHU OJ1 €KCIIOHEHIT!]jaTHOT.
Ta mpernocraBka ce UCIIOCTaBUJIa KA0 TAYHA jep je YCKOPO OCMUIIJBEHO BUIIIE
ajropuraMa CyOeKCIIOHEHIIHjaTHE CJI0YKEHOCTHU. JeqaH Of MPBUX TAKBUX jecTe
ciygajuu agroputam [lerepcona (enr. Petersson) nu Bopobjosa (enr. Vorobyov)
[37], a Hemrro Kacuuje u merepMuHECTHYKE ajroputam JypuuHckor, [larepcona u
Ipuxa [23] cioxenocru n®WVn),

[InTame Koje ce 3aTUM jaBUJIO jecTe Jia JIX je MOr'yhe OCMUCIUTHU aJITOPUTaAM
koju he Outm edukacan y mpakTUIHOM pemraBamwy urapa. OBH ajropurTmu
[PETeKHO Cy OUJIM 3aCHOBaHM Ha Xeypuctukama |2, 22, 39]. YV ceom pajy Ppunman
(enr. Friedmann) u Jlaure (enr. Lange) [14] nokazauu cy na je y nUpakcu Uiax u
JaJbe Ono HajeUKaCHUjU TPBOOUTHH 3UEJTOHKUH aJITOPUTAM.

Jomn jenana mjeja Koja je MMIIJIEMEHTUPAHA TIPU U3PaJId aJropuTaMa jecte
yBODeme mapamMeTpa m, KOju IPeJICTaB/ba OpPOj Pa3IUdIUTUX IPUOPUTETA KOje
9BOpOBU MOTY Ja uMmajy. Meknayron (eur. McNaughton) je y csom pauy [33] us
1993. roauHe mMoOKa3a0 ga UTpe MAPHOCTH MOTY Ja ce perre y Bpemerny n/ 00,
Kacauja ynanpehema nana cy cioxenoct ™20 [42], a Ilese (enr. Schewe)

m/3+0(1)

je y cBom pajy [41] cycrno cioxkenoct Ha n " yTBPAUO Jia je ynorpeda
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rmapaMeTpa m BeoMa BayKHa y aHAJU3W BPEMEHCKE CJIOYKEHOCTH pelllaBarba Uurapa
IMapHOCTH, U Ja je 9aK IPUPOIHA, KAao 1 Ja je mapamerap m y HajBehem Opojy

cJIydaja eKCIIOHEHIINjaJTHO MamhU OJT N.

Hedunnmmja 4.1.1. (w-ayromar). w-aylomaliu UPegeiias.nhajy 6apujaHuLy
KOHAYHUT QYULOMATLG KOJQ YMECTLO KOHAYHUL HUCKU TUPUMG KAO YAa3 HeckoHnauHe
Hucke. 3007 YUrbeHUUE ga UPULBATAY OECKOHAUAN YAA3 W-AYTLOMATLU MOPAJY
ga gepunuwy ycaose uTpurealarba (ewl. acceptance conditions) ymectwo

UpUTBaWHUBUL 34BPUHUL CUATLA.

Hedbunnnmja 4.1.2. (Byku ayromar). Byxu ayt@omawu (ent. Bilichi automa-
ton) upegctiasnajy GOWKAACY W-AYWOMATLG Y KOJUMG je YCA08 TUPUTEaTLatha
gepurucar nag wotickyiom F aytiomatia G. Yeros tGpursatiara je 3agosomen
3a cee yaazmne pewu p 3a xoje je Inf(p) N F netpasro Wj. Gocloju Upureatibuso

ctiarbe Koje ce uojasmyje OECKOHAGWHO MHOTO TYTa Y p.

Hedbunnmmja 4.1.3. (Ayromar mnapuoctn). Aywomaiu — GaPHOCTIU
UPEGCUWAB.HaJY JoOUL JeGHY TOTKAACY W-AYTLOMATLA. Y aYTOMATLUME TAPHOCTIU
YCA06 UPUTBATWAT6A 30 YAA3HY PEY P Je §a je Hajmarvu Opoj Koju ce jae./ba Y

beckorauHo UPOAGCKY pewu p Kpo3 ayuomatll UapaH.

Urpe napuoctu mMory OuTu mpuMemeHe U y OOJACTH PEaKTUBHE CUHTE3e
(enr. reactive synthesis) u To Tako mMTO ce HOPMyJIe TEMIIOPATHE JIOTUKE MPEBOIe
y Byku ayToMar Koju ce 3aTUM JIeTEPMUHU3Yje KOHBEP3UjOM Y ayTOMAT HAPHOCTH.
Hup TTurepman [38] (eur. Nir Piterman) je 3atum jmoka3ao jna Byku ayromar
ca n cTama MOXKe JIa ce KOHBEpPTYyje y ayToMaT IapHocTh ca 2 - n" - n! crama.
Hemrro panuje, Tomac Buske [48| (enr. Thomas Wilke) je nokazao ma mpodiem
HaJIayKerha yCJIOBa IIPUXBaTambha ayTOMaTa IAPHOCTU MOKE JIa Ce CBeJie Ha IIPodJIeM
[IPOHAJIACKA ITOOEHUYKE CTpaTeruje y WIrPU I[MAPHOCTH, YUjUM DPEIIaBAFHEM
JI00MjaMO pellerhe OYeTHOr IIPodJieMa.

Hu Cracuo (enr. Di Stasio), Mypano (eur. Murano), Ilepenn (enr. Perel-
li) m Bapau (enr. Vardi) |9] nosesanu cy npucryne Kopuniliera ayroMara U
napamMeTpa m W U3BPIIWIA Cy pa3He eKCIlepuMeHTe y Kojuma je m = log(n).
OBaj IpuCTyI MOS0LITAO je BpeMeHcKy cioxkenoct Ha O(n°8™1+6) mro snaun
KBa3UIIOJIMHOMCKY T'PAHUILy U3BPINaBaiba jep je yBek Moryhe mzadpaTtu m Tako
Ja je m < n Oyayhm ja Opoj pa3nuduTUX IIpUOpUTeTa HEe MOXKe OuTu Behu o
Opoja IBOpOBA, jep CBaKM YBOp MMa TadHO jejaH mpuoputetT. [llraBurie, ako je m
< log(n), Bpemencka cioxenoct je O(n®) mro npeacrasba GUKCHY U HAJHUKY,

CJIO2KEHOCT KaJa je urpa mapamMeTpusoBaHa Ca M.
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Kacuauja ucrpaxkusama [13, 15, 20| cioycTusia ¢y BpeMEHCKY CJIOXKEHOCT Ha
O(mn?3%) (oBa coxkenoct nodujena je y paay Jypuunckor u Jlasuha) J0K cy y
JIPYTUM PaJIOBUMA JIOOUjEHU CJAUYHU PE3YJITATU Y 3aBUCHOCTHU OJI ITPETTIOCTABKH
KOje cy npuMersere y Besu urapa. Pagosu [20] [13] uctuay ce 36or unmenurie a
[opeJ, KBa3UIIOJMHOMCKE BPEMEHCKE CJIOYKEHOCTH MOI'Y Jia ¢e MOAUMUKY]y TaKo

J1a TIOCEyjy KBa3WJIMHEAPHY MTPOCTOPHY CJIOYKEHOCT Y OJIHOCY Ha OpOj CTamba 7.

4.2 EKcnoHeHIHjaJIHU AJIrOpUTaAM

[IpBu anropuram 3a pelaBarmbe Urapa MapHOCTU KOju heMo Pa3MOTPUTH je
WHTYUTUBHU €KCIIOHEHIIN]aJIHA aJropuTaM. AJIropuramMm MoKe J1a ce KOPUCTH U Y
JIPYTUM TIPOOJIEMEMA & 3& UI'Pe TIAPHOCTU HPBU Ta je npejcrasuo 3uenonka [50]
1998. rogune. 3acHoBaH je Ha JIOKA3y JIETEPMUHUCTUIHOCTU Oe3 naMherma (eHr.

memoryless determinacy). Ha ciumu 1 nar je npeyaoko/ ajropurma.

Teopema 4.2.1. Hexa je G uipa Gaprociiu, oHga je u3aa3 astopuitma resi(G) =
(Wo(G ), Wi(G)), wge je Wo(G) wobegruuru petuon apsot, a Wi1(G) wodbegnuvru
petuon gpyiot uipaua. Bpemencka caosrcenoct artoputima je 2°M) | ige je n =

IV(G)].

Jlokas. Jloka3 ce KOHCTpywuIle WHyKImjomM 1o Opoj usoposa |V(G)|. Basy
UHJIYKIj€e TIpeIcTaB/ba pasal ckyll V(G)| = () 3a koju Teopema OYHUIIIETHO BAXKH.
AKo y cKyIly ITOCTOju caMO jeJIlaH YBOp OH hie MpUIa aTh MOOETHUIKOM PErHOHY
urpada Py ako je MpuOpHUTET YBOpa HapaH, nHade he IpunajaT mode THHIKOM
peruony wurpada P;. Uuade, nouumemo ox ckyna VP =Y C V(G) u be3
ryOUTKa MeHEePAJIHOCTH MOXKEMO IPETIIOCTABUTH J& je P mapHo. VHIyKTUBHM
KOpaK IpejicTaBiba padyHame pertetba (Wy, W) 3a nomurpy G’ = G\ Fy(Y). Ha
OCHOBY WHJIyKTUBHe xurnoreze Wy u Wi cy nodeannyaku peruonu urpada Py u Py

y nogurpu G'. O

Haxon modernux mHuimjam3amnuja, cKyn A je npuHy HE CKyn urpada P,
KOMe ojroBapa napuocT HajBeher nmpuopurera y G. lakme, urpaa P; moxe 1a
. . . . y
ocurypa Ioodemay y cBakoj decKoHadHO] urpu Koja mocehyje ckyn A. Ilogurpa G
HacTaje Kaja ce u3 urpe § ykjonu ckyn A, a meHa pererma npeactasbajy Wo,
IMOOEeTHUYKY PeruoH 3a urpada Py, u Wy, modeHnydKn pernon 3a urpada Pj.
Axo je W/ =V, To 3naun na je ckyn W{_, nmpasan u ga urpad P;_; Moxe u3
ckyma W;, y kome nodehyje urpau P;, na moderne camo y ckym A, y Kome Takohe

nodehyje npyru urpad. To 3naum mga y urpu nodehyje urpau P;.
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Aaroputam 1 ExcnoHeHIjaJHA aJIrOpUTaM

1. procedure 7esi(G)

2 p := najBehu npuopurer y G

3 if p =0 then

4 return Wy, W, :=V, {}

5: else

6 Y := uBopoBu y G ca mpuopuTeToM p
7
8
9

7 := p mod 2
: Wi, Wi = resi(G\A)
10: if W/ =V then
11: return W;,, Wy_; := V, {}
12: B .= Fl—i(Wll_i)
13: Wy, W' = resi(G\B)
14: return W;,, W,_, := W/, W', UB

WNuayge, ako ckyn Wi_; Huje npa3aH TO 3HAYM Jla Y UTPU MOXKE JI& 1100eIu
camo urpad P;_; jep urpaua P, He moxe 1a moderte u3 ckyma Wi_; y ckymn A.
Barum padyHaMo TPUHYIHU CKyIl B 3a urpada P;_; u paduyHaMO HOBY IOJUTDY
G" koja ce mobuja mzdbarmuBameM ckyna B usz urpe G'. HoBy mogurpy peraBamo
PeKyp3uBHO 1 u3 nodujenux perremba W/ nu W' . nobujamo na je W/ modeannuxu
pernon 3a urpada P;, a W{' .U B 3a urpaua P;_;.

[IITo ce Tudve CIOKEHOCTH, Y AJTOPUTMY UMaMO JBa PEKYypP3UBHA IO3MBA,
00a TyTa Ha Marmoj urpu mro Ham jgaje 2 - T'(n — 1), rue je n 6poj uBopoBa y
rpady. Ocratak ajaropurmMa orpanudeH je dpojem rpana y rpady jep je TOJIMKO
BpeMeHa TI0TpeGHO Jla ce U3padyHa OPUHYIHU cKyl, To je O(n?). YKymHO Bpeme
usBpIIasama ommcano je dopmynaom T'(n) < 2-T(n — 1) + O(n?), na Baxu
T(n) € 200,

4.3 MaJjie mepe HampegoBamba

Ybp30 HakoH 3uesloHKUHOT ajroputrma, Jyprumacku [22| je 2000. romume
Pa3BUO AJITOPUTAM 3aCHOBAH HA MepaMa HaIPEeJIOBarba KOjU IIPEJICTaB/bha jeIaH
OJ/1 Haj3HAYAJHUJUX W HajUellhe KOPHUITNEHNX, aJrOpUTaMa 33 pPelaBambe urapa
napuocru. Vjeja ajropurma je IpUIPYKUBAIbe MePe HAIIPEI0Batba (€HD. progress
measures) CBAKOM OJ YBOpOBa y rpady, Koja du mpenusHuje oJpejuia Ja Jin
je YuBOp J100ap WJIM JIOII 33 HEKOT OJ] WI'pada, Tj. KOJUKO je Taj YBOp OIU3Y
3a/10BOJbaBama ojipehenor ycaosa. Mepa HampeoBama axKyprupa ce HAKOH CBAKOT

IIoTe3a y urpu u To TakKo Ja OCUr'ypaBa HpI/ISJII/I}KaBaH)e 3a/IaTOM YCJIOBY.
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[IpescraBibame asropurma rmouehemo gedunncameM MOTPEeOHUX TEPMUHA.
Heka je o € N? d-Topka HeHeraTHBHUX IeIHX OPOjeBa 3a KOjy BasKIH:
o (X — (Oéo,Oél, ...,Oédfl)
o < < =, # > > Ha d-TOpKaMa O3HAYaBa]y JIEKCUKOTPa(CKO MPOITIPEHE
o/iroBapajyhux pesaruja HaJl IeJuM OpojeBuMa
o (ng,ny,....,ng) =i (mg,mq,...,my) akgo (ng,n1,...,n;) = (mg, My, ..., m;),
rae je = € {<, <, =,#,2,>}

® aKo je ¢ > k wim ¢ > | d-topuu J1o1ajemMo nipeduKCcHE HyJTIe

IIpumep 4.3.1. IIpumepu xopuwhersa d-twopku:
o (0,1,0,1)=0 (0, 2, 0, 1) wimo 3nawu ga wpedba ga sasxcu (0) = (0) wwo
je WavrHo
e (0,1,0, 1) >3 (0, 2, 0, 1) wwo 3nauu ga wpeba ga saxcu (0, 1, 0, 1) >

(0, 2, 0, 1) wimo je netwauro

Hedbunnunuja 4.3.1. (Mg). Mg C N¢ gedpurnuwemo xao xonauan cxyi d-wopru
Koje umajy 0 na TGapHum TO3UUUJaAME U HEHETATLUSHE Uese Opojese Ha HeTUaPHUM

UO3UUUIAMA.

Hedbununmja 4.3.2. (Mepa nanpenosawa napuoctn). Hexa je G = (V, E, p)
utpa Gaproctiu. Pynxyuja o 1 V — N¢ je Mepa mampemoBarba IapHOCTH Ha UTPU
G axo 3a ceaxy pany (v,w) € E eavicu:

o 0(0) 2y 0w) axo je p(v) aapuo

o 0(v) >, o(w) ako je p(v) neaapro

IIpobsiem ca nmedpuHuIIIjOM © jecTe MITO Mepe MOTY Jia Ce J0/ajy Camo
YBOPOBHMA y MAPHUM IMKJIycuMa (IUKJIYCH y KojuMa je Hajselim mpumopurer
napan) jep je penamuja crporo Behie kazga je p(v) memapuo. Ilpumep osor
HeJI0CTaTKa MOxKeMoO BujieTu Ha ciaunu 4.1 rae numje moryhe jiozenutu Mepy
gBopoBuMa jep o(v) > o(v) HEje TadHO. 30T TOra MOpPaMO MOAU(MUKOBATH

JeduHUIjy Tako Jia YK/bydyje U HelapHe ITUKJIyce.
@
0]
u v

CnukA 4.1: I'pad ca mHenpanuM IUKIYCOM

Hedunannnja 4.3.3. (M/). Mj = Mg U {T} gedunuwemo waro ga:
o m{<,<;}T 3a ceaxo m € Mg
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o T =, T 3a ceako 1

Hedunununja 4.3.4. (Prog). Axo je 0 : V. — M} u (v,w) € E, onga je
Prog(o,v,w) najmare m € M/, wmaxseo ga:
o m >,y o(w) axo je p(v) wapro

o m > o(w) uru m = o(w) =T ako je p(v) netapro

Jonyauimm cMo Harry JeduHUIIjy Tako Ja yKbydyje m = o(w) = T ako
je p(v) memapuo. Tume cmo omoryhnanm ja mocroje HemapHU IUKIIYCH jep aKo
U3 YBOpa v Mpeja3uMoO Y 9YBOp W, & BaxKW v = w Kao Ha cauim 4.1, orga je u

0(v) = po(w) u3 gera caeaun m = p(v) = p(w) mro 3naun na je p(w) = o(w) =1T.

Hedununuja 4.3.5. (Mepa nanpejosama mapHOCTH - Tpormpere). Heka je
G = (V, E, p) utpa tapnociu. Pynxuyuja o : V — I\\/Jlg je mepa HaUpeqosarba
aaproctiu Ha uipu G axo 3a ceaxu ueop v € V easicu:

o axo je v € Vy onga I uwycpo(v) >pw) Prog(o, v, w)

o axo je v € Vi onga ¥ (yu)ecpo(v) >pw) Prog(e, v, w)

Jlakiie, 3HAMO KaKO Cce m3padyHaBa Mepa HAIIPEIOBamba Y UrpaMa IapHOCTH 1
caJia je moTpedHO J1a BUIUMO Kako he HaM To momohu y jiedbuHucaby CcTpaTerija
3a urpade. Axo je G = (V, E, p) urpa napuocru, a 9 : V — I\\/Jlg Mepa HallpeJI0Bamba
oHJIa JAePUHUIIIEMO CTPATErH]Y 0 : Vpamo — V Tako ja je 9(v) 4Bop w Koju ciean
u3 v anje je o(w) Hajmame. Bynyhn 1a je o Mepa HanpeoBama ¢ je mobeHIIKA
crpareruja 3a urpada Py us ||q|| = {v | v € V A o(v) # T}. IllraBume, Taksa
Mepa MOpa Jia TTOCTOjH.

Ha urpu G = (V, E, p) u mepu nanpenosama ¢ : V — M nedunncahiemo n
onepaTop L:

e 1 C paxko je u(v) < o(v) 3a cako v € V.

® aKko je u # o m pu C o onjma namemo p C o
Omneparop C cMmo yBesu jep HAM OH Jiaje CTPYKTYPY IIyHE PEIeTKe HaJ CKYIIOM
dbyukmnuja V — Mg Paznor 3amro naM je moTpedHa TakBa CTPYKTYypPa JICKH Y
Teopuju HUKCHUX TadaKa M HErOBO ODjalllIbeibe TPEBA3UIa3n JOMEH OBOT PaJIa.
Ykparko, Ha ocaoBy Teopeme Knacrepa u Tapckor [45] (enr. Knaster—Tarski
theorem) HajMama Mepa HaIIpeJIOBamba [, KOja je U 1modeIHnYKa 3a urpada Py,

MOpa JIa TIOCTOjU U MOKE C€ U3PAIyHATH UTEPAINNjOoM (PUKCHUX TadaKa.

Hedunnnmja 4.3.6. (Pyuknuja nogusama). Lift(o, v) s3a v € V gedpunuwemo

ca:
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q(u) aKo je u # v
Lift(o,v)(u) = § min{Prog(p,v,w) | (v,w) € E} axo je u = v € Vparno
max{Prog(o,v,w) | (v,w) € E} ako je u=1v € Vyeparno
3a cako v € V Lift(-,v) je monorono, a dynxmmja o0 : V — M/ je mepa

HampenoBama akko je Lift(p,v) T o, 1j. o je npeduckna rauxa Lift(o,v)

oreparopa, 3a CBako v € V.

4.3.1 Anaropuram

Kopucrehun mnperxonno nedunncane TepMuHE MOXKEMO KOHCTPYHUCATHU
aJrOpuTaM 3a [pOHAJAXKEhe HajMare Mepe HallpejoBama. AJjropuram je

MIPUKa3aH Ha CJIUIH 2.

Agnroputram 2 Hajazkeme Mepe HalpeIoBarba
1 p:=\v € V.(O, ...,O)
2: while u C Lift(u,v) 3a v €V do
3: w= Lift(u,v)

Bpewmencka ciioxkenoct osor anaropurma je O(nm - (d—’;‘z)d/ 2), Tae je n 6poj

YBOpOBa, M Opoj rpana, a d Hajsehu npuoputer y rpady. IIpocTopua ciroxkenoct
je O(d - n).

4.4 JleTepMUHHUCTUYIKHN CYyOEKCIIOHEHIIVjaJITHI

ajiropuTam

Jenan oy mpBUX W Haj3HAYAJHUJUX AJCOPUTAMA CYOEKCIIOHEHIIHjaJIHe
CJIOYKEHOCTH 3a pelllaBame urapa MNapHOCTU jecTe ajropuraM JypruHCKOT,
[Tarepcona u Ilpuka [23| objaBmen 2008. romuue. Ilpe Hero mro je oBaj
aJropuTaM Pa3BHUjeH, HAjOPKU aJITOPUTMU 33 PellaBaibe Uurapa MapHOCTH jecy
Omsn cyOeKCIIOHEHINjaJIHU aJid Cy OWJIM 3aCHOBAHU HA CJIYyYIajHOCTU, KOHKPETHO
Ha CJIy4YajHOM CyDEKCIOHEHIIMjaJJHOM cuMILIekc anropurmy Kamawja [24] (enr.
randomized subexponential simplex algorithms) u IPyruM CIUYHUM aJTOPUTMEUMA.
Y 0BOM IPHUCTYIY CJIYyYajHOCT UI'Pa KJbYUYHY YJIOTY Y CJIO0XKEHOCTH aJI'OPUTMa U
ILEHOM CITYIITAy y CyOEKCIOHEHIIMjAJIHY KJACY, T€ C€ HAMETHYJIO IUTAhEe I3
Ji je Moryhe pa3BUTH CTAOUIHUJU JETEPMUHUCTUYKU AJITOPUTAM KOJU TTPUIAIA

WCTO] KJIACU CJIOXKEHOCTH.
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3a pasjmKy /10 CIy9YajHUX aJropuTaMa, JIeTePMUHUCTUIKN aJrOpUTaM KOju
hemo /a mpWKaXkKemMo 3aCHOBAaH je Ha 3UeJJOHKHHOM ajroputmy. CjoxkeHoCTH
aaroputMa je OV oen) 0V axo Gpoj mamasHux rpana 4Boposa rpada Hije
OrpaHWYeH, KOja je OTHPHUJINKE MCTa KA0 M CJI0XKEHOCT CJIYYajHOT aJITOPUTMa
Bjopkiynza [3] (enr. Bjorklund).

Kao mro je Beh HamoMeHyTO, aJropuTaM IIPeICTaB/ba MOINMUKAIIA]Y
3UeJIOHKUHOT aJITOPUTMa KOJU je MIPUKA3aH y MPETXOIHOM TOTJIABIBY. SUEJIOHKIH
AJITOPUTAM MMa, PEKYP3UBHY CTPYKTYPY U CACTOjU Ce O] JIBa PEKypP3UBHA ITO3UBA,
Ka MamUM HT'paMa Koje caJp:Ke, y HajrOpeM cjaydajy, n — 1 YBopoBa IITO HaM
Jlaje eKCIoHeHnjasny cyiozkeHocT. CyDeKCIOHeHIInjaTHu aJropuTaM MonduKyje
€KCITIOHEHIINjaJTHU aJITOPUTAM TaKO IITO yHarpehyje Ipyru peKyp3uBHHU TO3UB Y3
nomoh yBoherha HOBOT 1OjMa HA3BAHOT JIOMUHUOH (eHT. dominion).

JoMmuHnoH mpeacraBsba ciayln 4BopoBa Dy kojuma urpad P, "siama',
Tj. MOXKe JIa TT00e U TOJIaXKEHheM M3 OMJIO KO YBOpa y [) TaKo ja He HaIlyCTHh
ckyn D m 1a He J03BOJIM JPYroM urpady jaa Hamyctu ckyn D. lomuauon y
KOMe BJiajia urpad P; o3nadaBamo ca i-moMuHUOH. [Ipumep i-momunnona jecre
MOOEIHMYKU pPeruoH urpada P; W, aju HeKHM MOJCKYIOBUA TOT CKyla Takobhe
MOI'Yy OMTH JOMUHHOHU. 3HAYA] JIOMUHUOHA Y HAIIEM AJITOPUTMY OIJIEJa Ce Y JBe
YUILCHUIIC:

e CBaku i-JIOMUHUOH MOXKe OUTH y3 MaJid OPOj KOpaka yKJOIEH U3 UIpe

e /Ipyru peKyp3uWBHH NHO3UB Yy aJrOPUTMY je Ka UI'PH U3 KOje je yKJIOHmEH

1- TOMUHUOH.

Jlakjte, ako U3 Urpe MPBO YKJIOHUMO CBE MaJie JIOMUHUOHE MOYKEMO 3HATAJHO
CMAabUTU BEJIUYNHY WIPE y KOjy Ce€ yJa3u JIPYTUM PEKYP3UBHUM ITO3HUBOM.
Pekypenrna jeanaumua koja omwmcyje nHoBu ajropuram jecre 1(n) < T'(n —
1) +T(n —£) + O(n') 3a mexo £ = £(n). Y3 agexsatan ogadup £(n) mocTuzKeMo
OajlaHc n3Mel)y BpeMeHa Koje je IOTpPedHO Jia ce IpoHal)y JOMHUHUOHU U YIITEIe

IIPUJIIMKOM CMalbHBalba APYIr'ol' pEKYP3UBHOI' IIO3UBA.

4.4.1 lIlponasakeme TOMUHNOHA

IIpe onucuBama HaUYMHA Ha KOjU ce TpOHAJa3€e JOMUHUOHU Yy UT'PU ITAPHOCTHU

U CaMOr aJITOPUTMa pellaBamba yBerheMo morpedHe TepMuHe.

Hedununimja 4.4.1. (i-zarBopen ckymn). Cxkyua B C V je i-3atieopen, 1ge je
i € {0,1}, V; apegcmiasnma ckyt usoposa koju upuuagajy uipawy Py, gox V_;

UPeGeiae.na CKYl 4680P06a Koju Uputagajy uipavy Py, axo 3a ceaxu weop u € B:
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e axo je u € V; onga tocwoju pana (u,v) € E waksa ga je v € B

e axo je u € V_; onga 3a ceaxy pany (u,v) € E umamo ueop v € B

Haxkme, ckyn B je i-3aTBopen ako urpad P; yBek Moxe j1a nzadepe Jia ocrame y

B, a urpau P-; e moxe ja "moderne" (n3ahe) u3 mera.

JIema 4.4.1. 3a ceaxo i € {0,1} ckyu W;(G) je i-3awmeopen.

Zloxas. [lokaz cienu u3 jeduHUIMje urapa mapHoCTu U Teopeme 2.2.2. [
Jlema 4.4.2. 3a ceaxu ckyu A € V ui € {0,1} cxyu V\F;(A) je (—i)-3amsopen.

Jloxas. Heka je u € V\F;(A). Bynyhu na cBaku uBop nma dai jeJiHy U3JIa3HY
rpaty, ako je u € V_; oHIa Mopa Ja mocroju rpaHa (u,v) € E u3 uBopa u y
ckyn V\F;(A) taksa ma je v ¢ F;(A), unade du u dusno y F;(A). Cinano, ako
je u € V; onja cBe rpane u3 4Bopa u Mopajy ma uxay y ckyu V\F;(A). Crora je
ckyn V\F;(A) (—i)-3aTBOpEH. O

Jlema 4.4.3. Hexa je G' uoguipa uipe G, u nexa je i € {0,1}. Axo je cxyu
weoposa V', uipe G', i-sawmeopen, onga je W;(G") C W;(G)

Jloxas. Tlobemumuka crpareruja urpada P, uz ckyma W;(G') y momurpu G, je
Takohe modeIHMYKA U3 UCTOT CKyTa y opuruHaj Hoj urpu G. Urpau —i He moxe

na moderue y ckyn V\V’ jep je ckyn V' i-3aTBOpen y G. O

Jlema 4.4.4. Hexa je G uipa uaproctuu, i € {0,1} u j = —i. Axo je U C W;(G)
uwU* = F;(U), onga je W;(G) = U*UW,;(G\U*) u W;(G) = W;(G\U*).

Jokas. Heka je A; = U*UW,;(G\U*) u A; = W;(G\U*). Byayhu na je (A;, A;)
nozckyn V, moBosbHO je ma mokaxkemo na je A; C Wi(G) u A; € W;(G). Ha
ocHOBY JjieMe 4.4.2 ckyn uBopoBa G\U™* je i-3aTBOpEH, TaKoO Jia CMO HA OCHOBY
aeme 4.4.3 nokazanu na Baxu A; C Wi(G).

Ha du cmo gokazamun A; C W, (G) npernocrasumo ga je U C W;(G). Y Tom
ciydajy mocroju crpareruja ¢ 3a urpada P; y urpu G Koja JOHOCH II0OeIy U3
cBakor 4Bopa y ckymy U, u crpareruja ¢” Koja je modeJHMYKa CcTpaTeruja 3a
urpada P; y urpu G\U* na ckyny W;(G\U"). Crpareruja 0 3aTum ce noduja
KOMOMHOBameM crpareruja ¢ u ¢” ua ciaenelin naumn:

e Axko ce urpa ogsuja y ckymy W;(G\U*) ounna ce nparu crpareruja 0"’
e lnave, MICKOPUCTUTH CTPATErUjy HIPUHYIHOI CKyNa Ha cKyIy U u HACTaBUTH

urpy uparehu crparerujy o’

36



Crpareruja 6 je m00po jmedunmncana wa ocHoOBy Jeme 4.4.1 tako ja urpad P,
Mozke ga moberne u3 ckymna W;(G\U*) camo y ckyn U*. Bynyhu na crpareruje ne
3aBHCe O] IPETXOHO TocelieHnx YBOpoBa (MMO3UIMOHE CTpaTeruje), Crpareruja J
je moberHnyka 3a urpada P; 3aTo MTO aKo UKaJa IIPECTaHe J[a IPATU CTPATErH]y
0" npenasum Ha crparerujy ¢ Koja je y €BEHTYaJHOM OECKOHAYHOM IHUKJIYCY

nodeHNYKa 3a urpada ;. [

JIlema 4.4.5. Heka je G uipa Gaproc@Wu ca n usoposa u wexa je £ < n/3.
Ioctoju astoputiam caosicenoctiu O(n') koju Gponasasu Heupasar JoMuHuON ¥

G seaunure najeuwe £, uau ywephyje ga mwaxas gomMurnuor e Goctmoju.

Jloxas. Axo je £ < n/3 onna 3a cBako j < [ umamo na je (7)/(;21) > 2. Hakie,
opoj Zle(?) HOJICKYIIOBa CKyma YBopoBa V' Besmunne najsuiie ¢ je vajsuie 2(7).
Ba cBaku Takas nojckyn U nposepaBamo y Bpemeny O(£%) na nm je 0-3aTBOpeH
nin 1-3aTBOpPEH, aKO HUje HU jeJHo HU JApyro oHja U Huje momuHuoH. Ako je U
i-3aTBOpeH 3a i € {0, 1} dopmupamo urpy G[U] koja je ucra kao urpa (G) camo
mITo je orpanuyena Ha ckyn U. 3aTum Ha Ty UrpPy NPUMEHUMO €KCIIOHEHI[H]aJIHH
asropuraM 3uenonke n y spemeny O(2°) mspaaymasamo ga s urpad P nma

TOOEIHMYKY CTPATETrujy U3 CBAKOr uBopa cKyma U, ako uma, U je TOMUHUOH, aKO

Hema, Huje. YKyIIHO BpeMe uzBpinasama agropurma je O((7)2¢) = O(nf). O

Ako je Opoj m3ma3HUX T'paHa CBAKOr YBOpa urpe G jBa, OHJA JIOMUHUOH
MoOzKeMo TIpoHahn y jom &prkem Bpemeny o O(n2/logf) mTo je moxazamo y
pany y jokazy jeme 6.2.

Anropuram u3 gokasa seme 4.4.5 osnaumhemo ca gomuanoH(G, ). OBaj
AJITOPUTAM 3a UTPY HapHOCTH § W MAaKCUMaJHU OpOj YBOpOBa ¢ MpOHAJIA3H Iap
(D, i) TOMUHHOH U UTpada KOMe npuaja Taj goMuanoH, uim spaha (), -1) ako

JIOMUHHUOH HUje mponabheH.

4.4.1.1 HoBu ajgropuram

Ha coinu (3) MokeMO BUJIETH HOBH aJITOPUTAM KOjU Y ceDU CaJpKU TO3UB Ka
MaJI0 MOAMMUKOBAHOM cTapoM ajroputmy (4) Koju je npukasan y pajy [23]. Hosu
aJIrOPHUTAM Ha MOYETKY TPAXKH JOMUHIOH Besmuauue /, rie je £ = [v/2n] mzabpamo
Kao ImapameTap KOju MUHHUMHI3Yje BpeMe M3BpIaBamba IesIor ajoropurma. Ako je
JIOMUHHOH ITPOHaleH, JJaKo ra yKJIambaMo U3 UI'Pe, Ka0 U HeroB IPUHYIHU CKYII,
1 HACTaB/baMO Ca MamOM UIPOM. AKO JIOMHUHUOH HHje IpoHaleH, jeHOCTaBHO
II03UBAMO CTap¥ €KCIIOHEHIIUjaJTHU aJIrOPUTaM KOoju je MOAu(UKOBAaH TaKO Jla MY

PEKYP3UBHU TO3UBHU HE 30BY Ibera, Beh HOBU ajropuram.
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Aaropuram 3 CyOekCHOHEHIMjaJIHU aJITOPUTAM

1: procedure Hoso-pewu(G)

2 if V(G) =0 then

3 return (0, ()

4: n = |V(G)|

5: { = [\/%—I

6 (D, i) := nomununon(G, ()

7 ji="

8 if D =0 then

9 (Wo, W1) := crapo-pemu(G)
10: else

11: (W{, W) := moso-pemmu(G \ F;(D))
2 (W W) = (W V(@) \ W)

13: return (Wy, W)

Aaropuram 4 Excronennujajgnu aaroputaM MOTU(MUKAIIL]A,

1: procedure cwapo-pewu(G)

2 p := HajBehu npuopurer y G

3 Y := uBopoBu y G ca NPUOPUTETOM P
4 7 := p mod 2

o J =1

6 A= F,(Y)

7 (W, W) := moso-pemu(G \ A)

8 if W; = () then

o (WL W) i (V(),0)

10: else
11 (Wy, WY') := noso-permu(G \ F;(W7))
20 (W W) (WY, V() \ W)

Teopema 4.4.1. Aatoputam noso-pewu(G) yciewno Gponaadu todegruike
petuone utpaua Py u Py uipe taproctiu G. ¥V uipu Koja cagpocu n 4680posa 1e08a

caoocenocta je n°WVm.

/loxas. KopekTHOCT ajaropurMa ce HEIOCpeIHO JI0Ka3dyje. AjaropuraM moKymaBa
na nponabe jpomunuone sesmuunne majsuie £ = [v/2n]. Ha ocnoBy seme 4.4.5
3a oBo je morpedno O(n') Bpemena. AKo je JOMHHHOH IpoHaheH HacTaBiba ce
ca UI'POM KOja MMa HajBUIlle n — 1 YBOpoOBa Te je BpeMe MU3BpIlIaBaiba HajBUIIIE
T'(n—1). Unaue, ako JOMUHUOH HUje TIPpOHAlEH MO3UBA Ce CTAPO-PEIIH KOje 3aTUM
nosuBa HoBo-pemn(G \ A) unmje je Bpeme m3Bpiasama Hajsumre T'(n — 1). Ako
je WJ’ ITpa3HO, OHJIa CMO 3aBPIIWJIN, UHAYE je VVJ’ MO0 THUYIKN PErMOH UI'Pada,
P; na ckyny G \ F;(A) xoju je ucru Kao u HaJ CKynoM G Ha ocHOBY Jieme 4.4.4.

Hakne, W; je j-nomunuon y urpu G, a Oyjyhu ja 3HaMo J1a He TIOCTOjU JOMUHUOH
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ca najsume ¢ 4BopoBa, 3HauM Ja je |Wj| > £ m na Apyrm peKypsuBHE TIOZHB
noso-penn(G \ F;(W})) saxtesa najsurmne T'(n — {) Bpemena. YKyIHa PeKypeHTHA

jeTHaYMHA TJIACH:
Tn) <OM)+Tmn—0)+T(n—1)

Axo je £ = [v2n] onma je T(n) = n°VY™ mro je mokazamo y paiy y JoKasy
Teopeme 8.1. [

4.5 HamnpeaHu aJropuTMu

Haxkon mro cMo nmpukasajn TpHU aJI'OPUTMAa 38 pellaBarbe Urapa HapHOCTH
KOjU Cy KJ/bYYHU 3a pa3BHUjaibe Te odJlacTu M Oyjayhe ajropurme, cajia hemo
HaIPABUTHU KPATaK IIPErjejl HalpeJHUjux ajaropuraMa. AjaropurMu Koje hemo
[IPUKA3aTU MPEJICTaB/bha]y TPEHYTHH BPXYHAI[ 00JIACTA U PA3BUjAHU CY Y MOCJIEIHHEe
JIBe rojuHe. 3007 CJI0KEHOCTU CAMUX aJIrOpUTaMa, Kao U 0O0JIaCTH Ha KOjuMa, Ce
3acHUBA]y, Onhe prKaszaHe caMo HUXOBE KJbYyUHE HJieje, JTOK he duTaJiall Kpo3

pedepentie Mohu o BUMa JieTa/bHUjE Ja ce UH(POPMHUIIIE.

4.5.1 Auaropuram 3aCHOBaH Ha ayTOMaTHUMa

Osnaj asropuram npeacrasuian cy Hum Cracuno, Mypano, Ilepenn n Bapau
[9] 2016. romuue Kao MPBU AArOpUTAM KOjU KOPUCTH HAU3MEHUYIHE ayTOMAaTe.
Anropuram je 3acHoBaH Ha APT ajropuTmy mpejictaB/beHoM y pany Kymndepmana
(enr. Kupferman) u Bapauja [29]. APT asropuraM 3acCHOBaH je Ha pelllaBamby
npobJiema Tpa3HuHe (eHr. emptiness problem) Ha HAM3MEHUYHOM ayTOMATY
napuoctu (eHr. alternating parity automaton). Bynyhu ma je APT ajropuram
y TOM PaJIy JIaT caMO y CKUIlaMa U Oe3 J0Ka3a KOPEKTHOCTH, OBaj paJl MOKYyIIaBa
Jia UCIIpABU Te HeJIOCTaTKe U Hahe mpenm3an m JTI0Ka3aHO KOPEKTAH aJITOPUTAM.

Jlobujenn ajropuTaM OpHIaa Kiaach ciaoxerocta O(n!1s0m)1+6),

4.5.1.1 VYnanpehenu APT ajmropuram

Hexka je a = F ...+ F}, ycios napaocTH, rje je F; = p~1(i) ckyl cBux uBopoBa
npuopureta i. YBomgumo dyuruujy Wing(a, V, A) Koja npoHansas3u CKyI IBOpOBa
U3 KOjux urpad Py mMa cTpaTerujy Tako Ja:

e usderaBa uBopoBe cKyna A (enr. avoiding)
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e dopcupa nocehusamwe uBoposa ckyna V (enr. wvisiting) mau nodehyje y

YCJIOBY IIAPHOCTH.
camano ce nedunnmre dyukmuja Win;(«, V, A) 3a urpaua P;.
AsroputaM KOHCTPYHUITIEMO y3 TOMON WH/TYKITHje:

e Basa: Ako je a mpa3HO U YBOPOBU Cy IOJIE/HEHN HA JiBa CKyTa, V u A, oHIa
je Win;(a, V, A) ckyn uBopoBa u3 Kor urpad P; Moxke y jeJIJHOM KOpaky Ja
nobe j1o ckyma V. [Ipumep MoxKeMO BUJIETH Ha ayTOMATYy ca CIuKe 4.2, Kaja
je i = 1 onma je Winy (o, V, A) = {1,2}.

o Unnykrusnu kopak: a = F;-o/, rae je o = Fjq - ... F}, u axo je j HemapHo
1 = 0, unaue ¢ = 1.

Ckym V cazipku 9BOpPOBE Ca MPUOPUTETHMA MAIUM O] j KOju Cy JO0OPHU 3a Wrpada
P;, nok ckyn A caipku 9BOpOBe ca MPUOPUTETUMA MABUM OJT j KOjU CY JIOIIN 33,

urpada P;.

Hedbununmja 4.5.1. (Oyuknuja nodene). Pynkuyuja Win;(a, V, A) gepunuwe
ce Ha caegehu Havum:

o Cxyu Fj ca weoposuma maretl Gpuoputietia YKAaroa ce U3 o

o Cxyu Fj ce osnavu ca A xao cxyt 3a usdeiasare 3a uipava P,

e Ysoposu y cryuy F; us wojuxr uipayw P; mooice ga dopcupa tocehusarve

ckyta V apebavuyjy ce y ckya V

\Y A

CiukA 4.2: Ilpumep ayromara

4.5.2 KBa3umoJMHOMCKH aJITOPUTAM

Cnenehu anropuram kKoju hemo TpeJCTABUTH jecTe KBA3UIIOJIHHOMCKH
anropurtaMm koju cy passuin Kamyne (enr. Calude), Jaun (enr. Jain), Kycannos
(eur. Khoussainov), Jlu (enr. Li), n Credan (eur. Stephan) [5] 2017. roxune.
Asropuram ce 3acHUBA Ha I[PUMEHHM CTATUCTUKA KOje OM y TOKY UIDe
HAroBeITaBaJie modeLy jeHOr o] urpada. AKo Urpad uMa modeHIIKY CTPATEr ]y

oHJ/Ia he TO IEroBe CTATUCTUKE, Tocye oapehenor Opoja rore3a y urpu, u

40



npukasaru. Jlakie, qa Ou urpaa Py modearo oH MOpa Jia CTUTHE JI0 YBOpa Y KOMe
IbErOBe CTATUCTHUKE YKa3yjy 1moodeiy, y cyuporaom modehyje urpaa Py. Ha oBaj
HaYMH pelllaBaibe urapa MapHOCTHA CBEJICHO je Ha PeIaBaibe Urpe JOCILY THOCTU
KBA3UIOJIMHOMCKE BEJIMYINHE, KOja MOKE JIa Ce PEIIN Y MTOJIMHOMCKOM BPEMEHY
O(|V| + | E|) y 3aBucnoctu oj dpoja rpana.

IlocToje paznuuuTe CTATUCTHKE KOj€é MOTY OWUTU IIPUMEHEHE Y OBOM
aaroputmy. [Ipukazahemo nipumep jemmne, y oBOM cCJIydajy, 3a urpada Fy koju
nodehyje y ciydajy HemapHuX npuopurTera (CTaTHCTUKe 3a urpada P cy

CUMETPUYHE C TUM IITO OH TEXKU Ka ITAPHUM IPUOPUTETUMA).

IIpumep 4.5.1. Cwawuctiuky b hemo Upegcitasuiuy Kao 8eKWOP UO3UTHUBHUL
uyeaux opojesa by, by, ..., by 1ge je k = [log(n) + 2]. Hnuyujasro ceée epegrocitiu
cuetmuctmuke b jegraxe cy mwyau. Uipavu 3atum wipajy uipy aomepajyhu srcetion
0og weopa go ueopa. Cearxu Ty xaga ce gohe Yy HO6U “60P Y3UMGQ Ce 1EL0E
apuoputet b u dupa ce najeehe © xoje 3ago6orasa jegro 0g caegehuxr Upasuia:
(a) b wbg,by,...,b_1 umajy netapre epegroctiu, gok b; uma GapHy
(b) 0 <b; <b
Axo cmo naway Wareo t woctasmamo b; = b u b; = 0 3a cee j < i.
Ipumep uspauynaeara 06e CUATUUCTIUKE HAY CEKEEHUOM YBOPOBH,
1675145321323183121

MOHCEMO 6ugetiu na cauyy 4.3. Uipaw Py todehyje y uipu axo je brogn)4+2 > 0.

Haxkon mro cmo nedunmncan u u3padyHaan CTATUCTUKY OCTA0 HAM je jOIIl
jeJlaH Kopak y aJirOpUTMYy & TO je CBoherbe Urpe mapHOCTH Ha UTPY JOCTYITHOCTH,
u pemaBaibe Te urpe. Urpy nocrynnoctu necdpunmncaheMo Kao ycMmepeHu rpad
(V', E') u ckyn uBopoBa T KOju je CKyl IMJbHUX YBOpOBa urpada Fy, tj. ako
ATPU JIOCTUTHE HEKU OJ IBOpPOBa TOr cKymna urpad P, je modemuuk. Urpy
IIapHOCTHU CBOAMMO Ha UI'DY AOCTYIIHOCTH TaKO IIITO je,ILaH Y9IBOPp Urpe JO0CTYIIHOCTHU
[PeJICTaB/hAMO TIPEKO TPOjKe (v, p, w), TJie je v YBOp y UTPH HAPHOCTH, P O3HAKA
KOM UTpady MpUIaJa Taj YBOP, U W TPEHYTHA MOOETHNYKA CTATUCTUKA 33 UI'DAYa
Py. Ilpenazak u3 uBopa (v, p, w) y usop (v, p', w’) moryhe je ako mocroju rpana
y UpHU IapHOCTH u3Mely v u v, YBOPOBH He TPUIIAJIA]y UCTOM UTpady, Tj. p 7 p,
u cratructuka w Huje Beh morena modemy urpady FPy. Ckyn T’ cacroju ce o cBUX
9IBOPOBA Y KOjUMa IMOOETHUIKA CTATUCTUKA urpada Py mokasyje 1mooery 3a Tor
urpada. VIrpa mountbe U3 UCTOr YBOpa Kao u urpa napHoctu. Urpau Py modehyje
aKO ce y UI'PH JIOILIO 0 YBopa y cKyiy 1', 1ok urpad P, modelyje ako ce 4BopoBu

y ckymny 1" HUKaJl He JIOCTUTHY U UTrPa Tpaje OeCKOHAYHO JIyTO.
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Tlores | by, b3, bo, b1, by | Tpenyrra i-cekBenia [IpaBuo
1 00000 |01 L)
6 0,0,00,6 016 1.(b)
7 0,0,0,0,7 | 1607 L.Ga)
5 00050 | 161715 L(a)
1 00,051 |16 1:7 1:5 0:1 1.(a)
1 00054 |16L715014 1.(b)
5 00055 | 161:71:51405 L(a)
3 003,00 | 162725142523 L(a)
2 003,00 |1627251425232
1 0,0,3,0,1 162:72:5142:52:320:1 1.(a)
3 0,0,3,3,0 162:72514252321:11:3 1.(a)
2 00330 |16272514252321:11:32
3 00333 |16272514252321:11:3203 1.(a)
1 0,1,0,0,0 163:735143:53:323:13:323:33:1 1.(a)
3 03000 | 16373514353323133233313 1.(b)
3 0,3,0,0,3 163:735143:53:323:13:323:33:130:3 1.(a)
1 03010 |16373514353323133233313131:1 1.(a)
2 0,3,0,2,0 163:73:5143:53:323:13:323:33:131:31:12 1.(b)
1 03021 |16373514353323133233313L3 L1201 L1(a)

CnukA 4.3: IIpumep nspadyHaBarmba IIOOEIHUUKE CTpaTeruje 2

Pemasame nodujeHe urpe JIOCTYITHOCTA 00aBJ/ba Ce MO IIO3HATOM aJITOPUTMY
cioxkenocru O(|V| + |E|) 3a 3amaru rpad (V, E), ckyn T u HOYeTHH 9BOD
s. Auyropuram je npukasan Ha cauru 5. WUrpau Py modehyje ako je, Hakon
U3BpIIaBaba aJaropuTMma, qs = 0.

CiioxkeHocT oBor ajroputma je nojsunomcka, O(n’) kaja 6poj pasjimauTux
BPEJIHOCTH TIapaMeTapa JIOTapUTaMCKU 3aBUCH 0J1 0poja uBopoBa m < log(n).

Nnave, ako He MOCTOjHU JIOTapUTAMCKa 3aBUCHOCT, aJITOPUTAM MMa CJIOYKEHOCT

O(2m - nt).

4.5.3 CaxkeTe Mepe HaIIpeIoBamba

JeslaH o TpeHyTHO HajedpMKACHUjUX aJI'OpATaMa 3a pellaBamke Hurapa
IMApPHOCTHU, KaKO BPEMEHCKH TaKO W IIPOCTOPHO, jecTe aJIrOpUTaM CarKeTHX
Mepa HarnpejoBama Jypuuackor u Jlasuha [20] w3z 2017. roaune. ¥ panujem
pajay Jypumsackor [22|, koju je mupejcraB/beH y morsaBby 4.3, onucaH je
aJrOpuTaM pellaBamba HUrapa HTapHOCTH IIPEKO MAaJIuX Mepa HaIlpeIoBarba.
AnropuraM caxkeTWx Mepa HallpeIoBaiba IMOKYIIaBa Ja JOKaXkKe Ja je CBaka
Mepa HallpeIoBaiba, Ha KOHAYHOM Ipady, EKBUBAJECHTHA CAXKETHje OIUCAHO] MepH
HAIIPE/IOBAba, Tj. /1a MOYKE CAXKETH]e JIa ce IIPUKaxKe 0e3 TOCIeUIA IO KOPEKTHOCT

anaroputma. Takobe, yTBpheHo je Jia ako TOCTOjU MOOEHUYKA CTpaTeruja 3a
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Agropuram 5 Ajropuram perraBamba Urpe JO0CTYITHOCTU

1. procedure pewu uipy gocuwyunocuiu((V, E),T,s)
2 for each v € V do

3 if p, =0 then

4: qy = 1;

5: else

6 for each v € V — T do

7 ¢y := Opoj-carendenuka(v)
8 for each v € T' do

9 A(v)

10:

11: procedure A(v)

12: if ¢, = 0 then

13: return

14: if ¢, = 1 then

15: q =0

16: for each w € npernu(v) do
17: A(w)

18: return

19: if ¢, > 1 then

20: qv = QU‘l

21: return

urpada Py n3 cBakor 4popa rpada urpe, oHja MOpa Ja IIOCTOJU U CaXKeTa Mepa
HaIpeI0BabHA.

Anropuram je mHCIUpHCAH KBa3UIIOJUHOMCKUM ajroputmom Kasymea [5]
a IJIaBHO yHalpeheme y OJIHOCY Ha Hhera jecTe TO IITO je 3a OBaj aJropuTam
moTpedaH KBas3uJImHeapaH IIPOCTOP 3a M3BpIIaBarmbe, a He KBa3umoaunHoMcKu. OBo
jé MOCTUTHYTO IPUMEHOM HOBE METO/IE€ CarXKeTor KoJAuparma ypeheHux cradaa Koje
ce 00aBJ/ba TAKO IITO KpeTarmeM Kpo3 cTad/I0 mpenMeHyjeMo ojpehene yBopose
(caMuM TUM U MeHmaMoO IIyTare padBarha U3 THX YBOPOBAa), IPUTOM dyBajyhin
ypebhenoct ctadia, ca HAMEPOM Ja JI00UjeMO M30MOP@HO CTadJI0 Koje OM HaM
omoryhmio jia kpahe (caxkeruje) onmieMo myTame J0 JrcroBa cradiaa. [lyrama y
cTadJry BUCHHE h ¥ HajBUIIE N JIICTOBA, MOYXKe OUTH Kompana ca log h-log n dutosa
KopuiihiemheM OrpaHnYeHnX IPUIAroybuBX Opojada (enr. bounded adaptive multi-
counters). OBaKo KoJupame MOKe ce IPUMEHUTH U Ha Urpe NapHOCTH. AKO MMaMo
rpad ca n YBOpoBa U d PA3IUUIUTUX BPEIHOCTU IPUOPUTETA Mepa IIPUOPUTETA

Tor rpada MoxKe Ja ce TOCMaTpa Kao MyTama y cradiy BucuHe d/2 ca HajBHIIe

Qlogdlogn — plogd \iopyviipx 3aBpmeraka 3a

d/2

n jmcroBa. Omariie caean j1a MOCTOju

CBaKH 9BOD, IIITO je OCETHO yHampeheme y ogHOCY Ha rpaxmiy 2421087 = p
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u3 paja Jypruackor [22]. nak, rexnuka nojusama (enr. lifting) kopumhena y
TOM pajy MOXKe OUTH MPHUIaroheHa Tako Jjia U3padyHaBa CayKeTy pelpe3eHTAIN]y
Mepe Halpe/ioBama y KeasutoimaoMckoM Bpemeny O(n'°8?) u xpaszummHeaproM
upocropy O(nlogn -logd).

Hedunnmmmo B, j, Kao CKyIl orpaHIYeHNX IPUJIAroJ/bUBUX Opojada KOju ce
cacroje of h-TopKu OUHApHUX HUCKH JyxkuHe Hajsuie g. Ha npumep (0, €, 1, 0)
u (g, 1, ¢, 0) mpunanajy ckymny Bs 4 4-Topku ayxuue 3, 10k (0, 1, €, €, 1) u (10,
g, 01, €) ne npunanajy. dedunumumo 3arum auneapro ypeheme < OSuHapHUX

HUCKH, T1e je b dunapra mudpa, a s u s’ ¢y HUCKe, Kao:
0s < e, e < 1s, bs < bs' akko s < s

JIema 4.5.1. (Caosrcetio kogupare ctiabanra) 3a ceaxo ypeheno ctwadbao eucure h
U ca najeuwe | Auctiosa, GoCoju KOGuparbe iy Kome je ceaxa Gytiarea i-mopKa

gyorcune najeuwe [logl], ige je i < h.

Joxas. Jloxas ce moorce nahiv y pagy [20]. ]

CHUKA 4.4: IIpumep cradiia ca OUHAPHUM IIyTambaMa, [IyTamba 10 KPajibe JeCHO
9BOpa UMa 5 OUTOBA.

CuKA 4.5: [Ipumep carxkeTo KOIUPAHOT CTadJIa ca OMHAPHUM [Ty TAkbaMa, Iy TAmbe
J10 duto Kor uBopa mmajy Hajsuine [log8] = 3 Sura, y oBOM ciydajy TO cy 2
oura.

44



JIuneapuo ypebhen ckyn orpanndeHux IpUIaro/buBux dopojada nedunncahemo

ca:
/2

S’r],d = U B[logn],h
=0

T
¥ Heka je S, ; CKyIll Sy 4 IPOIIUPEM eJIeMEeHTOM |

Hedbunnnmja 4.5.2. (Oyukuuja nogusama). Lift,(u)(u) sav € V gedpuruwemo

ca:

w(u) axo je u # v
Liftw)(u)(u) = MmN wyepli ft(i, v, w) axo je u = v € Vpgrno
max wuw el ft(p, v, w) akxo je u = v € Vyeparno

ge je lift(p, v, w) najmaree 6 € S,Id wako ga je 6 > p(v) u (v,w) Haupegyje y
plv — 4.

Anropuram yHampebhema nar je Ha caumu 6. Anropuram Bpaha u 1modeaHUIKe

YBOPOBE U MOOETHUYIKY TAKTHUKY 3a urpada F.

Anropuram 6 Hanaxkeme cakere Mepe HAIPEIOBAHA

L=V — S; 4 TAKO Jia IpecInKaBa CBAKO v € V Ha HOCIeIIbU eJIeMEeHT Y
S, 4 KOJHI je Tpa3ma CeKBEHIa £

2: while pu # Lift,(n) 3a v € V do

3w Lift,(u)

4: return Wpymo = {v : p(v) # T} ckyn nmobeHUYKUX YBOPOBA 3a Urpada
Py, n 1odeHUYKY cTpaTerujy Koja 3a cBaku 4Bop v € Wpymp, OUpa usaazehy
rpaHy KoOja JIOBOJU 0 HAIPETKA Y [i

2.38)

Bpewmencka cioxeroct osor ajroputma je max{2°@ed O(mn?38)}, nox je

upocropua O(nlogn - logd).
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5. CBoheme Ha SAT

Haxon mTo cmo odaBuiu cBe MOTPedHE TIPUIIPEME, U JIeTAJbHO CMO Ce YIIy THIN
y TO IITa MPeJCTaB/bajy UTpe MapHOCTH, Ha YeMy Cy 3aCHOBaHEe, Kao W Koje Cy
Moryhe crparernje BUXOBOT pelllaBaiba, BPEMe je Jia Hallly MMayKiby YCMEPHUMO Ka
JIPYTOj IIEHTPAJHOj TEMU OBOT PaJia, a TO je pellaBaibe urapa MapHOCTU CBOhemeM

na SAT npobieM, mim podeM 3a10BOJbLUBOCTH.

5.1 MoTtuBamnuja

SAT je mpsu nozuarn NP-koMmiueTan mpodJeM IITo Cy JOKA3aJd HE3aBUCHO
Kyk (enr. Cook) [1] 1971. roqune, u Jlesun (enr. Levin) [31] 1973. ronumue.

Teopema 5.1.1 (Kyxk-JleBunosa Teopema). SAT apobrem je NP-komGretian.

JestHA 071 moc/IeIMIla OBe TeopeMe BajkKHa je 3a 0Baj paj a TO je J1a CBaKHh
mpodJsieM Koju ce Hajasm y Kjaacu NP MoxKe, y IMOJIMHOMCKOM BpEMEHY, Ja ce
ceegie Ha SAT npodiem. Kao mro je panuje HaBeIeHO pellaBaibe Urapa MapHOCTH
npunaja Kiacu cioxkenoctu NP (nperusauje NPNcoNP 2.4.1) mrro 3a cobom
MTOBJIAYH JIa MOPA J1a TIOCTOjU PEAYKIIHja, y TIOJUHOMCKOM BPEMEHY, OBOT IIPOdJIeMa
Ha SAT npodiem. OBa unmennIa, Kao U yop3aH pa3Boj cse do/bux SAT permapada
1 Op:KHUX padyHapa, OUJIu Cy MOTHUBaIFja Jia ce Pa3BHje aJropuTaMm 3a CBOhermbe

mpodJieMa peraBama urapa mapHocta Ha SAT mpodsem.

5.2 Ilocrojehm anropurmMmn

Hocaanimby paJioBu Ha TeMy CBoherba mpodjieMa pelaBarmba urapa, ImapHOCTH
na SAT ocnamajy ce Ha nJejy JOKAJHOT MPENO3HABAIHA TTOOETHIIKAX CTPATErn)ja,
KOja je OCHOBa W 3a ajIrOpUTaM MaJjiuX Mepa HarpejaoBamba Jypryuackor [22]| (koju
je mpukaszaH y oBoM pajy y norsiassby Crpareruje pemasama 4.3). Pasior 3a oBo

IPEeJICTaB/ba MIPUPOJIHA 1 MHTYUTUBHA peyKIija oBor ajropurma Ha SAT. Ymecto
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Jla ce BPEJIHOCTH YBOPOBa (Mepe Halpe1oBama), Koje Cy mpeJcraBibeHe d-Topkama,
uTepaTuBHO oapelyjy, cBaku OuT Te penpesentaruje upociaehyjy ce SAT pemapagy
Kao mojequHadHa npoMensbuBa. OmHocu m3mehy tux BpemgHocTu oxpehenu cy
caMo MpeKo omepaTopa < W <, a 3HAMO Jla OHH O3HAYaBajy JIEKCUKOIPadCKO
ypebeme nam d-ropkama. OBO HUje TENIKO MPUKA3ATU y BUY OrPAHUYEha HA
[ojeIMHAYHIM OMTOBUMA, KOjU caJia pecTaBibajy npoMensbue SAT permasada.

ITpBu pax koju ce morakao oe Teme objasuo je Jlanre [30] 2005. ronune u
OH TIPeJICTaB/ba MOJA3HY TadKy 3a Oyiayha mcrpakupamba. Miejy 3a oBaj paj j1ao
je Emepcon cBojuM KOMEHTapOM TJie je OIHUCA0 YKJbYUHBaIbe MPodjeMa IIpoBepe
Mmozena p-paayHa y NP. FberoB komentap rmacu “IlorogmTm panr cBake [i-
nocpopMysie y CBaKOM CTalby cucrema mpesia3a. [lokazaTu ja je Jekcukorpadcko
ypebeme Hajl TopKaMa cucreMa j100po 3acHoBano . [Iparehu uyejy panrosa, u
JIOKAJIHOT TIpENo3HaBamba M00eIHNIKNX cTpaTeruja, Jlanre je medpunucao mojam
J-aHOTalja, KOJUM je Ha Jpyraduju HaduH (POPMYJINCAO Mepe HAIPEeI0Bamba
Jyprunckor. Byayhu na ce p-anoraruje He aXXypupajy AMHAMHYKH, KaO MeEpe
Hallpe0Bama, Taj HA3WB je UMaK 33/Ip2KaH, aJld ce 3acyre 3a TEOPHU]Y [-aHOTAIII]a
IpUNUCYjy JypIUHCKOM.

Kao mro je naBejieno y JlanreoBoM pa/iy, OH je IPOTOTUII U IIPBU MOKYIIA]
Jla ce OBaKBa BPCTa CTpaTeruje MpUMeH! Ha pellaBarbe urapa mapHoCTH. Par
KOjU HACTaBJba IET'OBO UCTPaKWBaibe, U YHaIIpehyje merose MeTojie, 00jaBuo je
3ajeno ca XusbankoM, Kennanenom, u Huemesiom [16] 2012. rogune. Y oBom pajy
peayknuja Ha SAT Bpim ce y n1Ba Kopaka, IpBO y JIOTHKY pa3imka [35], a 3aTum
na SAT. Jloruka pazymka je SMT Teopuja Koja KOMOMHYje MCKA3HY JIOTUKY Ca
TEOPHUjOM paz/ivKa Ieux OpojeBa. PeyKiuja Ha JIOTUKY pa3/imKa, OCHM IITO YNHA
mehykopak y peaykiuju Ha SAT, n cama 1o cedu npejicraB/ba HAUNH PeIlaBaba
urapa napaoctu y3 kopuiiheme SMT pemaBata 3acHOBAHNX HA MPUCTYIIUMA, Kao
mro je DPLL(T) [35]. ¥V apyrom kopaky mesin dpojeBr 1 OrpaHnYerha HaJ| BbIMA,
KOjU Cy eJIEMEHTH JIOTHKE Pa3J/INKa, 3aMemY]y ce NICTUHUTOCHUM ITPOMEH/bIBAMA
U OrpaHMYeHUMa HaJI IbuMa duMe je peaykimja na SAT 3aBpirena.

Y oBoM pajy omhe mpukasaH camo ajropuraM Jlanrea, Xupanka, Kennanena
n Huemene u3z 2012. roamue, Oymyhm Jia je OH 3acHOBaH Ha WCTOj WIEjU U

npejcTaB/ba yHaIpehemwe JIaHreoBor mpBOOUTHOT aJITOPUTMA.
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5.3 OcHoBe ajIropmTMa

[lenTpanna naeja oBOT aJIrTOpUTMa MOKJIAIa Ce ca WJIEjOM aJTOPUTMaA MAaJIUX
Mepa HalpeIoBama JypUrHCKOT [22], & TO je JIOKAJIHO NPEeNO3HABAE TI00ETHUIKAX
cTpareruja. ¥ CBOM paJly JypIMHCKHU TPUIPYKYje CBAKOM YBOPY Yy rpady urpe
IMApPHOCTH TE€JIOOPOjHY BPEJIHOCT - Mepy HalmpeoBamba. Ha ocHOBY oBUX Mepa
urpad MOKe Jia IPOIEHU Jia JIU je 33 Ibera IOBOJHHO JIa ITOMEPH KETOH Y Taj
uBop win He. Mepe cy npukasane kao d-TOpkKe HEHEIaTUBHUX BPEITHOCTU HAJ
KOjuMa, II0CTOje omepaTopu 3a JieKcukorpadcko ypeheme. JyprumHcKu 3aTum
necduraMe DYHKINMjY HAIPEIOBakha MapHOCTH KOjy UTepaTuBHO yHamnpebhyje o
mwene npse dopme (4.3.2) y kojoj jekcukorpadcku nopejau ourose d-TopKu, J10
wene dunaine ¢opme (4.3.6) Koja je 3acHOBaHA Ha UTepaIyju (PUKCHUX TadaKa.

Y ajaropuTmy KOjU TPHKA3yjeMO YBOPOBUMA Ce€ HTPUJIPYKY]Y [-TOPKE
a = (ay,...,a,) HA OCHOBY H3adpaHe p-aHOTAIMje. YKOJIMUKO je [-aHOTaIlhja
yCIeIHa, OHJIa MOCTOJU U IOOEJHUYKA CTPATeruja 3a jeJHOr OJ urpada (Kor
cMo mperxoaHo n3adpasn). Hamr 3agarax je jma nponahemo TtakBy p-anoranujy,
Tj. TAaKaB pacriopej], U-Topku. 1o moctmxkeMo JeduHucameM (popmysia y JOTUIN
pasiIiKa Koje MpeJICTaB/bajy CTPYKTYpy rpada urpe (pacrnopes; YBOpoOBa U rpaHa)
u ogHoce u3Mmely OMTOBaA [-TOPKU, KOjU MOpajy OUTU 3aJI0BOJHEHHU Ja OU [i-
anoraruja ousa ycremna. Te dpopmyse ce 3aTUM IPEBOJE Y UCKA3HY JIOTUKY
rje ocraje caMo Jia ce jgedunuile nopeheme IMOjeIMHAYHA OUTOBU [4-TOPKU.
Tako koHcTpyucana opmysa MCKa3HE JIOTMKE 3aTUM MOXKE Jla Ce IPOCIEe]IN
npousBo/bHOM SAT permraBady Koju 0u, YKOJIUKO je (hopMyJia 3a0BO/bUBA, BPATHO
Kao M3J1a3 [-TOPKE CBUX YBOPOBA KAO U I'DAHE KOje CY YKJ/bydeHe y MOOETHUTY
CTpaTerujy 3aJ1aTor urpada. Y KOJHUKO je (popMysa He3aJ0BOJbUBA, TO 3HAYU JIa Y
JIATOj UTPU HE IOCTOjU MOOETHUYKA CTPATErnja 3a 3a/IaTOr Urpada.

Axo umamo urpy napuocru G = (V, E, vy, Q), vexa je Odd(G) = {p | p je
nenapuo u Q(v) =pzameko v € V}, u Odd™P(G) = 0dd(G)N{i | 1<i<p}lm
mop(G) = mazx 0dd(G).

pi-TopKa 3a G TpeJcTaBba TOPKY 4 = (a1,az, ..., Amop(g)) € N™P9/2. Ako
HMaMO JIBe [i~-TOPKE G = (a1, .o Amop(g)) U b = (b1, ..., bmop(g)) 38 G U IPHOPHUTET D

3a Koju Baxku p < mop(G) oHma JeduHATIIEMO

_ 3a cBako i € Odd<P(G) : a; < b; aKo je p HmapHo,
a <, b aKKo
a, < b, u 3a cBako i € Odd<P(G) : a; <b; wunaue
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Ako je @ = (a1,a3.... Amop(g)) 1 p € Odd(G) onna @) o3nauaBa p KOMIOHEHTY @,
OJTHOCHO .
p-aHoTarmja 3a urpy G je dyHKIHja 1 Koja J107esbyje CBaKoM 4BOpy v € V
U-TOPKY. j-aHOTAIIAja je yCIIeNTHa aKKO 3a CBaKo v € V:
e v €V onga 3a ceako w € vE: n(w) dow) n(v), u

e v € V53 onga nocroju w € vE: n(w) Do n(v)

ITpumep 5.3.1. Illpumep xopuwhera p-anotayuja ud Hawer pehepeniiinot paga
[16] gaw je wa cauuyu 5.1 1ge je cearxom 0g “60posa Ipada UPUGPYHCEHG je
p-wopka. Heoposu oznauweHnu pombdosuma uputagajy uipawy Py, gox wesoposu
03Haveru Keagpatiuma Upuiagajy uipawy Py, a uipa Gouurbe u3 t0prbel Ae60t
weopa upuopumewa 2. HUmamo epegrocmiu Odd(G) = {1,3} u mop(G) = 3,
WO 3HaY¥Y ga cy p-mopke obauka (ay,as). Iposepom dopmyae ycuaewnoctuu -
aHOWaAYUIa, Koja je HABEGEHA U3Hayg, Yuephyjemo ga 3agatlia [L-aGHOTAUUIa 1) Huje
ycuewmna. I'para xoja cipewasa anotayufy ga dyge ycheusna jecthe Ipana 0g goret
N€607 U80DPa, UPUOPUTLEULA 4, KA “YB0PY CA HEI08e gecHe CUPaAHe, UpuoPULea
1. Ilpasuso yctexra naradtce ga y Woj paru mopa ga easxcy (1,0)<q(1,0), wio
game umusuyupa ga easxcy, 1<1 uw 0<0, witio nuje WaHo.

Haxon wio cmo gokasdanu ga p-aHotWayuja xoja je 3agatia Ha pady ca
cauke nuje ycieuwrna, GoCasnma ce TUAre KaKO MOHCEMO HARY [L-aHOTLAUUTY
Koja jectie ycuewna. Ogiosop Ha 060 TUTLATHE AEHCU Y 6€3U UMEDY -aHOTLAUU]A
3a ToguipYy 3agatie uipe UGPHOCTU U TUOOEGHUNKUX CTUPATLeTU]a Y WoJ UTPU.

Horaegajmo tornoso naw tpag ca cauxe 5.1 u Goxywajmo ga Uporahemo
aobegruvky ctupatietujy 3a uipava Py, xome Gputagajy weoposu ca gujamanuma,
u Koju uobehyje axo je najmarou GPUOPUE Koju ce Tojasmyje beckoraumo MHOTO
aywa aapan. [pumetiumo ga camo uipayw Py ogayuyje ga au he uipa ukxaga upehu
Y gorwu geo tpaga (gora wetlwupu 460pa) jep remy Uputagajy 0da w6opa Koja umajy
usaa3ne ipamne Ka gorwem geay. Axo ce gorycupamo camo wa oprou geo padga,
Kao UOguipy UouetwHot tpaga, yeugehemo ga y woj uipayw Py uma tGodegruvwky
cpatierujy. Y oproem geay ipada moscemo ugentliudurosatliv Wpt HECKOHAWHA
uuKrAYCa:

e 2.3 2.

e 3 1,0,3 1, 0...

e 0,0, 0...
Y apeom yurAYycy HaKOH HEUAPHOT TUPUOPUTLETLG 3 MOpa ga gohe marbu TapHU
Upuoputhet 2, wio ogiosapa uipavwy Py jep du y Wom yukaycy wajmarou

UPUOPUTLETL KOJU CE TU0Jas.mbyje OECKOHAUWHO MHOTO TYta Ouo Uapar. ¥ gpyiom
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UUKAYCY Ce U3 U60Pa UPUOPUWETLa 3 UPeaasdu Yy 4eop ca upuoputietwom 1, us
K0T ce HaKon UWola upenradu Yy 4weop uUpuoputiewa 0, a 3aWum Ha3ag Y “60P
apuoputtieta 3. Hagmaru tpuoputliets xoju ce wojas.nmyje OeCkoOHawHO MHOTO
AYWa Y 080M CAYwaJY je Upuopulletia 0 u ow je Gapan. Y wWpehem yuxaycy,
KOJu je WPUBUJAAaH, GKO Ce 3aYBEK OCTaHe Y 480PY Upuoputletwa () gora3umo go
UCUWOT UCTOYQ.

Jetiamruja arnaiusa GoKa36A0 HAM JE §a J€ 064 U-GHOTAULIA UTAK YCTUEULHA,
anu He Ha yeaom ipagdy uipe, eeh wa wogipady woguipe. U 3auctia, we GOCUWOTU
Hujegra [-TopKa Koja 3agosonasa N(vy) <y n(vs) uw n(vs) Iy n(vy) jep du wo
anavuno ga je n(vy) D < n(vs)V u ga je ucmospemero n(vy) Y > n(vs)V. Ilwo

3HAYYU g He TOCTLOJU YCTUEWMHE [L-AGHOTLAUUIE HA UeAoM Tpady uzpe.

CnukA 5.1: Ilpumep rpacda urpe mapHOCTH ca U-aHOTAIIAjaMa.

JIema 5.3.1. Hexa je G = (V, E, vy, Q) wipa Gaproctiu, n ychewna i-aHoWauLja
304 G, um™ = Vovi... wipa y G. Axo 3a cearo i € N easgrcu n(viy1) Do) 1(vi)
0Hga je HajMaret UpUuoputiel Koju ce Uojas.nyje beckoHayHo MHOTO TYWa Y T

aapa.

Zloxas. IlpernoctaBuMo /18 je HajMamU HPUOPUTET P KOJjU je II0jaBJbyje
OeckoHaYHO MHOTO TIyTa y 7 Hermapan. OHJa MOCTOjU OECKOHAYHO MHOI'O YBOPOBA
Vi1, Vigy ... y ™ TakBux ga n(v;,)® > n(v,)® > ..., jep hemo nohu 1o curyaruje
Jla He TIOCTOjH HIDKH IIAPHU IPHOPHTET Koju 3amoBosbasa 1(v;,)® < n(v;,,,)® sa
uexo j € N. Ay onyia He MOXkKeMO Jia 3a,10BOBIUMO 1)(Vit1) Jo(u,, ) 7(Vi) 32 CBAKO

1 € N 3aTo mTo cy npupoHu OpojeBu JI00pO 3aCHOBAHMU. ]

Teopema 5.3.1. Hexa je G uipa GapHoctiu U HEKG je 0 TUOUUUOHA CTUPATLETU]Q
3a utpaua 3. Onga Gocwoju ycuewra [-anotayuje 3a G|, akko je o tobegnuura
cUWPaTEeTL)Q.
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Jlokxas. (<) IlpermoctaBuMo Ja MOCTOjU yCHENIHA [-AHOTAIUja 1) 3a UIPY
napaoctu G|, = (V, E,, v, §), 1 ©MaMO UTpy 7 = vyv;... KOja IPATH CTPATETH]Y
o. 3namo 12 Mopa Ja Bazkh 1)(Vit1) Do) 1(vi) 3a cako i € N. Ilpema sremn
5.3.1 HajMamU MPUOPUTET KOjU Ce TOjaBJbyje OECKOHAYHO MHOIO IIyTa y T je
ImapaH, IITO 3Ha4YN Ja urpad Py mobdbehyje y cBUM TakBUM UTpaMa 7, U Ja je o
3amnCTa MOOEIHNIKA CTPATErH]a.

(=) IIpermocraBumo f1a TOCTOjU MOOEIHIYKA CTPATETHja 0 3a UTPY HAPHOCTH
G = (V,E,vy,9Q), u meka je G|, = (V, E,,v9,9). Ba cBako p € Odd(G) nexa je
E,, = E,N{(v,w) € E | Q(w) > p} ckyn rpana y G|, Koje Boze 10 4BOPOBa
[IPUOPUTETA HE MAUX O P, KOjU Cy y CKJIaJLy ca crparerujom o. Takohe, 3a cBaku
upop v € V neka je WP = {w | (v,w) € Ef,} NV, ckyn usoposa mpuopurera p
Koju cy JocTmKAm U3 v. Ef mpejcraBba TPAHSUTUBHO 3aTBOPEbe [y .

Caza necdunumemo j-anotamujy 1 3a G|, xkao n(v)®) = |WP| 3a cako v € V
u cBako p € Odd(G). IIpernocraBumo 3arum ja 7 HI/Ije yCIIENHA [I-AHOTAIIN]a,
oHza mocroje v € V u w € vE, taksu 1a je n(w ﬂg(w ). Harlomenumo j1a ako
je v € Vp, ona je w jeauHCTBEHO OfpeheHo cTparerujom o, nHatde je IOCTOjambe
w ocurypano torajHomihy (enr. totality).

Byayhu na je w € vFE, 1j. w je moctmkHO M3 v nparehu crparerujy o,
mvamo WP C WP sa cako p > Q(w) u n(w)® < n(v)® 3a csaxo p < Q(w).
IIpema MpeTHOCTABIM Ja 1) HEje yCIelHa, (i-aHoTaImja 1odujamo aa je n(w) Ao
n(v) mTo mame smaum ga je Q(w) wemapuo m n(w) W) £ p(v) QW) Makne
n(w) @) = p(p)@@) 1. W = W) yvopa na pasku. Ilto smaun na je
(w,v) € E;FQ (w) Tj. v je JOCTHKHO U3 W IIPEKO I'PaHa Koje cy ojapehene crparerujom
0, TAKO JIa He HAWJIA3MMO Ha 4BOp mproputera Belier ox Q(w). Asum onma mocroju
Urpa Koja IpaTu CTPATerujy o y KO0joj je HajMambi IPUOPUTET KOjU Ce I0jaBJbyje
deckoHayHO MHOrO ImyTa {)(w) Koju je Hemapas, Tj. y 0] modehyje urpau P.
OBo jakJie 3HAYN J1a 0 HUje TOOEIHIIKA CTPATErnja, jep urpad Py Huje modeano
nparehu je. akje, Jioka3ajau CMO Ja je IPETIOCTAaBKa Jia 1) HUje YCIENTHA
[-aHOTAIMja KOHTPAIUKTOPHA, IITO 3HAYM Ja MOpA Jia IOCTOjU YCIIENTHA [i-

aHOTaI’ja. O

IMocnemuna 5.3.1. Heka je G = (V, E,vy,2) wipa aaproctiu. Onga Goctmioju
ycuewma (-anotayuja 36 G axko Goctioju ychewna (-anotmayuja 1 3a G wWaKea

ga 3a ceaxo v € V u ceako p € Odd(G) savcun(v)?) < {w eV | (v,w) € ESf}|.

Bpennoctu  p-aHoTraruje MOTy Jajbe  OWTH OUpaHUYEHE IBPCTUM
KOMIIOHEHTaMa ToBe3aHoCTH (eHr. strongly connected components - SCC), y

nabem rekcry UKII, rpada urpe (nedbunummja 5.3.1). Cpaka beckoHavHA Urpa
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y KOHAYHO] WIPU TAPHOCTH MOpa Jia Oyle 3apo0JbeHa Y HEKOj OJ IBPCTHUX
KOMIIOHEHTH I[TOBE3aHOCTU Urpe napHocru. Takobhe, modeauuk urpe je oapehen
camo Ha ocHoBy npuopurtera usoposa u3 Te YKII. OBo je ciryuaj jep cBaku cydukc
OeCKOHAYHE UI'Pe YMHU CKYIl UCTUX YBOPOBA KOJU C€ I0jaB/by]y OECKOHAYHO MHOTO
myTa.

Heka je G = (V, E, vy, ) urpa napaoctu, p < mop(G) u scc : V.— N
dyHKIIja KOja CBAKOM YBOPY NPHUIAPYKYje jeIMHCTBEHN MHJIEKC KOjU O3HAYaBa
YKII kojoj on npunaga. Baxu sce(v) = sec(w) akkKo je v JOCTUAKHO U3 W U
odpuyTo. Heka je £ TpamsuTunHO 3aTBOpeme pesnamuje £ N {(v,w) | scc(v) =
sce(w) n Q(w) < p}. Onma nocsemuna 5.3.1 BaKu Uy OBOj MHTEPIPETAINjU
TPAH3UTUBHOT 3aTBOPEIHA, Al je [[-aHOTAIlhja 1) YCIENTHa aKKO 3a CBaKo v € V
BaXKN:

e axo je v € Vp, onga 3a cBako w € vE : sce(v) = sce(w) nmumunupa
n(w) Do) n(v), n
e ako je v € Vp, orma nocroju w € vE Tmakso nma je scc(v) # scc(w) wim

nN(w) Do) n(v).

Hedununuja 5.3.1. (Uspcre KOMIOHEHTE IOBE3AHOCTH). d6pciie KOMTOHENTE
UOBE3AHOCTIU TpaPa UPeGCULasHafy CEe Hel06e MAKCUMAAHO YEPCTO TOBE3AHE
aogipagose. I'pag je uepctio Go6e3ar axo TUOCWOJU TYW 0g C8AKOT 460pa Y Tpady

go c8aKoT gpyiot 4eopa Yy rhemy.

5.4 Jloruka pazjimkKa

Heka je P = {P,P,,...,P,} ckyn Jjorn9kux npoMeH/buBUX u X =
{x1, 29, ..., Ty} cKyl 1eM00pOjHUX MpoMeH/bUBHX. CKYIl aTOMUYHUX (DOPMYyIIa
JIOTUKE pas3JinKa CacToju ce o mckaza u3 P u aromMmdkux dopmysia odJIKa
x; > x; A x; >xjrae cy T, x; € X. Ckyn F cBux dhopMmysia JOrIKe Pa3jInKa je
HajMamy CKyl aTOMIYHIX (DOPMYJa KOjU je 3aTBOPEH 3a HeTaljy U KOHjyHKITIjY:

e ako je ¢ € Founajeu ¢ € F, u

e akoje p € Futp € F,oumajeu (pANY) € F.
Bunapuu onteparopu V, —, <— 1edUHAIILY ce Ha yoOMYajaH HAUWH IIPEKO HeraImje
1 KOHjYHKIIH]e.

Banyanuja (P, X) cacroju ce u3 ase dbyukruje. 5: P = {T,L}ups: X — Z,
rie je Z ckyn reaux opojeBa. Basyaruja ce mporupyje Ha cBe dopmyse y F
nebunucamem orpannmdema ((r; > x;) = T akko ((x;) > B(x;), n B(x; >

xzj) = T, akko B(x;) > B(z;). Banyanuja 3amososrasa dopmyay ¢ € F axo je
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B(¢) = T. @opmyna je 3a70Bo/bUBa AKO IIOCTOJU BajIyallija Koja je 3aJI0BOJbaBa.
3a 3amary dpopmyay ¢ € F mpodjeM 3aJ0BOJbUBOCTH IIPEICTaB/ba IIPOBEPY Ja JIN

je dopmyna ¢ 3aJ10BOJHUBA.
Teopema 5.4.1. [Ipodaem 3agosonusoctiiu 3a A0TUKY pasauka je NP-komurethan.

Zoxas. TBpama ma je mpodseM 3aJI0BOJBUBOCTHU JiOTHKe pasjnmka NP-texkak
CJIeJIN U3 YUIHEHUIIE JIa Ce OH MOXKE CBECTH Ha 3aJI0BOJBUBOCT Y MCKA3HO] JIOTUIIH,
JIOK cama mpunajHoct Kjaacu NP ciieqn m3 4umbeHure Jia MoCTOju aJIrOpUTaM
Koju ojipehyje 3a/10BO/bUBOCT KOHjYHKIINje OIPAHUYECHHA PA3TIUKA Y TOJHHOMCKOM

(kyOHOM) BpeMeHy 3a MPOU3BOJbHO Ojiadupany Basyarujy [32] [8]. O

5.5 Kommpame modeIHWYKNX CTpaTreruja y

JIOTHUIIN pPpa3JIMKa

Haxkon mro cmo yBujenu ia HaMm je moTpedHa MOOeHNYKA CTpaTeruja Ha
IIOJIUTPY TJIAaBHE UI'PE MAPHOCTU U AePUHUCAIN JIOTUKY Pa3JnKa, MOXKEMO Jia
ITOYHEMO Ca MPBUM KOPAKOM HAIIer aJropuTMa a TO je KOJAUPahe MOOeTHUIKIX
cTpaTerdja y JIOTUIM pa3jidKa. Y OBOM KOPaKy 3a JaTy WPy IapHOCTHU
G = (V, E, v, Q) rpagumo bopmyiny $g koja je 3a0B0/puBa ako urpad Py nma
modeqHnIKy crparerujy y G. Popmyiia ce cacToju m3 UCKA3HUX MPOMEH/bUBUX
S, 3a cBaku uBop v € V, u T, ,, 3a cBaky rpauy (v,w) € E. One ce kopucre Ja
nporahy mogurpy urpe G Ha K0joj IMOCTOjU MOOEIHUYKA CTpaTeruja o, Koja on
3aTUM OWJIa M MOOeTHIYKa 3a urpada P na mesoj urpu G. Honatno ®g cagapxku u
1eI00pOjHe IPOMEeH/bUBE T, 3a cBaxku uBop v € V u ceaku npuoputer p € Odd(G)
paii UMILIEMEHTHPAA [1-AHOTAIH]A.

&g nedunMmMEMO KaO:
(I)g:SvoAq)poA(DplA(bv/\q)A
ok mmordopmysie aeduHAIIIEMO ca:

op= N (So—= \/ Tow)

vEVpR, (vyw)EE
q)Pl - /\ (Sv — /\ Tv,w)a
vEVP, (v,w)eEE
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o= A ((V Tuo) = S), m

veVw#vy (ww)eEER

q)A — /\ (Tv,w — \Ilv,w)

(v,w)eE
Ine je Wy
(xz > x;f}) ako je Q(w) mapHo,
i} _ pENeparno<®w)(G)
(T > :I:g(w)) A A (zp > xy) wnade

pENeparno<®w)(G)

Sy, IPeJCTaB/ba IIOYETHN YBOP, OH Mopa dutu y nomurpu. Popmyse Op,,
®p u Oy KopucTe ce ma npoHaly HmoaUrpy y Kojoj urpad Fy mma 1mode HuuKy
crparerujy. ®p, IpeacTaB/ba CBe I'PaHe Koje U3Jla3e U3 YBOPOBa KOJU IPUIIAIA]Y
urpady Py. Bynyhu na npaBumo crparerujy 3a urpada Py, oBe ce Moxke m3adpartu
om0 Koja rpana. ®p mpencTaB/pa CBe I'DaHe KOje M3Jjla3e M3 YBOPOBA KOjU
npunajiajy urpady P;. Byayhu ga npasumo crparerujy 3a urpada Py, oBie
MOpaMO Pa3sMOTPUTH CBaKy I'paHy, jep je m30op cjejsehe rpane Ha urpady Pj.
®y, o3nauaBa j1a cBaku YBOp y rpady Mopa Jda uMa dap jeJHy yJa3Hy rpaHy, Tj.
na je rpad nosesan. Gopmyna ® 4 mpejicTaB/ba UMILIEMEHTAIINA]Y [L-AHOTAIIAja Y
JIOTHITA Pa3JIiKa, U CJAYKH Jia mpoHahe mode HUYKY CTpaTerujy 3a urpada F,

aKO OHa ITOCTOjU.

Teopema 5.5.1. Uipaw Py uma Godeghuury clupatieiujy y uipyu gapHoctiu G

axxo je gpopmysa aoture pasaura Pg 3agosomusa.

Jloxas. (=) IpernocraBumo ja urpad Py uMa MOOeIHUYKY CTPATErujy o y Urpu
napuoctu G = (V, E, vy, Q). To 3naun na nocroju dyHKImja 5 Koja Jg0esbyje
BpeIHOCTH IpoMensbuBama S, u 1), 3a csako v € V u (v,w) € E: B(S,) =T,
B(T,.w) = T, aKO IOCTOjH UTPa KOja HPATH CTPATETH]y 0 KOja IIPOJIa3u KPO3 IBOD
v, u npeko rpane (v, w). Huje remko Bugeru ja cy nordopmyie Sy, Pp,, Pp,, Py
TavyHe y Basiyanuju f3.

[Ipema Teopemu 5.3.1 mocToju ycremnina p-anoraruja n za G,. To 3nauu 1a
nocroju dyukmja 3 Koja J10/esbyje BPeJHOCTH IIPOMEH/bUBaMa T, 32 CBe 1BOPOBe
urpe Koja MpaTH CTpaTerujy o, Jedunucana ca B(x,) = n(v)®). Byayhu ma je n
yenernsa, umMamo 1(w) Do) 1(v) 3a cBaky rpany (v,w) € E,, mro 3ua4n 12 je

3aJI0BOJbeHa U 1ocseamba nordopmyna ¢4 dopmyne dg.
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(<) IIpermocraBumo ja nocroju GyHKIMja [ Koja J0Jesbyje BPEIHOCTU
npomensbuBasa y dopmyinu ®g. Uz dpopmyne g 3arum MmoxkeMo KOHCTpyUcaTn
urpy G, = (V, E,, vy, Q) cnenehinm koparmma:

e 3a cBaku 4BOp v € Vp, Takas ma je B(S,) = T mo1arn IpoOnM3BObHY I'DAHY
(v,w) y E, TakBy na je f(Tyy) =T, n
e 3a cBaku 4BOp v € Vp, Takas ja je B(S,) = T momaru cse rpane (v,w) € E
y Ey
[Tordopmysne S,,, Pp,, Pp,, Py ocurypasajy na oarosapajyhe rpane nmorpedue 3a
KOHCTPYKIIUjy UTpe MOCToje U Ja je urpa G|, HampaB/beHa HA OBaj HAYMH 3aMCTa
ojurpa urpe G.

Jlasbe, MOJKEMO U3BECTH f-aHOTAImjy 1) 38 G|, nedumucany ca n(v)®) = B(a?)
3a cBako v € V Koje npartu crparerujy o u csako p € Odd(G). (Ako mexko [(af)
Oy/le HeraTUBHO, TO MOXKEMO JIAKO IOIPAaBUTH Tako mTo hemo mpBo yBehatu cBe
B(xP") 3a MOBOBHO BENUKY KOPEKTHBHY BPEAHOCT 0, U HA Taj HAYHH yIHHUTH
CBe TIeJIOOPOjHE BPEJHOCTU y HallleM Mojesry nosutusHum. @opmyna ¢4 ocraje
3a/10BOJbHBa U mocje oBe Kopeknuje.). [Tordopmyna ®4 ocurypasa ma je 7
ycuelna aHotanuja 3a G, u, npema teopeMu 5.3.1, ¢ je modeHUYIKA CTpaTeruja

3a urpada Py y urpu G. [

Tephemwe 5.5.1. Axo umamo uipy waprocwu G, = (V, E,, vy, ), ca najeehum

HETAPHUM TUPUOPUTLETLOM Ppar BEAUNUNG Popmyse aotuke pasaura Pg je O(|E| -

2=1).

Anamusom dopmysne g yBuhamo jia HaIl ajropuraM yMe Ja je IpeBejie
Yy KOHjYKTHUBHY HOpPMaJHy (OPMY JIOTHMKE PA3JInKa 0€3 BEJMKOTI PAacTa HheHe

BeJIMYMHE.

5.6 Koaupamwe y Mcka3HOj JIOTUIHA

Haxkon 1mro cMo nmpukasaJim Kako ce MOOeIHIYKe cTpaTeruje MeuHUILy y
JIOTUIIA Pa3jIuKa, IIpeocTaje HaM Jia JooujeHy dopmyny ®g npesesemo y dhopmymty
nckasue Joruke. llordopmyse Sy, @p,, Pp,, Py cy Beh y odinuky kKoju Ham je
moTpedaH, ocTaje HaM caMo Jia mpeejieMo nmotdopmyry @, 1j. weny mordopmyrry
VU, » KOja caap:ku nopebheme 1e100pOjHUX ITPOMEH/BUBUX OOJIMKA (x;j > x;") u
(Tow) > Thw))-

Hexka je G = (V, E, vy,Q2) urpa mapuoctu. [Ipema nociemuru 5.3.1 momeH

BDEJIHOCTH POMEH/bUBUX T, 38 KOHAYHE BPEJHOCTH P U U, MOKe DUTH OrPaHUIeH
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ca |V,| + 1. Axo 3namo J1a cy BpeJHOCTU IPOMEHJbUBHX T, OTPAHUYEHEe TO 3HAMH
Jia Taj OPOj MOXKEMO TPUKA3aTH Y OUTOBCKO] PEIPE3eHTAINjU TaKohe orpaHmdeHe
nyxune. Heka je m, = [log(|V,| + 1)] dpoj duroBa morpedan ma ce mpukarke

opoj Bpexuoctu ox 0 go |V,|. Jaspe, cBakn OMT OHTOBCKHX DEIPE3CHTAIM]a

v
p

IIPOMEHJ/bUBUX T pis 38 1 €
{0,...,m, — 1}.

Ba ceako v,w € V, u duno koje p € Odd(G) m m > 1 nedurumemo

MO2KEeMO IIpeJCTaBUTU HCKA3HOM IIPOMEH/bUBOM X

pekypsuBHe opmysne BehelauJegrnaro n CuuportoBehe ca napamerpuma v, w, p, m:

BehelauJegnaxo(v, w,p,0) = x,)y = x4

BeheUruJegnaxo(v, w,p,m) = (x,;, — xz,,.) A ((z,, V ~x).,) —
BehieUauJegnaro(v,w, p,m — 1))

CwpotoBehe(v, w, p,0) = Tp0 ATy,

CapotoBehe(v, w,p,m) = (z,, — Zp,) N ((x, V "2p,,) —

CwporoBehe(v, w,p,m — 1))

U3 dopmyna supmmo fa cy nopehema mpoMenbuBEX (1) > x))) U (*T}J)(w) >
T(y(y)) ¥ UCKA3HO] JIOTHIM NIPeJICTaB/beHa Kao nopelerba NojeMHAMHIX OHTOBA
IbUXOBAX OMTOBCKH pelpe3eHTanuja, uaylin ca JieBa Ha JECHO, OJ HAjBUIIUX
ouroBa 0 Hajumkux. O0e dopMmyse Cy MPAKTHUYIHO HUCTE, Ca U3Yy3ETKOM i3

dopmyna CwipoioBehe y da3noMm ciiydajy ocurypasa jia je HajHU?KU OUT ITPBOT

w

Opoj T, o Belim o1 HAjHUIKET OUTA JIPYTOT T,

Konauna dopmyna g ce moduja Tako ImTOo ce cBaKM OUT OUTOBCKUX
pelipe3eHTaIuja 1MeJI00POjHUX TPOMEH/BPUBUX 3aMEHH MCKA3HUM ITPOMEH/bUBAMA, &
cBa nopehema MeTI00POjHUX ITPOMEH/BUBUX CBOJUM aJdeKBAaTHUM yHKIITjaMa:

o (z; > x)) ca BehelauJegraxo(v,w,p,m,), u
® (T > To) ca CaapotoBehe(v, w, Qw, may)
KOje Ce 3aTUM PEKypP3UBHO CBOje Ha (DOpMyJie MCKA3HE JIOTUKE Kao IITO je

IIPUKA3aHO Y bUXOBOj JIe(DUHUIIAJU.

Teopema 5.6.1. Uipauw Py uma tobegnuuky cipattietujy y uipu G axko je

gﬁop./vzyna UCKA3HE A0TUKeE q)g 3ago60/5U64a.

Zloxas. Cnenun n3 3aMeHe MEeJ00POJHUX ITPOMEH/BUBUX U OT'PAHUICHHa, FbUXOBUM
oJropapajyhuM MCTUHOCHUM HpPOMEHJbUBUMA, TeopeMme 5.5.1 u nocseauiie 5.3.1.

]
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5.7 Jleraspbu mMmIIJieMeHTAIIHje

AnropuraMm je uMIuieMeHTHpaH y TporpaMckoM jesuky C++ U MMo/ie/beH je Ha
Hexosmko nesuaal. Cama jioruka aiaropurMa csobhema urapa napuoctu xna CAT,
U TJIABHU JI€0 UMIIEMEHTAallnje, HAJIa3! ce y JaToTekaMa parity_games_cnf.h u
parity_games_cnf.cpp. Y muMa ce Hajaze pyHKIMje 3a IpaBbebe U mopeheme
[L-aHOTaIMja, Kao U JIe0 KOJa KOju KOHCTPyHUIlle oTpedHe hopMyie 3a KOIUParhe
odeIHUYKe cTpareruje y Jorunu passuka. Jlaroreke jurdzinski.h m jurd-
zinski.cpp caap:xke dyHKIU]y Koja mpasu rpad JyprumHcKor 3ajiare yonHe u
mupure. /laroreke graph.h u graph.cpp caapxke Kjace Koje NMIIJIEMEHTHPA]Y
YBOpOBE U r'paHe rpada urpe, kao u nparehe yHKImje TOTpedHE 3a pal ca IHbUMA.
Jlaroreke formula.h u formula. cpp cajipke UMILIeMeHTAIN]y POPMyJIa UCKA3HE
JIOruKe (aToMa, BE3HHKA M OCHOBHHUX OIlepalija HaJl bIMa) Kao U aJrOPUTME 3a
ceobeme dopmyse na KH®, ocnosnu u LlejTunosy Tpancdopmarmjy?, u byHKIHjy
3a uchuc jooujere opmyste y dimacs-cnf popmary.

[Iporpam mMma sBa pexkuMa MOKpeTama. ¥ IMPBOM KOPUCHUK MOXKe Jla YHEeCe
“Me TeKCTyasHoTr (ajiia, y KoMe ce HaJla3u omuc rpada Koju Keju Jia TeCTUpa,
Kao apryMeHT koMmam e jimauje. Pajir Tpeda j1a Oyne y cienehem popmary:

1, 3, 1 - uBop o3Hake 1, mpuopuTeTa 3, KOju IpulaIa urpady P

2, 2, 0 - yBop O3Hake 2, mpuopuUTeTa 2, KOju punajga urpady b

3,3,0

4,2, 1

5,1, 1

0, 1 - rpana Koja noBe3yje uyBopoBe o3Haka (0 u 1

0, 2 - rpaHa Koja moBe3yje uBopoBe o3Haka 0 u 2

1,4

2,0

2,3

3,2

4,3

4,1

"NuvmnemenTtanuja je mocTymma Ha ciaedehoj ampecm: https://github.com/IgorRodic/
MasterRad-IgreParnosti

NmvmnemenTarumja agroputMa IlejTuHose TpaHcdopMaliuje ociiama ce Ha CEMUHAPCKH Pal
koserununa Astekcangape Dypuli u Ame Dophesuh "IlajrunoBa Tpanchopmanuja"Ha Kypcy
Ayromarcko pesonoBame, u3 2016. roguHe, U3 KOT je mpey3eT Je0 TPOrPaMCKOr KOJa

o7


https://github.com/IgorRodic/MasterRad-IgreParnosti
https://github.com/IgorRodic/MasterRad-IgreParnosti

Vol 3 V4

V1

Vo 2 | 1 V3

CiukA 5.2: Ilpumep He3am0BO/BUBOL rpada

I'pad uwmju je ommc nmpukazan y npuMepy 3a yiaa3uu dpopmat rpada mpeyser
je u3 paza [18] u mpumep je HE3aJOBOJBUBOCTH, jep ¥ BheMy He TOCTOjU MODeTHIIKA
crpareruja 3a urpada Py u3 vy. I'pacd ce moxke Buyern na ciuium 5.2. Ipumep

MOKpeTarba mporpamMa;
./parity_games_cnf graf.txt - 3a rpad y dajuy graf.txt

Jlpyru pexkuM KOPUCTHU Ce 38 TECTUPaibe IMPorpaMa HaJl BEJIMKUM rpadOBHMA.
Y Ty cBpXy KopucTe ce rpadosu JypuuHckor Jg,, Koju uMajy napamerpe d u
w, nyonny un mmpuny rpada. Ctpykrypa rpada JypumHCKor npukasaHa je Ha
cuin 5.3. Ilapamerpun ce yHOCe y TIporpaM Kao apryMeHTH KOMaH/IHe JIUHU]e,

npBo d na w. IIpumep mokperama:
./parity_games_cnf 3 4 - 3a rpad Jyprmuackor aybune 3 u mupusne 4.

Hakon nokperama y jeiHoOM 0J1 pexkuMa mporpam reuneputie daji formula.cnf
KOju TIpejicTaBsba (OpPMYyILy Y KOHjJYKTHUBHO] HOpMaJstHO] dopmu y DIMACS
dopmary. 'enepucanm daja 3aTuM MOXKEMO TpOCaeanTH mpou3BospHOM SAT
pemraBady paju mpoBepe 3ajso0BosbuBocTh. Jeman ox SAT pemaBada koju je
KopuIiitheH paJiu TeCTUpama aJropuTMa u3 Haier paja jecte minisat. [Ipumep

HErOBOI IOKPETAA:
minisat formula.cnf solution.txt

Y ciyyajy na je dopmysia 3aJ0BO/bUBA, HA OCHOBY BaJlyalldje Koja je
nmponahena Kao 3aj10Bo/baBajyha, MOXKEMO OJIPEJIUTH ITOOETHUYKY CTPATETrUjy
3a urpada Fy. YBopoBu Koju cy y BaJjyalju o3Ha4YeHU ca 1 Cy YBOPOBU KOjU
cy yKJbydeHHU y noarpad y kom urpad Py mma 1modeHUYKY CTpaTerujy, u cBe

rpane he BoauTu Urpy Kpo3 Te YBOpoBe. I'paHe Koje cy y BaJiyalldju O3HavueHe

o8



ca 1 cy rpane kojuma urpa tpeda ja ce kpehe Jjia du monuio 10 modejie urpada
P,. Jakne, kaga je urpad Py Ha more3y Tpeda ja n3adepe 3a cienaehy mama3Hy
rpaHy OHY Koja je o3HadueHa ca 1 (y ciydajy /1a UX uMa BHIIE OJL jeJHe CBEjeHO
je kojy uzabepe). M1360p urpaya P, Huje pejieBaHTaH U CBE FHEIOBe U3JIa3HE TPaHe

Cy yKJbydYeHe.

[2d+1]
LT

CnukA 5.3: I'pad Jyprmmackor Jg

5.8 Baampanuja ainropurmMa

Banmnanuja ncopaBHOCTH aJropuTMa U3BpIHeHa je Ha 5 rpadoBa KOju Cy
nmpoHahenn y JmurepaTrypu W 3a KOje je IIO3HATO Jia JIM IIOCTOjU II0OETHUYKA
crpareruja 3a urpada Py, u3 dBopa vy, y muma. UBop vy y cBakoM rpady
[IpEJICTaB/ba TOPILU JIEBU YBOD Tpada.

e [Ipsu rpacd npeyser je u3 pedepeHTHOr pajia OBOT HorIaB/ba [16] u npukasan
je Ha caunm H.1. Y oBom rpady UBOp vy npuiiajia urpady Fy u osaj rpad je
3a/10BoJbUB. [leTaspHO 0Djalmeme 3a TO 1aTO je y npumepy H.3.1

e JIpyru rpad Beh je nmpukaszaH Ha IMOYETKY OBe Te3e 3.4 U y HaIleM CIydajy,
MIOTIITO TPAXKUMO HajMaIbl IPUOPHUTET KOjU Ce I0jaBsbyje DECKOHAYHO MHOI'O
IyTa, IpeJIcTaB/ba IPUMEP HE33I0BO/LUBOCTHU jep urpad Py kpehe usz uBopa
Vo IpuOpUTETa 4 U jeIMHU N300p MY je Ja Jia/be mpehe y 9Bop v MPUOPUTETa,

3. Omarie ce urpad P; MoxKe IIOHOBO BPATUTH Y YBOP ¥y TAKO HAITPABUBIII
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OECKOHAYHU IUKJIYC Uy, U1, Ug... Y KOME je HajMalbu MPUOPUTET KOjU ce
OeCKOHAYHO TIyTa II0jaBJ/byje HelapaH, Te y urpu mooehyje urpaa P

e Tpehu rpad mnpuwkaszan je Ha ciaunu 5.4 U Takohe je mpumep
HEe3a/I0BOJBUBOCTHU. ¥ OBOM rpady 4YBOp vy Takohe mpuraja urpady F

e YerspTu rpad npukazan je y CeKIUju U3HAJ KAO IIPUMep YJIa3HOT opMaTa
rpada u He3a10Bo/pUBOCTU. ['pad ce Moxke BUIETH HA CJAUNU 5.2 a IBOP Vg
npunaja urpaday Py

e Iletu rpad npukasan je Ha caunu 5.5 U 3aJJ0BOJBUB je. Y 0BOM Tpady IBOP

vy Takohe npunasia urpady Py

; CC)

CukA 5.4: I'pad 3 - IIpumep HE3a10BO/LUBOCTU

’v
: ey
R N/

5

Cauka 5.5: I'pad 5 - IIpumep 3a10BO/LEBOCTH

5.9 Pe3yaratu u3BpIiiaBama

Ilopennhemo 1Ba acmekTa wu3BpIaBama HAIEl aJrOPUTMa, BpeMe
U3BPIIaBaba CaMor aJI'OPUTMA, Tj. TeHepucame (opMyJ/ie Koje je OIMMCAHO Y OBOM
noryiaBiby u weHo ceohemwe Ha KH®, u camo Bpeme nmorpedno SAT permasady 1a
OJIpeJii 3aJI0BOJBUBOCT TaKo J00ujeHe (popmysie. BpeMeHna u3BpiiaBarma TeCTUPaHA
cy Ha rpadoBuma nponaheHUM y JIUTEPATyPU KOjU CYy HABEJCHU Y MPETXOTHO]
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ceKIuju u rpadoBuMa JypITHCKOT Pa3INIATHX BeJINIUHA, O J55 H0 Ja0 .20, TJI€
urpa 1mo4numbe U3 9BOpa vUg.

Bpeme wmsBpmasama ajgropurMa mopeuhemMo Ha JiBa HMILJIEMEHTHPAHA
ajropuTrma cBobhema dopmysia koje cy nooujere Ha KH®, ocHoBHOM asropurmy
u llejrunoBoj Tpancdopmaruju. OcHOBHU ajropuTaM KOPUCTU cBoherbe hopmyia
HA JIOTUYIKHU €KBUBaJIEHTHE (DOPMYJIe eIMMUHATITYNU €KBUBAJICHITN]j€, UMILIUKAIIH]E,
nayiute neranuje, kopucrehn JIe Mopranose 3akone n 3aKOH JUCTPUOYTUBHOCTH.
Taksa Tpancdopmalija TOTEHIINjATHO TPOU3BOIN (DOPMYJTY €KCIIOHEHIIHjaTHE
BeJINYNHE, Y OJJHOCY HA BeJMUINHY moverHe dhopmysie (2" konjyukra). Edukacuujn
HaunH cBohema jecre llejruHoBa Tpanchopmalmja, oHa IPOU3BOIU POPMYILY
JIMHeapHe BeJMYUHe Y OIHOCY Ha BeJnvuHy noderHe dopmyste [46].

Kaxko je dopsuna momepumx SAT pemaBada jemaH oJ1 K/BYIHUX Pasjora
3a caMy wHejy cBohema pemaparma urapa mnapHoctu Ha SAT, ymopemmhemo
Opsune u3BpiaBama a8a SAT pemasada, minisat-a, ITUIPOKO PACIIPOCTPAHEHOT
SAT pemasa1a orBopenor koja, u zChaff-a [34|, passujenor wa yHUBEp3UTETY
[Tpuncron (enr. Princeton University), Koju ce moKa3ao Kao euKacaH y MPAKCH.
Auropuram je Tectupan Ha jorn HekKoauko SAT pemasada, meDy kojuma je u
jeman ox TperyTHO HajopxKux Ha cBery MapleLCMDistChronoBT, aim ce muxose
riepcpopmance HUCY TTOKa3aJje Kao 3a/0BosbaBajyhe 3a HaI mpodJiem.

Tectupame je paheno ma mammun ca mmporecopom AMD Athlon x2 2GHz
n 4GB RAM wmemopuje. Ilopeheme pesynrara m3BpinaBarmba ajJrOpuTMa 33
rpacdoBe U3 JuTepaTrype HpuUKazaHo je y Tadesu 5.1 JIOK Ccy pe3ysaTatu 3a
rpacdoBe JyprnmHckor mpukaszaHu y Tadeaum 5.3. OCHOBHE KapaKTEpPUCTHKE,
OJTHOCHO OPOj IIPOMEH/BUBUX U OPOj KJjaysa, popmysia reHepucannx llejTunoBom
TpaHncdopmanmjoM Ha rpadoBuMa JypUMHCKOr IIpUKa3aHe cy y Tadenn 5.4.
SAT pemaBaun nopehenn cy 3a rpadope u3 Jjureparype y Tadean 5.2, JT0K
cy 3a rpadose JypuwmHckor nopehenu y tadbenu 5.5. Bpemena cy npukasanHa
y cekyugama. MEM OUT osmauaBa ja padynap Huje umao goBosbHO RAM
MeMOpHje 3a u3padyHaBaibe jate (popmyJie.

Bpemena koja cy morpedHa j1a 0u ce reHepucaJia popMysia Koja je onucaHa
y aJITOPUTMY U3 OBOT IOIJIaB/ha MOKa3yjy HaMm jBe ctBapu. lIpso, IlejruroBa
TpaHcdopmanmja ce Kao Merona cBohema dopmysie Ha KH® nokaszasia kao
BUIIIECTPYKO eUKACHU]ja OJ] OCHOBHE UHTYUTUBHE HJIieje, IITO je OUI0 OUEKHBAHO
1 oImImITe 1mo3Haro. U apyro, 4ak u TakBa ONTHMH30BaHa TpaHcOpMaIifja HaM
He Jaje 3HAYajHUje pe3yJirare IITO ce Thude Op3uHe jep Beh kaja ce pazmarpajy

rpacdoBu Jypuunackor jayoune Behe ox 30, u mupune Behe o 10, u3BpriaBame
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Ocnosuu anroputam | IlejTunoBa Tpancdopmarliuja
I'pad 1 0.0201 0.0089
I'pad 2 0.0244 0.0098
I'pad 3 0.0443 0.0144
I'pad 4 0.0264 0.0038
I'pad 5 0.0127 0.0095

TABELA 5.1: Bpemena renepucama dhopmysa Ha rpadOBUMA U3 JTUTEPATYPE

I'pad 1 I'pad 2 I'pad 3 I'pad 4 I'pad 5
minisat | zChaff | minisat | zChaff | minisat | zChaff | minisat | zChaff | minisat | zChaff
0.003 | 0.0001 | 0.0038 | 0.0001 | 0.0057 | 0.0002 | 0.0029 | 0.0000 | 0.0068 | 0.0002

TABELA 5.2: Bpemena usspinapama SAT pemapada Haj 1o0ujeHnM (HopMyIaMa,
Ha rpadoBHUMa U3 JUTEPAType

d Jypuuncku Jg Jyprmackn Jy 19 Jyprmnackn Jy 15 Jyprmnackn Jy 20
Ocuosru | lejtur | OcuoBru | llejtun | Ocuounu | lejtun | Ocuosun | Ilejrun
5) 0.759 0.689 1.711 0.776 4.992 1.167 6.5473 5.712
10 6.668 1.692 14.384 3.356 39.365 5.087 53.4356 | 24.476
15| 45.787 4.237 | 107.283 8.848 200.589 | 15.068 | 267.166 | 34.883
20| 91.332 7.703 237.82 15.538 | 358.431 | 23.673 | 464.333 | 137.585
25 | 150.554 | 12.365 | 367.873 | 30.458 | 550.333 | 71.983 | 739.045 | 168.926
30 | 240.492 17.93 | 469.492 | 39.952 782.29 | 105.357 | 1050.74 | 125.027
35| 847.485 | 41.324 | 1664.14 | 69.932 | 2504.82 | 169.518 | 3478.77 | 226.666
40 | 1082.95 | 48.788 | 2180.84 | 128.933 | 3285.61 | 222.703 | 4408.45 | 247.635

TABELA 5.3: Bpemena reaepucama dopmysia Ha rpadoBuMa JypirmHCKOT

Tpaje jayzke o 30 ceKyH/IH, JIOK HeKaJla IMPeJIa3h U HEKOJIMKO MUHYTA.

N3 Bpemena wumsspmaBama SAT pemaada Haj j1odujeHuM (hopMmyaama
yBuzaenn cmo ciaenehe. Pemapaa zChaff renepasiio ce mokaszao Kao BHUIIECTPYKO
0oJpM OJ1 pelraBada minisat, 1 9ecTo je pelierma HaJIa3u0 HEYIIOPEIUBO OpIKe.
MebyTum, y Hekosmmko naBpara mokasajo ce jga u zChaff mma cBoje cirabocru u ma
My Heke bopMyJie cTBapajy IpodJeMe, KOHKPeTHH IpumMepu ¢y Jis 15, Ji5.20 1 Jas 20
JI0K 3a dopmyne Jsso0 U Jyg20 YOILIITE HHUje HAIIA0 pellere jep HHuje MMao
noBosbHO RAM Memopuje na pacrosaramy. 113 oBux orkprnha MOXKEMO 3aKJby 9UTH
ma ceaku SAT permaBad mMa CBOje IPEIHOCTA W MaHe W Jla UX Tpeda Omparn
CXOJTHO TIOTPedU U XapiBepy Koju je Ha pacrojaramy. Ipyra crBap Kojy mMoxkemo
Jla IPUMETHUMO jecTe Jla Ce BpeMeHa M3BpINaBama Ha IpadoBuMa JyprHHCKOTD
Behux mupuHa, peko 15, moBehaBajy BeJIUKOM OP3WHOM U OBa METO/Ia MOYKJIA

HUje TIOTO/IHA 3a IIPUMeHY Ha HHUXOBOM DelllaBamby.
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d Jypuuncku Jg s Jyprmnckn Jy 19 Jypuuncknu Jg 5 Jyprnmnckn Jy 90
I[Ipom. | Kmaysze | IIpom. | Kirayze | Ilpom. | Knayze | IIpowm. Knaysze
5 13449 33733 27124 68133 40799 102533 54474 136933
10 | 57289 144508 | 115599 | 292058 | 173909 | 439608 | 232219 587158
15 | 146749 | 371143 | 296184 | 750313 | 445619 | 1129438 | 595054 | 1508653
20 | 253529 | 641518 | 511739 | 1297038 | 769949 | 1952558 | 1028159 | 2608078
25 | 388709 | 983593 | 784644 | 1988813 | 1180579 | 2994033 | 1576514 | 3999253
30 | 552589 | 1398268 | 1115499 | 2827438 | 1678409 | 4256608 | 2241319 | 5685778
35 | 877529 | 2224843 | 1771544 | 4499073 | 2665559 | 6773303 | 3559574 | 9047533
40 | 1138399 | 2886238 | 2298239 | 5836718 | 3458079 | 8787198 | 4617919 | 11737678
TABELA 5.4: Kapaxrepuctuke ¢opmyna remepucanunx llejTunoBom
TpaHcdOopMaIjoM Ha rpadoBuMa JyprunHCKOD
d Jypruuncknu Jy5 | Jypuuncku Jg o | Jypuuncku Jg s Jyprmackn Jg 20
minisat | zChaff | minisat | zChaff | minisat | zChaff | minisat zChalff
5 0.164 0.032 0.375 0.078 0.556 0.119 2.917 0.369
10 | 0.833 0.102 1.834 0.302 3.3 2.591 | 16.212 13.412
15| 2.355 0.217 7.727 7.252 9.517 | 42.319 | 62.838 667.391
20 | 5.826 0.569 16.06 1.187 | 40.822 | 5.255 | 196.212 47.971
25 | 7.204 0.591 46.06 1.796 | 106.995 | 5.346 | 360.142 248.553
30 | 10.235 | 0.991 | 84.361 | 4.619 | 220.764 | 6.038 | 768.354 136.359
35 | 26.718 | 2.023 | 298.129 | 6.603 | 715.287 | 12.481 | 1365.44 | MEM OUT
40 | 68.134 | 2.435 | 77.762 | 8.989 | 3285.61 | 16.242 | 2317.05 | MEM OUT

TABELA 5.5: Bpemena usppmapama SAT permasada Hax godujenuM (opmyiama
Ha rpacdoBuMa JypuUnHCKOT
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6. 3akJpydliy M JaJbU Pa

Pemasame urapa mapHOCTH TIpeJiCTaB/ba BaKaH IIPOOJIEM y TEOPHUjCKOM
PavyHApPCTBY U HAJA3U CBOjy HMPUMEHY Y MHOTUM IIOJbUMA Kao IITO Cy ITPOBEPa
MoJ1es1a, BepuduKaryja copTBepa, PeaKTUBHI CUCTEMU U TPOIETyPe OJTy INBAIHA.
Taxobe, oBaj nmpodsiem npunasa y kiaacu NPNcoNP u jenan je o perkux mnpodsema
y 0BOj KJIacH 3a KOjU HHje IIpoHaleH ajropuram MOJInHOMCKe Cao:keHoCTH. CXOIHO
TOME, IIPOOJIEM pelllaBarha Urapa MapHOCTA WHTEPECAHTAH je Ca aJrOPUTAMCKOT
CTAHOBUIIITA M TOKOM T'O/IMHA HAYYHUIIA CYy MOKYIIaBaJ/U Jla T'a pelle Ha IITO
eUKaACHUjU HAYNH.

Y oBOoM pajly NpuKa3aHe Cy UIpe MHapHOCTU U AJTOPUTAM 3a HHUXOBO
pemaBamme cBohemem Ha SAT mpodbiem. OcHOBHa mieja aJropuTMa 3aCHUBA
ce Ha aJrOPUTMY MaJInX Mepa Hallpe/IoBarba JYPIMHCKOT KOjU je OH IPEeICTaBUuO
2000. romuue. MoTuBariuja 3a UCIUTUBAaILE OBAKBE HJIeje ITOPeJ] PAa3B0ja CBEe OPKIX
SAT pemasada, TOroToBo y 00JIACTH IPOBEPE MOJIEIa, jecTe U YUEEHUIA J1a
OBaKBa PeJIyKIMja HUje Ouia UCTParXKeHa y MPOILJIOCTU U JIa OHA MOXKE Ja MPYKA
HOBU YBU/JI Y pelllaBarbe urapa MapHOCTH.

N3 nocturaytux BpeMmena m3spiraBama SAT permaBada naji dpopmyiama
JIOOMjeHUM aJITOPUTMOM KOjU je MpUKa3aH MOXKEMO 3aKJbyUYUTU HEKOJIMKO CTBAapH.
Yak u 0e3 onTuMmusalyja aJropuTMa OH MOXKE JIa HaM IPYKH pe3y/iTare 3a
jaru npodsieM (u Ha ciadbujum padyrapuma). Ceaku SAT pemasad uma coje
IIPeIHOCTH U MaHe, Tj. opMyse HaJi KOjuMa PaJu OpKe WU CIOpHje, IITO
3HAYM J1a He MoxKeMo Kopuctutu jemgan SAT pemaBad u 3a0BOJBUTH CE HHETOBUM
pe3y/IraruMa, MOpaMoO €KCIIEPUMEHTHCATH Ca BUIIE IbUX U 3aKJ/byUUTU KOjU HaM
oAroapa Hajsuilne y naroj curyaruju. ['padosu Jyprwmackor Behux mmupuna
IIPeJICTaB/bajy BPEMEHCKN KOMILIEKCAH 3aJaTaK 3a PellaBame U Ty Ce OIICAaHA
MeTO/Ia HEje TToKa3aJjia Kao edpukacHa.

Osnaj paj je mokazao Jia MeTo/la pellaBarmba urapa MapHOCTH CBODEmeM Ha
SAT wuma morenmujas 3a Jabu pa3oj. OH mpejcTaB/ba J00pY OCHOBY 3a Oymyhe

paJioBe U OCTaBJ/ba MIPOCTOPA 32 HAIIPEIAK U Ja/be pa3Bujame oe ujeje. Moryha
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yHanpehema Mory OUTH: ONITHMI30Babe TPEHYTHOT aJITOPUTMA, YIIOTpeda crucreMa
URSA (enr. Uniform Reduction to SAT) 3a komupame SAT dopmyre [19], u
aHaJIN3a JIPYTUX CPOJTHUX aJrOPUTAMA U IUXOBOT MOTEHIHjaJIa 38 CBOhermba Ha,
SAT. Hajsehu mosgcTpek 3a Jiajbu pajl y OBOM CMeEpPY je pa3Boj cBe epuKacHUjux
SAT pemasada, JJOK OM paJi MOTao Ja ce OJBeJe U Y JAPYTOM CMEPY KOPHIITNEHeM

SMT pemapada Haa GOPMYJIOM JIOTUKE Pa3jnKa KOja IpecTaB/ba MehyKopak

Halller aJiropurma.

65



JIuteparypa

1]

2]

3]

4]

6]

17l

Stephen A. Cook. The complexity of theorem-proving procedures. In Proc
3rd FOCS, pages 151-158, 01 1971. doi: 10.1145/800157.805047.

Adam Antonik, Nathaniel Charlton, and Michael Huth. Polynomial-time
under-approximation of winning regions in parity games. FElectr. Notes
Theor. Comput. Sci., 225:115-139, 01 2009. doi: 10.1016/j.entcs.2008.12.070.

Henrik Bjorklund, Sven Sandberg, and Sergei Vorobyov. A discrete sube-
xponential algorithm for parity games. In Helmut Alt and Michel Habib,
editors, STACS 2003, pages 663-674, Berlin, Heidelberg, 2003. Springer
Berlin Heidelberg. ISBN 978-3-540-36494-8.

Patrick Blackburn, Johan F. A. K. van Benthem, and Frank Wolter. Hand-
book of Modal Logic, Volume 3 (Studies in Logic and Practical Reasoning).
Elsevier Science Inc., New York, NY, USA, 2006. ISBN 0444516905.

Cristian S. Calude, Sanjay Jain, Bakhadyr Khoussainov, Wei Li, and Frank
Stephan. Deciding parity games in quasipolynomial time. In Proceedings
of the 49th Annual ACM SIGACT Symposium on Theory of Computing,
STOC 2017, pages 252-263, New York, NY, USA, 2017. ACM. ISBN 978-1-
4503-4528-6. doi: 10.1145/3055399.3055409. URL http://doi.acm.org/10.
1145/3055399.30554009.

S. G. Cole. Conflict and cooperation in potentially intense conflict situations.
Journal of Personality and Social Psychology, 22(1):31 — 50, 1972. doi:
https://doi.org/10.1037/h0032390.

A. Condon. The complexity of stochastic games. Information and Computa-
tion, 96(2):203-224, 1992.

Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Ri-
vest, and Clifford Stein. Introduction to Algorithms. The

66


http://doi.acm.org/10.1145/3055399.3055409
http://doi.acm.org/10.1145/3055399.3055409

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

MIT Press, 2nd edition, 2001. ISBN 0262032937. URL
http://www.amazon.com/Introduction-Algorithms-Thomas-H-Cormen/
dp/0262032937%3FSubscriptionId},3D13CT5CVB8OYFWJEPWS02,26tagh
3Dws%261inkCode?3Dxm2%26camp%3D2025%26creative’,3D1659537,
26creativeASINY3D0262032937.

Antonio Di Stasio, Aniello Murano, Giuseppe Perelli, and Moshe Vardi.
Solving parity games using an automata-based algorithm. 9705, 07 2016.

A. Ehrenfeucht and J. Mycielski. Positional strategies for mean payoft games.
International Journal of Game Theory, 8:109-113, 1979.

E. A. Emerson and C. S. Jutla. Tree automata, mu-calculus and determinacy.
In Proceedings of the 32Nd Annual Symposium on Foundations of Computer
Science, SFCS ’91, pages 368-377, Washington, DC, USA, 1991. IEEE
Computer Society. ISBN 0-8186-2445-0. doi: 10.1109/SFCS.1991.185392.
URL https://doi.org/10.1109/SFCS.1991.185392.

E. Allen EMERSON. Chapter 16 - temporal and modal logic. In JAN
VAN LEEUWEN, editor, Formal Models and Semantics, Handbook of
Theoretical Computer Science, pages 995 — 1072. Elsevier, Amsterdam, 1990.
ISBN 978-0-444-88074-1. doi: https://doi.org/10.1016 /B978-0-444-88074-1.
50021-4. URL http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/
B9780444880741500214.

John Fearnley, Sanjay Jain, Sven Schewe, Frank Stephan, and Dominik
Wojtczak. An ordered approach to solving parity games in quasi polynomial
time and quasi linear space. In Proceedings of the 24th ACM SIGSOFT
International SPIN Symposium on Model Checking of Software, SPIN 2017,
pages 112-121, New York, NY, USA, 2017. ACM. ISBN 978-1-4503-5077-
8. doi: 10.1145/3092282.3092286. URL http://doi.acm.org/10.1145/
3092282.3092286.

Oliver Friedmann and Martin Lange. Solving parity games in practice.
In Zhiming Liu and Anders P. Ravn, editors, Automated Technology for
Verification and Analysis, pages 182-196, Berlin, Heidelberg, 2009. Springer
Berlin Heidelberg. ISBN 978-3-642-04761-9.

Hugo Gimbert and Rasmus Ibsen-Jensen. A short proof of correctness of

the quasi-polynomial time algorithm for parity games. 02 2017.
67


http://www.amazon.com/Introduction-Algorithms-Thomas-H-Cormen/dp/0262032937%3FSubscriptionId%3D13CT5CVB80YFWJEPWS02%26tag%3Dws%26linkCode%3Dxm2%26camp%3D2025%26creative%3D165953%26creativeASIN%3D0262032937
http://www.amazon.com/Introduction-Algorithms-Thomas-H-Cormen/dp/0262032937%3FSubscriptionId%3D13CT5CVB80YFWJEPWS02%26tag%3Dws%26linkCode%3Dxm2%26camp%3D2025%26creative%3D165953%26creativeASIN%3D0262032937
http://www.amazon.com/Introduction-Algorithms-Thomas-H-Cormen/dp/0262032937%3FSubscriptionId%3D13CT5CVB80YFWJEPWS02%26tag%3Dws%26linkCode%3Dxm2%26camp%3D2025%26creative%3D165953%26creativeASIN%3D0262032937
http://www.amazon.com/Introduction-Algorithms-Thomas-H-Cormen/dp/0262032937%3FSubscriptionId%3D13CT5CVB80YFWJEPWS02%26tag%3Dws%26linkCode%3Dxm2%26camp%3D2025%26creative%3D165953%26creativeASIN%3D0262032937
https://doi.org/10.1109/SFCS.1991.185392
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/B9780444880741500214
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/B9780444880741500214
http://doi.acm.org/10.1145/3092282.3092286
http://doi.acm.org/10.1145/3092282.3092286

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

23]

[24]

Keijo Heljanko, Misa Keindnen, Martin Lange, and Ilkka Niemela. Solving
parity games by a reduction to sat. Journal of Computer and System
Sciences, 78(2):430 — 440, 2012. ISSN 0022-0000. doi: https://doi.org/10.
1016/j.jcss.2011.05.004. URL http://www.sciencedirect.com/science/
article/pii/S0022000011000535. Games in Verification.

Matthew Hennessy and Robin Milner. Algebraic laws for nondeterminism
and concurrency. J. ACM, 32(1):137-161, January 1985. ISSN 0004-5411.
doi: 10.1145/2455.2460. URL http://doi.acm.org/10.1145/2455.2460.

Michael Huth, Jim Huan-Pu Kuo, and Nir Piterman. The rabin index
of parity games: Its complexity and approximation. Information and
Computation, 245(Supplement C):36 — 53, 2015. ISSN 0890-5401. doi:
https://doi.org/10.1016/j.ic.2015.06.005. URL http://www.sciencedirect.
com/science/article/pii/S0890540115000723.

Predrag Janicic. Ursa: A system for uniform reduction to sat. Logical
Methods in Computer Science, 8, 12 2010. doi: 10.2168/LMCS-8(3:30)2012.

Marcin Jurdzinski and Ranko Lazic. Succinct progress measures for solving
parity games. CoRR, abs/1702.05051, 2017. URL http://arxiv.org/abs/
1702.05051.

Marcin Jurdzinski. Deciding the winner in parity games is in up N co-
up. Information Processing Letters, 68(3):119 — 124, 1998. ISSN 0020-
0190. doi: https://doi.org/10.1016/S0020-0190(98)00150-1. URL http:
//www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0020019098001501.

Marcin Jurdzinski. Small progress measures for solving parity games. In
Horst Reichel and Sophie Tison, editors, STACS 2000, pages 290-301, Berlin,
Heidelberg, 2000. Springer Berlin Heidelberg. ISBN 978-3-540-46541-6.

Marcin Jurdzinski, Mike Paterson, and Uri Zwick. A deterministic sube-
xponential algorithm for solving parity games. SIAM Journal on Com-
puting, 38(4):1519-1532, 2008. doi: 10.1137/070686652. URL https:
//doi.org/10.1137/070686652.

Gil Kalai. A subexponential randomized simplex algorithm (extended
abstract). In Proceedings of the Twenty-fourth Annual ACM Symposium
on Theory of Computing, STOC 92, pages 475-482, New York, NY, USA,

68


http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0022000011000535
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0022000011000535
http://doi.acm.org/10.1145/2455.2460
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0890540115000723
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0890540115000723
http://arxiv.org/abs/1702.05051
http://arxiv.org/abs/1702.05051
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0020019098001501
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0020019098001501
https://doi.org/10.1137/070686652
https://doi.org/10.1137/070686652

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

1992. ACM. ISBN 0-89791-511-9. doi: 10.1145/129712.129759. URL http:
//doi.acm.org/10.1145/129712.129759.

Jeroen JA Keiren. Modal p-calculus (version 1.1). 2013.

Robert M. Keller. Formal verification of parallel programs. Commun. ACM,
19(7):371-384, July 1976. ISSN 0001-0782. doi: 10.1145/360248.360251.
URL https://doi.org/10.1145/360248.360251.

William Kirk and Brailey Sims. Handbook of Metric Fixed Point Theory.
Springer Netherlands, 2001. ISBN 978-94-017-1748-9.

Dexter Kozen. Results on the propositional p-calculus. Theoretical Computer
Science, 27(3):333 — 354, 1983. ISSN 0304-3975. doi: https://doi.org/10.1016/
0304-3975(82)90125-6. URL http://www.sciencedirect.com/science/
article/pii/0304397582901256. Special Issue Ninth International Col-
loquium on Automata, Languages and Programming (ICALP) Aarhus,
Summer 1982.

Orna Kupferman and Moshe Y. Vardi. Weak alternating automata and
tree automata emptiness. In Proceedings of the Thirtieth Annual ACM
Symposium on Theory of Computing, STOC ’98, pages 224-233, New York,
NY, USA, 1998. ACM. ISBN 0-89791-962-9. doi: 10.1145/276698.276748.
URL http://doi.acm.org/10.1145/276698.276748.

Martin Lange. Solving parity games by a reduction to sat. In In Proc. of
the Workshop on Games in Design and Verification, GDV’05, 2005.

L. A. Levin. Universal sequential search problems. In Problems of Information
Transmission, Probl. Peredachi Inf., volume 9, pages 115-116, 1973. URL
http://mi.mathnet.ru/ppi914.

Moez Mahfoudh, Peter Niebert, Eugene Asarin, and Oded Maler. A satisfiabi-
lity checker for difference logic. In FIFTH INTERNATIONAL SYMPOSIUM
ON THE THEORY AND APPLICATIONS OF SATISFIABILITY TE-
STING, 2002.

Robert McNaughton. Infinite games played on finite graphs. Annals of Pure
and Applied Logic, 65(2):149 — 184, 1993. ISSN 0168-0072. doi: https://
doi.org/10.1016,/0168-0072(93)90036-D. URL http://www.sciencedirect.
com/science/article/pii/016800729390036D.

69


http://doi.acm.org/10.1145/129712.129759
http://doi.acm.org/10.1145/129712.129759
https://doi.org/10.1145/360248.360251
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0304397582901256
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0304397582901256
http://doi.acm.org/10.1145/276698.276748
http://mi.mathnet.ru/ppi914
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/016800729390036D
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/016800729390036D

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

|40]

[41]

[42]

43|

Matthew W. Moskewicz, Conor F. Madigan, Ying Zhao, Lintao Zhang, and
Sharad Malik. Chaff: Engineering an efficient sat solver. In Proceedings of
the 38th Annual Design Automation Conference, DAC 01, pages 530-535,
New York, NY, USA, 2001. ACM. ISBN 1-58113-297-2. doi: 10.1145/378239.
379017. URL http://doi.acm.org/10.1145/378239.379017.

Robert Nieuwenhuis and Albert Oliveras. Dpll(t) with exhaustive theory
propagation and its application to difference logic. In Kousha Etessami and
Sriram K. Rajamani, editors, Computer Aided Verification, pages 321-334,
Berlin, Heidelberg, 2005. Springer Berlin Heidelberg. ISBN 978-3-540-31686-
2.

J. Obdrzalek. Algorithmic Analysis of Parity Games. PhD thesis, University
of Edinburgh, 2006. Submitted: January 31, 2006. Examined: May 29, 2006.

Viktor Petersson and Sergei Vorobyov. A randomized subexponential algo-

rithm for parity games, 2001.

N. Piterman. From nondeterministic buchi and streett automata to determini-
stic parity automata. In 21st Annual IEEE Symposium on Logic in Computer
Science (LICS’06), pages 255-264, 2006. doi: 10.1109/LICS.2006.28.

Jaco Pol and Michael Weber. A multi-core solver for parity games. FElectronic
Notes in Theoretical Computer Science, 220:19-34, 12 2008. doi: 10.1016/].
entcs.2008.11.011.

Anuj Puri. Theory of Hybrid Systems and Discrete Fvent Systems. PhD
thesis, University of California at Berkeley, 1995.

Sven Schewe. Solving parity games in big steps. Journal of Computer
and System Sciences, 84:243 — 262, 2017. ISSN 0022-0000. doi: https://
doi.org/10.1016/j.jcss.2016.10.002. URL http://www.sciencedirect.com/
science/article/pii/S0022000016300952.

Helmut Seidl. Fast and simple nested fixpoints. Information Processing
Letters, 59(6):303 — 308, 1996. ISSN 0020-0190. doi: https://doi.org/10.1016/
0020-0190(96)00130-5. URL http://www.sciencedirect.com/science/
article/pii/0020019096001305.

L. S. Shapley. Stochastic games. Proc. Nat. Acad Sci. U.S.A., 39:1095-1100,
1953.

70


http://doi.acm.org/10.1145/378239.379017
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0022000016300952
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0022000016300952
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0020019096001305
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0020019096001305

[44]

[45]

|46]

47]

48]

[49]

[50]

[51]

C. Stirling. Local model checking games. In CONCUR ’95, 962(LNCS):1-11,
1995.

Alfred Tarski. A lattice-theoretical fixpoint theorem and its applications.
Pacific Journal of Mathematics, 5, 06 1955.

G. S. Tseitin. On the Complexity of Derivation in Propositional Calculus,
pages 466—483. Springer Berlin Heidelberg, Berlin, Heidelberg, 1983. ISBN
978-3-642-81955-1. doi: 10.1007/978-3-642-81955-1 28. URL https://doi.
org/10.1007/978-3-642-81955-1_28.

Lészlo Varga. The parity games. Master’s thesis, Eotvos Lorand University.
Faculty of Science, Budapest, 2014.

Thomas Wilke. Alternating tree automata, parity games, and modal
p-calculus.  Bull. Belg. Math. Soc. Simon Stevin, 8(2):359-391, 2001.
doi: 10.36045/bbms/1102714178. URL https://doi.org/10.36045/bbms/
1102714178.

Ernst Zermelo and E Borel. On an application of set theory to the theory
of the game of chess. In Congress of Mathematicians, pages 501-504. CUP,
1913.

Wieslaw Zielonka. Infinite games on finitely coloured graphs with applications
to automata on infinite trees. Theoretical Computer Science, 200(1):135 —
183, 1998. ISSN 0304-3975. doi: https://doi.org/10.1016,/S0304-3975(98)
00009-7. URL http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/
S0304397598000097.

U. Zwick and M. S. Paterson. The complexity of mean payoff games on
graphs. Theoretical Computer Science, 158(1-2):343-359, 1996.

71


https://doi.org/10.1007/978-3-642-81955-1_28
https://doi.org/10.1007/978-3-642-81955-1_28
https://doi.org/10.36045/bbms/1102714178
https://doi.org/10.36045/bbms/1102714178
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0304397598000097
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0304397598000097

	1 Увод
	2 Игре парности
	2.1 Основе
	2.2 Стратегије
	2.2.1 Принудни скупови

	2.3 Уопштења игара парнoсти
	2.3.1 Игре средње вредности
	2.3.2 Једноставне стохастичке игре

	2.4 Комплексност

	3 Модални -рачун
	3.1 Модална логика
	3.1.1 Темпорална логика

	3.2 Проверавање модела
	3.3 -рачун
	3.3.1 Основни примери
	3.3.2 Алгоритам за проверу задовољивости формула

	3.4 Веза са играма парности

	4 Стратегије решавања
	4.1 Досадашњи радови
	4.2 Експоненцијални алгоритам
	4.3 Мале мере напредовања
	4.3.1 Алгоритам

	4.4 Детерминистички субекспоненцијални алгоритам
	4.4.1 Проналажење доминиона
	4.4.1.1 Нови алгоритам


	4.5 Напредни алгоритми
	4.5.1 Алгоритам заснован на аутоматима
	4.5.1.1 Унапређени APT алгоритам

	4.5.2 Квазиполиномски алгоритам
	4.5.3 Сажете мере напредовања


	5 Свођење на SAT
	5.1 Мотивација
	5.2 Постојећи алгоритми
	5.3 Основе алгоритма
	5.4 Логика разлика
	5.5 Кодирање победничких стратегија у логици разлика
	5.6 Кодирање у исказној логици
	5.7 Детаљи имплементације
	5.8 Валидација алгоритма
	5.9 Резултати извршавања

	6 Закључци и даљи рад
	Литература

