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2 OproronaJjiHa mperpara orcera

1 VYBox

OproronaJjHa Iperpara oIcera je jeJlaH 0/t OCHOBHUX IIPOOJIEMa y padyHapCKOj TeOMETPUIH Ca
npuMeHaMa y 0azaMa 1ojiaTaka, padyHapckoj rpaduiid, MOOMIHOM PadIyHAPCTBY, reorpadCKuM
nuadopmarmonnm cucremuma, CAD cucremuma, uta. Pasmarpa ce cienehn mpobiem: 3a jaru
(bUKCHA CKyIl Tadaka y d-IAMEH3UOHOM IIPOCTOPY, OMOTYNUTH e(dUKACHO M3BPIINABAHE YIIUTA
KOjU IIpOHAJIA3€e TadKe Koje JieXkKe YHYTap 3aaTOr OPTOrOHAJHOT d-TMMEH3NOHOT OIICeTa, OJIHOCHO
d-xBajsipa. CrabJio orcera je jejiHa o1 CTPYKTYpa [ojlaTaka Koja epUKaCHO pernaBa 0Baj MpodIeM.

Paj npy:xa KoMIJIeTaH onHC CTPYKTYPe U HCTpaxKyje eddmKacHe HAYMHE HHeHe MMIIJIEMEeHTa-
nuje y nporpamMckom jeauky C++. Kao jeo pajia pa3Bujena je u MIIJIEMEHTAIA]a KAKBA TPEHYTHO
He TIOCTOjH, NN HUje jaBHO ,ZLOCTyHHaE — JIMHAMHUYIKO cTabJIo OIIcera ca olepalijaMa ayKypupamba
KOje ce IpaJid HaJl IOTIIYHO IIPOM3BOJGHUM THIIOBHMA IIOJaTakKa. ¥ pajy ce pa3Marpajy U Me-
TO/IM TODOJBINIAa TIephOpPMAHCH Ha BUINEje3rapHuM IpollecopuMa. Ha Kpajy je mara aHam3a
pesy/rraTta J00MjeHrX HaJI MPAKTUIHAM HOJAINMA.

Kao ocHOBHa smuTepaTypa 3a MorIaB/ba u [3.4| xopumthere cy [1], [10] u [2], nox ce
norsasibe [3.6( 3aceuBa Ha [4] u [5].

2 OproronajiHa mperpara oricera

V ommmrem citydajy, mpeTpara o OIcCery ce CacTOju OJf MPEeTIIPOoIecCuparbha CKya objekara S
Kako O ce yTBPAWJIO KOju 00jeKTH m3 S ce CeKy ca YIUTHUM 0DjeKTOM KOjU Ce HAa3UBa Oncee.
Tocroju BuIe BapHjaHTH OBOI' MpoOJsieMa, 3aBUCHO OJ THIa o0jeKkara KOju ce Tpaxke (Tauke,
JIMHUje, IOJKUIOHH. . . ), TUIIA Iperpare (IpujaB/buBarbe, Opojabe, IPoBepa M0CTojamba 0bjeKara y
orcery. . . ), Tuia orncera (IIPaBOyraoHUK NapaJsejaH KOOPJAUHATHAM Ocama, KPYT. .. ), UT/I.

Mu ce y pajy orpaHndaBamMo Ha mpeTpary d-JMMEH3UOHUX Tadaka 110 d—IMMEH3UOHOM OIl-
Cery KOju je OPTOTOHAJIAH, OJHOCHO MapaJieJIaH ca KOODAWHATHAM OcaMa. ¥ jeIHOINMEH3UOHOM
cllydajy TpaKe ce Tadke Ha IPaBoj Koje JieyKe Yy JIaTOM MHTEPBaJIy, V JIBe JUMEH3HUje TadKe Y
PaBHE KOje MPHUIIAJAjy MPABOYTaOHUKY MAPAJIETHOM € KOODAWHATHUM OCaMa, y TPOIHMMEH3UO-
HOM IIPOCTOPY — TAYKEe YHYyTap OPTOTOHAJHOT KBaJpa. ¥ OIMINTEM CJIy4ajy, 33/aTaKk [peTpare je
Ja nponabe cBe d-TMMEH3MOHE TavyKe KOje JieXKe YHyTap OPTOTOHAJIHOT d-KBaJIpa, OJIHOCHO BEK-
TOPCKOI' IIPOU3BOJia d OPTOroHaAJHUX MHTepBaJja. (OBakBa Iperpara ce Ha3WBa ,IIPABOyraoHa'
mpeTrpara orcera, Wi, y padyHapCcKO] TeOMETPUJH, 0PMO2OHAAHA NPEMPA2a ONcezd. 3aHUMA HAC
CcaMo CJIydaj y KOM Ce HaJ UCTHM ITOJAIlIMa W3BPIIABAjY BUIIECTPYKHU YIIATH.

Cruka 1: OproronaJjiHa mperpara OIcera y jeJHOIUMEH3UOHOM U JIBOIMMEH3MOHOM CJIydajy.

Muoru ynutu HaJ 6a30M ce MOTY WHTEPIPETHPATH T'eOMeTpujcKu. AKO cjiorose y 6asu 1mo-

1Ko/MKO je ayTopy paJia TTO3HATO
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Cl\’Ianal\’IO KaO Ta4vKe y BUIICIMMEH3MOHOM IIpOCTOpy7 yIII/ITe HaJl IIOJaIlliMa H3 63.36 MOZKEMO
MIPEeBeCTH y YIIUTE HaJ CKyIIoM Tadaka. Ha mpuMmep, jeHa mpeTpara orcera HaJl JOMEHOM KIHUTa,
KOje Cy TIpeJICTaB/beHe TauKaMa C KOOpJIWHAaTaMa cena, str u god 6u moria ma Bpaha cBe Kmure
ca nenoM m3mehy 500 u 3000 nuaapa, 6pojem crpana m3mehy 100 u 300, 1 TOAUHOM HU3/1ABAIHA
u3mehy 1990. u 2010. roz,.

2.1 JemnoammeH3moOHA mpeTpara orcera

[TocmaTrpaMo IPBO jeIHOAMMEH3MOHU CJydYaj. Yia3 je CKYIl Tadaka y jeqHOAUMEH3HMOHOM
IPOCTOPY, HIP. y CKyIly peasHux OpojeBa R, a Tpake ce CBe Tadyke yHyTap WHTEDPBaja Ha
peaJsiHoj TIpaBoj.

IIpobnem. 3a 3azaru ckyu tadaka S = {p1,p2,...,Pn} HA PEAJHOj IPABOj U 3aJATH UHTEPBAJI
I = [2/, 2"] npujaBuTu cBe Tauke u3 S Koje ce Hanaze y I.

2.1.1 CopTupaHu Hu3

[Ipobsiem ce jemHOCTABHO peliaBa MOMONY COPTUPAHOT HU3a TaYaKa ¥ JBe BapujaHTe OMHApHE
uperpare Koje Hajiase 0y, OJHOCHO IOPHY I'DAHUIYy MHTepBaJa (CIuKa . Ako kiBydY KOju
Tpazke He MOCTOjU y HU3Y, OBU MeToau Bpahajy eroBor ciie0EHNKa, OJTHOCHO IIPETXOTHUKA.

Anropuram BP donja granica(A, Levi, Desni, x)

Yaas. A (au3 6pojeBa ypelenux neonanajyhie), Levi, Desni
(omcer unjekca nperpare) u x (6poj Koju ce TpazKm)

Hszna3. Poz (Hajmamu MHJEKC 4 TakaB ga je Ali] > x, wiu 0
aKO TaKaB MHJEKC He HOCTOjH)

1 while Levi < Desni:
2 Srednji = | (Levi+ Desni)/2] // [(Levi + Desni)/2]
3 if A[Srednji] > x: /] <
4 Desni = Srednji — 1 // Levi = Srednji + 1
5 else:
6 Levi = Srednji // Desni = Srednji
7 if Levi = Desni and A[Levi] < x: /] >
8 Poz = Levi
9 else:
10 Poz =10

Cunka 2: Hanaxkeme upsor esementa Koju je el mwin jeqHax (I0ma IDAHUIA), OJHOCHO IIO-
CIIEIIIbET eJIEMEHTA KOJU je Marby WU jefHak (ropiba IPAHUIA) of TpaxKene BpexHoctu. Kom 3a
HaJIaYKerhe IOPHhe IPaHuIle je 3000 CJMIHOCTH JIaT Y BUJLY KOMEHTapa y JIPYyroj KOJIOHU.

Jenno pememe je ja ce Hajpe MpeTparoM Jome I'paHule T’ y HU3y nmpoHabhe IpBa Tadka
KOja IpUIlajia WHTEPBAJY, & 3aTUM JIa Ce IIPOJIACKOM KpPO3 HU3 PeJOM IIPHUjaBJbyjy CBe TadKe
KOje W3a e cjlelle, a U Jajbe JieXke y WMHTepBajly. DBpeMeHCKa CJI0KEHOCT OMHapHE IIpeTpare
je O(logn), a upujaspuBame k tadaka ce obasba y O(k) Kopaka na je yKyIHA CJIOKEHOCT
uperpare O(logn + k). OBo je npumep anropurma ocem.asugoz va usaa3 (eng. output-sensitive)
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4qrja CJIOXKEHOCT 3aBUCH 0J1 Opoja pe3y/rara, OJHOCHO BeJUYUHE M3J1a3a, a He CaMO OJI BeJINUMHE
yiaza. KoHcrpykinuja ce paiu caMo jeIHOM, U 3a by je 360r copruparsa norpebno O(nlogn)
kopaka. IIpocropua cioxkenocr je O(n).

Hapenenn anropmramM TpUINKOM MPHjaB/hbUBaiba TadaKa JOJATHO BPIMH k mopehema ca me-
cHMM KpajeMm umHTepBasa r'. Bose pememe koje mmamMmm3yje 6poj mopehema je ga, ymMecro
jeJiHe, U3BPINIMMO JiBe OUHApHE IpeTpare 10 oba kpaja unrepsana (u game y O(logn) kopaka),
u onja 6e3 mopeherma BPeIHOCTH MPHUjaBUMO k ejleMeHaTa KOju ce HaJsaze u3Mely aBa go0ujeHa
rpaHuuHa uHAEKca nperpare. OBo orpanuyasa 6poj nopelema speauoctu na uajsume O(logn),
MaJa je yoOp3ame caMo 32 KOHCTaHTHU (PaKTOP U HE MeHa aCUMIITOTCKY CJIOXKEHOCT aJITOPUTMA.
WNmnak, y mpakcu 0BO MOyKe OUTH 0J1 3Ha4aja, IIOTOTOBO aKO CY BPEIHOCTH Y HU3Y CJIOYKEHU TUIIOBH
[I0/IaTaKa U bUXOBO mopeherbe je HeTpUBUjaIHO.

Anropuram Niz pretraga opsega(4, n, o', ")
Yaas. A (au3 semmaune n, coptupan meonagajyhe), [2/, 2] (uarepsan)
Hsnas. F (ckyn tadaka u3 A Koje UpuUNajajy UHTEPBAILY)

1 4= BP_donja_granica(A,1,n,z")
2 {i je nagmarou undexc sa xoju je Ali] > x’ wau 0}
3
4 j=BP_gornja_granica(A,1,n,a")
5 {j je najsehu undexc 3a xoju je Alj] < x” uwau 0}
6
7 ifi#0:
8 while ¢ < 5:
9 nonaj Ali]y F
10 1=1+1

Cruka 3: Bunapna mperpara orcera y COpTUPAHOM HH3Y.

Mana coprupaHOr HH3a je IITO HUje MOryha meroBa reHepasn3aliija Ha BUIIE IUMEH3Wje,
HUTH ce HU3 MOKe e(bUKACHO axKypuparu (yK/Iambarbe eJIeMEeHTa je 0OMIHO CKYIIa Olepanuja).

Teopema 2.1 Ckyn 0d n mauaka Ha Peasnoj Mpasoj ModHce ce NPEemnpouecupamy 3a 8peme
O(nlogn) y copmuparu nus seaunune O(n), Koju mpasicu u npujassyje cee maywke Koje aestce
y damom unmepsany y spemeny O(logn + k), 2de je k 6poj npujaswerur pesysmama.

2.1.2 BwuHapHoO cTabJio mmperpare

Jom jenno eduxacHo permeme nobuja ce kopumlhiemem Gunapror crabia nperpare (BCII) koje
qyBa TAdKe (CJ’II/IKa. Ysop crabiia je cjior KOju CaApKu KJbYyd U IMOKA3UBaY€e HA JIEBOT U JECHOT
cuna (kljuc, levi, desni).

[Iperpara ce m3BOAM TpaxKemeM KpajeBa MHTEPBAJa M CIYIITAkeM HU3 cTabjio CBe JI0 YBOpa
nozese y KoM ce nyresu Py u P, Ka KpajeBuMa uHTepBasa pasisajajy (usop 35 ma commum [5)).
Haxkon mro ce nponalje oBaj uBop, mperpara ce HacTaB/ba U JIEBO U JIECHO, mopejielin YBOpoBe
crabyia ca KpajeBuMa mHTepBaJa. llpm mopehemy ca jeBuM KpajeM MHTEpBaJa, Kaja IpeTpara
ckpehe yJieBo, IpujaB/byjy €€ CBU YBOPOBU Y JIECHOM IOJCTa0/y, U OOpHYTO, Ipu mopehemy ca
JIGCHUM KpajeM HMHTepBaJia, KaJjia rnperpara ckpelie yaecHo, IpHUjaBbyjy ce CBH IBOPOBHU Y JIEBOM
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Anropuram BSP _pretraga opsega(v, z’, z”)
Ynas. v (noxkasmsau na xopen BCII), [/, 2] (unrepsan)
Hsnas. F (ckyn Tadaka u3 v Koje IPUIAJIA]Y UHTEPBAJLY )
if v # nil:
if 2’ < w.kljuc:
BSP_pretraga_opsega(v.levi, ', z")
if 2/ < w.kljuc and z” > v.kljuc:
nonaj v.kljucy F
if 2" > v.kljuc:
BSP_pretraga_opsega(v.desni, x’, ')

N O U W N

Ciuka 4: Ilperpara ormcera y 6uHapHOM cTabjy mmperpare.

nojictabiry. OBuM cy obyxBalieHn CBH YBOPOBH Yy yHYTPAIIBLUM IIOICTA0IMMa KOja cy ,orpahena’
nyresuma P; u P, mux ykyuuno k, rie je k Opoj upujasbeHux pesysirara. TokoMm obuiacka,
Takobe ce NMpoBepaBajy U MPHjaBjbyjy CBU YBOPOBU Ha IIyTEBUMa KOjU JIeXKe Y WHTEPBAJIy.

[Ipumernmo ma ce UCIoO IBOpA MOeNe IpeTpara MPaKTUIHO ,IIUPU" YJIEBO JOK TOJ je JIeBU
Kpaj MHTepBaJja jOIl yBeK JIeBO OJ TeKyher 4Bopa, W y/IeCHO JIOK TOJ je JeCHU Kpaj WHTepBaJa
jom yBek mecHo of Tekyhier uBopa. OBako ce moehasa orcer 4BopoBa 3a KOje ce IIpOBepaBa
MIPUTIATHOCT WHTEPBAJIy U IIpaTe caMoO MEPCIEeKTUBHE I'PaHe, OJHOCHO OHE KOje MMajy IMaHCy /1a
caJipyKe HEeKy TadKy y MHTEPBaJLy, JIOK CBE JIpyTe TpaHe OUBajy ojcetdeHe.

Cummka 5: Tlperpara unrepsada [30,39] y 6unapaom ctabmy nperpare. Ilytesu P u Py cy o3Ha-
YeHU 110/1e0/bAHOM JIMHUJOM, TPAHUYHN YBOPOBU CUBOM G0jOM (TAMHMJOM aKo yjia3e y pe3yJsTar),
a YBOPOBH Koje 3akianajy P u P, npaoMm 6ojoM. Pesyirar ymHe TaMHO CHBU U IIPHU YBOPOBHU.

ITyreBu He MoOpajy HYKHO Jia Ce 3aBpIIABAjy y JIUCTOBUMA (HIp. JIEBU IyT HA CJIMIM |D| ce
zaBpmasa y 4Bopy 27). UBOpOBH JyzK [IyTe€Ba MOT'Y aJld HE MOPA]y Ja IPUIIAJIA]y HHTEPBAJLY, OBO
je IoTpe6GHO 10/ATHO NPOBEpUTH (HIIP. TpaHuYHK YBopoBH 25, 27 u 40 Ha ciunu |5| He npUIIAIAjY
UHTEPBAJLY ).

Axko je crabmo ypasaorexkeno, nperpara nocehyje O(log n) rpaanaanx usoposa n O(k) ,orpa-
Dennx' 4BOpOBA, IOK CIIOJBAIIIGA IBOPOBU OMBajy ojicedenu. Pe3yiarar dumHu yHHja CBUX Orpa-
Denux uBopoBa m oHuMX YBOpOoBa W3 P, u P, Koju npumajajy MHTEpBaJy. YKyIOHA CJIOYKEHOCT
uperpare je O(logn + k).

[IpennocT crabna y omuocy Ha coprupanu Hu3 je mrTo je BCII gumammuaka cTpykTypa u
omoryhaBa n3MeHe mojaTaka HaKOH KoHcTpyknuje. IIpocropra ciioxkenocr je u name O(n), anu
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y3 HelITo Behiu KOHCTaHTHU (PAKTOP y OJHOCY HA HU3.

Teopema 2.2 Cxyn 0d n mavaka HG PEAAHO] MPABO] MONHCE CE MPEMNPOUECUPAMU 30 BDEME
O(nlogn) y ypasnomesicerno Gunapro cmabao npempaze seaunune O(n), xoje mpasicu u npuja-
snyje cee mavke xKoje aeoce y damom unmepsany y epemeny O(logn + k), ede je k 6poj npuja-
BHEHUL PESYAMAMA.

2.2 Bwuine numenH3uje

Coprupann uu3 u BCII cy Bpso 106pe cTpyKType mojaraka 3a pelraBambe IpobiemMa jeHo-
JIMEH3MOHe OPTOrOHAJIHE IIpeTpare olcera, ajii HUCY HOTOJIHE 3a CJIydaj KaJia je Opoj JuMeH3uja
Behn on jeman. MeljyTuMm, unak ce MOry KOPHCTHUTH Kao JEJOBHU CJIOXKEHUJUX CTPYKTypa Koje
OIACYjEMO y HACTABKY.



3 CrabJio ormcera,

3 CrabJjo orcera

Cmabao onceea (eng. range tree) je cTpyKTypa Iojaraka Koja ce I'Daju Haj CKYIoOM d-
JUMEH3MOHUX Tadaka 1 edUKACHO IIPOHAJIA3M CBE Ta4YKe KOje MPHUIAIajy HEKOM OPTOrOHAJHOM
d—muveH3noHoM oricery. Pajn jeIHOCTABHOCTH, Y HACTABKY IIPETIIOCTABI/HAMO I CY TAJKe je IMH-
CTBEHE IO BPEJHOCTUMA CBHUX CBOJUX KOODJMHATA II0 CBAKOj KOOPJAWHATHO] OCH, & Y IIOTJIABJBY
[3-5] mokasyjemo kako ce 0BO orpaHmUere MOXKe OTKJIOHUTH. 1ocMaTpamo IpBo jeHOMMEeH3HOHN
CIIy4aj.

3.1 JeaHoamMeH3MOHO cTabJIO oIcera

JenHOAMMEH3MOHO CTabJIO OIICera IPeICTaB/ba, IPOIINPEHEe YPABHOTEXKEHOI OMHAPHOT cTabJIa
nperpare koje ¢cMo Bell Buzesn u3 nornassba 2.1.2) Kao rakso, Hacaelyje ce ocobune Kiacuaaor
BCII y3 jeany 6urHy pasiuky — y crabjiy Olcera ce MOJAIM YyBajy COPTHUPAHU Y JIACTOBUMA.
OBo omoryhaBa ja ce crabjo Jako reHepayn3dyje Ha BUIIEIUMEH3UOHU CJIy4aj. YHYTPaIlbh
YBOPOBU CJIy2Ke MCKJ/BYUHMBO 33 yCMEpaBame Iperpare Kpo3 cTadiio W TPAKTUIHO JIeI€ TPOCTOD
rperpare Ha JUCjYHKTHe o0jiacTu. Kibyd yHyTpalllmher 4Bopa ce MOXKe OPeUTH IIPOU3BOJEHO CBE
JIOK pasjiBaja YBOPOBe JjieBor u jiecHor rogcrabiia no npasuiy BCIL. Ilo meMy je Kibyd CBaKor
qBopa y crabiy Behm wim jemHak oJ KJbydueBa CBHX YBOPOBA Y EHETOBOM JIEBOM MOJCTAOIY, a
CTPOrO MalU 0JT K/byUeBa CBUX YBOPOBA Yy FHETOBOM JIECHOM IozcTabiry. Mu 3a BpeHOCT KJbyda
YHYTpAIIber 9BOpa y3UMaMO MAKCUMAJIHU KJbYY M3 HErOBOT JIEBOT M0JICTabJIa, OJHOCHO KPajibu
JIECHU JIUCT. 3a 3aIuC IYBOpa cTabjia KOPUCTUMO CJIOT ca ciejehinM mosbuma:

e levi — MOKa3MBaY HA JIEBO MOCTA0JIO WK Nil aKO OHO HE MOCTOjU

e desni — MOKA3WBa4 Ha JIECHO TOJICTAOIO WX Nil KO OHO HE TTOCTOjU

e velicina — 6poj JucroBa y nozcrabily Yuju je KOpeH oBaj 4Bop (BesimduHa Jmcra je 1)

e kljuc — BpemHOCT 3a ycMepaBake mperpare Kpo3 ¢tabiio (camMo 3a yHyTpAIlhe IBOPOBE)

e sck — mOKA3UBAY Ha CEKYHJIAPHO CTA0JIO y HAPEIHO] JUMEH3UjU (CaMo 3a yHyTpalllibe 4BO-
pOBe y BUIIEINMEH3NOHUM CTabInMa)

e tacka — Tauka, uiM Be3a Ka TAYKU y HEKOM O0JINKY (CaMmo 3a JIMCTOBE)

[TompasymeBaMo jia je OBUM CJIONOM OIUCAHA JIOTUYKA CTPYKTYpa CBAKOD YBOpPA, a 3a CaJa
3aMeHapyjeMo IUTamba UMIJIEMEHTAIje Kao MITO Cy Jia JU ce JBa MeDyCOOHO MCKIBYIHBa MOJba
oyt sek u tacka Mory dyBarm Kao jeHo mosbe, uta. OBe Jerasbe JUCKYTYjeMO Y MOTJIABIbY

Ha cunu [6] je npukasaso jeaHo jeqHOoAMMEH3HOHO cTalno omcera. Fbume pemasamo mern
npobiem 3 norsassba [2.1]

IIpo6usiem. 3a zajgatu ckyn Tadaka S = {p1,pa,...,Pn} Ha PEATHO] IPABO] U 33JaTH UHTEPBA
I = [2/,2"], npujaBuTn cBe Tauke m3 S Koje ce Hamaze y I.
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Cumka 6: ITperpara uarepsasa I = [2,23] y 1D crabuy omcera.

3apa/i T0jeHOCTaB/bEIbA HOTAIMje, YBOAUMO IpPBO Heke Jedununmje. Heka je xanonuuwku
nodckyn uBopa v, y o3uanu KP(v), CKyll CBUX Tadaka M3 JIMCTOBA IOJACTA0JIA YUjU je OH KOPEH.
Kanonwuku mopckyn kopeHa crabjia je, Ha IpPUMEpP, YUTaB CKyIl Tadaka S. UBop je xanoHuuku
aKO IeroB KaHOHWYKH IIOJICKYI IIPHUIIAJIa TPayKEHOM HHTEPBAaJy, & KAHOHUYKHU IIOJCKYII H>ero-
BOT poauTesha He. KAHOHWYKN YBOPOBU CY KOPDEHH MAKCHMAJIHUX HOJCTadasa KOoja MPUMAIA]y
unrepsaiay nperpare ([10]).

KP(v)

Cimka 7: KaHOHMYKH IIOJICKYII YBOPa ¥ Cy TadKe U3 JINCTOBA H-ErOBOI 107CTalsIa, HA CIIHIH
O3HAYEHe CHBOM 00jOM.

360r xujepapxujcke CTpyKType crabja orcera, y npuMmepy Ha ciuiu [§ ce mako suau na cy
kaHonnuku nojuckyunosu {3}, {4,7},{9,12,14,15},{17,20} u {22}, xoju pemom npunaiajy KaHo-
HUYKAM 9BOpoBuMa 3,4, 12, 17 u 22, Mmel)ycoOHO auCjyHKTHU 1 J1a TIOKPUBAjy UHTEPBAJI [IPETPAre.
JpyruMm pedunma, pe3yJITar mpeTpare ce yBeK CaCTOjU OJ1 YHUj€ JINCjYHKTHUX KAHOHMIKUX TOJICKY-
[0Ba KAHOHMYKUX YBOPOBa. PelnaBame mpobJjema Iperpare ce, JaKJje, CBOAU Ha ITPOHAIAKEHE
CBUX KAHOHUYKNX YBOPOBA W NPUjAB/bUBAGE IbUXOBUX KAHOHWIKHUX MOJCKYTIOBA. AKO Ce ITyTEBH
ka ' u z” pasnBajajy y IBOpY vp, HHje TELIKO IPUMETHTH 3 Cy KAHOHUYKY IBOPOBU CBU JECHU
CHHOBH YBOPOBA Ha IIyTy OJ v, Ka f’ Kaja uperpara ckpehe neso (usoposu 12 u 4 Ha cuim ,
CBU JIeBU CHHOBH UBODOBa Ha IyTY OX v, Ka £ Kana mperpara ckpelie mecro (1Boposu 17 u 22),
U €BEHTYAJHO YBOPOBU y KpajeBuMa unTepsasia, ' u g’ (asop 3).
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Cauka 8: Ilperpara wateppana I = [2,23] y 1D crabay omcera. 3HaJ KAHOHUUKHUX YBOPOBA
nperpare 3,4,12,17 u 22, ucnmucanu cy mHUXOBU KAHOHMYKH IHOJCKYIIOBH, & FbUXOBA HOJCTADIIA
cy 1moceOHO OMBHYEHA M OCEHUYEHA. Pe3y/srar mpeTpare YMHM yHUjA O3HAYEHUX KAHOHUYKUX IO
CKYTIOBA.

AJropuraM 1perpare je JaT Ha CJIMIH u y nesocru je npeyser u3s [I]. Jda 6ucmo mpuja-
BUJIH CBe Tadyke u3 S y mHTepBaay I, mocrymamo na cienehn magnn. Hajupe Tpakumo Kpajese
unTeppaa 2’ u ” Hu3 crabio dyHKnujoM Nadji_cvor_podele() (cimka[J) cse 10 uBOpa y Kojem
ce myTeBu ka x' u x” pasasajajy. Ako ce mpe Tora mobe 1o JmcTa, Iperpara ce 3aBpliaBa U
[IPOBEPABAMO 3 JIM TAYKA Yy 3aBPIIHOM JIUCTY €BEHTYAJIHO IIPHUIIAA WHTEPBAILY. ¥ CYIPOTHOM,
nponaleH je 4BOp mozesie KOjU MPEJCTaB/ha HAJHUYKED 3ajeJHIIKOr MIPETKAa IBa 3aBPIIHA IBOPA
nperpare, i’ u p'’. To je Hajumkm 4Bop y crabiy y 4ujuM ce mojcTabIuMa Haja3e CBe TauKe
y unarepsaiy. Caga Tpaxkumo z’ HEM3 JeBy rpany 4Bopa nogesne. CBak# IIyT KaJa CKPEHEMO
yaeBo Tpaxkehu x’, 3HaMO 1@ ce Tavyke M3 KAHOHUYKOL IIOJCKYIA JIECHOI CHHA TOr 4BOopa (cu-
voBU 12 u 4 Ha cyuiu |8) Hasa3e y TpaxKeHoM mHTepBajy. llpujaBbyjemo ux momohy dyHKIIje
Prijavi_kanonicki_podskup() ca cimke[L0] Comno, Tpaxumo z'/ HU3 jlecHy rpamy qBopa Iojiese.
CBaku ImyT KaJ1a CKpeHeMO yAecHO Tpaxkehn 2/, 3HaMo 11a ce Tauke M3 KAHOHUIKOT TOJICKYTIA JIe-
BOr cuHa Tor YBopa (cunosu 17 u 22 na cjunu |8) Hajla3e y TPaXKeHOM UHTepBaJLy. [IpujaBibyjemMo
ux ucroM ¢yskimjom. OBumM cy obyxpaheHu CBE YBOPOBH y YHYTPAIIBUM I0jCTab/InMa Koja Cy
,orpabena® myresuMa ka u’ u p’’, mux ykynno k. Konadno, nperpara 3aBpiiaBa y JucTOBAMA. Lt
n 1 3a KOje MOJATHO MPOBEpaBaMo JIa JIM IIPUNAJAjy HHTEPBAIY.
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Anropuram Nadji cvor podele(v, 2/, 2”)

Yaas. v (nokasmBad Ha KopeH crabma omncera), [z, 2”] (nnTepBadn)

Hsznas. v (uBop mogesie y koM ce myresu o ©' u z” pasasajajy,
WM JIUCT y KOM ce 0ba IIyTa 3aBpIiaBajy)

while v nuje suct:
if 2 <wv.kljuc:
v =wv.levi
elif 2’ > v.kljuc:
v = v.desni
else:
break

BN = S SN SO N

Crmka 9: Hamaxkerme 1Bopa mojiesie y crabiry orcera.

Anropuram 1D _stablo opsega pretraga(v, «’, z”)
Yaas. v (nokasusad Ha xopen 1D crabua oucera), [z, 2] (uarepsas)
Hznas. F (ckyn Tadaka u3 v KOje IPUIIAJIA]Y UHTEPBAJLY )

1 Upodele = Nadji__cvor_podele(v, ', x") {mum@
2 if vpodele je mmcT:
3 AKO TaKa U3 Upodele IPUNANA UHTEPBALY, 1oxaj je y F
4 else:
5 {npamu aesu nym 00 Vpogele 00 &' u npujassyj decra nodemadbaak
6 V = Upodele-l€VI
7 while v #uje auct:
8 if 2’ < wv.kljuc:
9 Prijavi__kanonicki _podskup(v.desni)
10 v = v.levt
11 else:
12 v = v.desni
13 aKO TadKa U3 JINCTA v TIPUIIaJIa HHTEPBAILY, J107aj je v F'
14 {npamu decru nym 00 Vpodele 00 " u npujassyj sesa nodemabaal
15 V = Upodele-desni
16 while v uuje uct:
17 if 2" > v.kljuc:
18 Prijavi__kanonicki _podskup(v.levi)
19 v = v.desni
20 else:
21 v = v.levi
22 aKO TavKa W3 JINCTa v MPUIAJIa MHTEPBALY, 107aj je v F'

function Prijavi kanonicki podskup(v)
1 if v je ymcr:
JIOJIaj TauKy W3 Jucta vy F
else:
Prijavi_kanonicki _podskup(v.levi)
Prijavi__kanonicki__podskup(v.desni)

10
Cruka 10: Hamaxeme omcera y 1D crabiy omcera.
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3.2 JIBomumeHn3uoHO cTabJIo orcera 3 CrabJio omcera

Cioxkenocrt. Ilomrro je crabiio oncera y ochosu ypasaorexkeHo BCII, mpocTopHa c/ioKeHOoCT
My je O(n), a Bpeme usrpagme O(nlogn). Kanonunukux usoposa nperpare uma Hajsuiie 2-logn,
OJIHOCHO BpeMe Koje ce yTPOILIH Ha muxoBo nponainaxemne je O(logn). 3a cBaku KAaHOHUIKH IBOD
obube ce 110 jeHO TOICTAOIO U IIPUjaBe Iberose Tauke. Kako je 6poj YHYTpaIIbuX YBOPOBA CBAKOT
nyﬁoeﬂ obunapHor cTtab/ia Mamu 0/ Opoja IEerOBUX JUCTOBA, TO 3HAYH JIa je BpeMe 00mIacKa cTadia
[IPOITOPIMOHATHO OPOjy HErOBUX JUCTOBA. AKO je yKymnaH 6poj Tadaka Koje ce IPUjaB/byjy ¥ CBUX
O(logn) moxcrabana jenHak k, oHJa je YKyHHO Bpeme Koje ce yrporu Ha obmnazak O(logn)
nozcrabasa suHeapHo 1o k. Ykyunno Bpeme nperpare je O(logn + k), tae je k 6poj pesyiarara
nperpare.

Teopema 3.1 Ckyn 0d n mauaka Ha PeAAHO] MPABOJ MOHCE Ce NPEMNPOUECUPAINY 30 BPEME
O(nlogn) y 1D cmabao onceza seauuune O(n), koje mpagtcu u npujasnpyje ceée mavke Koje
aeoice y damom unmepsany y epemeny O(logn + k), 2de je k 6poj npujaswenux pesyamama.

3.2 JIBoammeH3mMOHO cTabJio orcera
JBommMeH3Hono cTabJIo omcera UyBa Tadke n3 R? u pemasa cienehn mpobire.

IIpoGaem. 3a zamatu ckyn tadaka S = {pi1,ps,...,Pn} Y DaBHU W 3a1aTh WHTEpBasg [ =
[#',2"] X [y, y"], npujaBuTn cBe Tauke u3 S Koje ce Hamaze y I.

Jla 6mCMO IpOHAILIM TadKe yHyTap HHTepBaja I, MOXKeMO MOCTYNuTH Ha cjejgehin HadmH.
IIpso anropurmom 3a 1D nperpary nponalemo O(logn) kaHOHHYKHX YBOPOBaA. 3a CBAKHU TAKAB
YBOP ¥ 3HAMO J]a Y CBOM KAHOHUYIKOM I10cKyny KP(v) caiapXKu cBe Tauke 4uje & KOODAMHATE
Jlexke yHyTap umHTepBasa [z, "], anu umje y KoopjmHaTe HUCY obaBe3Ho y mHTepBasdy [y, y"].
IMomrro 2D mperpary 3aHnMa caMo OHA] BMXOB MOJICKYT Koju jexu u y [y, y”], ymecto na tauke
IPpUjaBUMO, MU HaJI IbIMa U3BPIIUMO jOII jeJIHY TaKBY IPETpary, ajd OBaj IMyT IO HBUXOBUM Y
KOOpJ/IMHATaMa U Tako JobujeMo Tauke Koje ¢y y uHrepBany [/, z"] x [/, y"]. Opo je jom jexna
jeTHOMMMEH3MOHa, IPeTpara KOojy MOXKEMO 13 U3BPINUMO II0JI YCJIOBOM Jia HaM je mocTymHo 1D
crabiio orcera 10 y KoopauHaTama Tadaka u3 KP(v). Yupaso na oBome ce 3acHuBa uieja 2D
crabita orcera:

e [taBHO crabiio je 1D crabiio omcera msrpaljeHo Ha | T KOOpAMHATAMA Tadaka U3 S.

e CBaku yHyTpAIILU 9YBOP v ¥ TOJBY v.sek dyBa mokasuBad Ha 1D crabio orcera uzrpaleno
HAJ| Y KOOpJMHATAMA Ta9aKa U3 HeroBor KaHoHwdkor mnojckyna K P(v). Osa crpykrypa
ce Ha3MBa NPUiPYHCEHE CMPYKMYPA IBOPA U, WIH BeroBo cekyhdapro cmabro (cTabio y
HAPEJHO] AMMEH3H]jNU).

Ha comu [T1] npukasan je npumep 2D crabma oncera. CBaku yHyTPAIIESH YBOD y [JIABHOM
cTabily UMa IPHJPYKEHO CEKYHJIAPHO cTabJIo 10 Y KOOPJAMHATH KOje je HPUKA3aHO y CPEJUHH,
n3Mmeljy merosor JjieBor u jgecHor mojcrabina. Cpaka Tadka ce y crabily IOjaB/byje BHIIE IIyTa
(upumepa paju, cBa nojaBbuBamba Tadke (12,14) cy oszmadena cuBom 60jom). CrpykTypa nma
<bpakTajHI U3TJIe.

2BunapHo cTabiio je MyHO aKo CBaKH yHYTDAIIEK UBOD y CTabily MMa TadHO JBa CHHA.
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HEHHEEEE E

(332) (235) (47) (9.13) (12,14) (30,16) (2.17) (25,31)
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) () =) @ Blo = ()
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Cumka 11: 2D crabio oncera 3a tauke (2,17), (4,7), (9,13), (12,14), (23,5), (25,31), (30,16) u
(33,2).

Auropuram nperpare 2D crabsa je roroBo uiaeHTnyaH nperpasu 1D crabiia ocum jegHOor jie-
Tasba. ¥YMeCTO J1a mo3uBaMo (GYHKIIN]Y 3a [IpUjaB/buBathe Tadaka Prijavi_kanonicki_podskup (v)
(iunuje |§| u (18| Ha couru , MU caja 33 CBaKW MpoHal)eHN KAHOHWYKY YBOD U IPUJIMKOM IIpe-
Tpare nosuBamo pyuknujy 1D_stablo_opsega_pretraga(v.sek, ¥y, y”). Jpyrum peanma, aj-
ropuTMoM TpeTpare 3a 1D crabio, Mu y cekKyHIapHOM Y-CTabJIy KOje je MPUIPYKEHO IBOPY v
TPAXKUMO U TpujasibyjeMo Tauke u3 KP(v) Koje 1o ¢B0joj Yy KOOPAMHATHU IIPUIIAJAJY UHTEPBAJLY
[v',y"]. 36or camanocTr He HaBOAMMO ajropuTtam mperpare 3a 2D craburo.

Asropuram 2D nperpare y ¢BaKOM KAHOHHYIKOM 4YBOPY LviaBHOr crabia v nposoau O(logn +
k,) BpeMme 3a mpeTpary Io y KoopauHaTH, rje je k, 6poj Tauaka Koje CeKyHIApHO cTabiio uBopa
v UpujaBu. YKYIHO BpeMe IIPOBEJIEHO Y CBUM KAHOHHYKUM YBODOBHMA [VIABHOI cTabya (X
O(logn)) je >, O(logn + k). Kako je > k, =k, rae je k ykyman 6poj IpujaB/beHIX Tadaka,
ay., O(logn) = O(log? n), ykymna cioxkenoct 2D uperpare je O(log? n + k).

Koucrpyknuja. Ha caunu (12| je mat ajaroputam 3a KoHCTpyKIujy 2D crabma omcera. Ha
[IOYETKYy Ce COPTHpAa yJIa3HU HU3 Tadaka 1[I0 £ W Y KOOpJAWHATaMa u J100mjajy ce HOBU HHU30BU
Sy m Sy. Crabno nake rpajyuMo PeKyp3WBHO O] OBa JBa HH3a, 0703ro Hagose. llwb mHam je
Jla y CBAKOM TPEHYTKY CKyI Tadaka y o0a Huza OyJlle UCTH, CAaMO COPTHUPAH IO DPA3IHIUTUAM
KOOpAMHATAMa. DasHm ciiydaj je ako mMaMmo CaMo je[IHy TadKy, KaJja [MPABUMO JIUCT KOJU IyBa
Ty Tadky. ¥ CYHPOTHOM, y HHU3Y S, IO & KOOPJAUHATU TPAXKUMO MEIUJAHY T, U OJI b€ IPABUMO
HOBH 4BOD v ca KibydeM S,. O Tavaka u3 Hu3a Sy TpajuMo jeHOJIUMEH3HOHO CTabJIo OIIcera 1o
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y KoopnuHATH Ty, KOje 3aTHM IPHIPYIKYjeMO Kao CeKyHIapHO crabio uBopy v. MeaujanoM
cajia JIeJIMMO TadKe U3 S, ¥ /iBa TojcKyma — SLV y KoM cy Tauke ca T KOOPJAMHATOM MAF-OM HJIH
JETHAKOM OJT Ty, U Sgesni Yy KOM Cy Tadke ca & KOOPAMHATOM BehoM Of &,,. 3a m3rpaimy JIeBOr U
JIECHOT T1oIcTalbJIa YBOpa v HEJI0CTajy HAM CAMO jOII €KBUBAJIEHTHU CKYIOBH Ta4aKa COPTUPAHU
110 Yy KOODJIMHATH, Sée”i u Sjesm. bux nobujamo n3 Huza Sy TAKO IITO PEJOM HCKOIMPAMO CBE
eJIeMeHTEe KOJU Cy MO & KOOPJIUHATU JIEBO, OJHOCHO JIECHO OJI Iy,. Komuparme dyBa peJaTHUBHU
[opeJIak Tavaka 10 Y KOOPJAMHATH, OJHOCHO Pe3yaTaryjyhu HU30BU OCTajy COPTUPAHU IO Y, a
caJIpyKe McTe TOJICKYTIoBe Tadaka Kao SLV u SLV. 3a oBo je j10BOJbHO KOPHCTUTH jesian oMohHn
un3 Beqmuauue |S,/2]. Ha xpajy, cumnose 1BOpa v TpaguMo PeKypP3HBHO Ha OCHOBY JOOHjE€HHX &
u i Hu30Ba. [lomTo momesy yiiasa pajauMo Mo CPEIUIIHO] TAYKN, KOHAYAH PE3YJITAT je CAaBPIIEHO
YPaBHOTEXKEHO CTabJIO.

[Ipumernmo ma 360r ocobuHe aJropuTMa IpeTpare Jia ce yBek Kpehe rpaHMYHMM IIyTeBUMAa,
1o ,,000/1y* MHTEpBaJa W MPHjaB/byje YHYTPaIlliba 10cTab/Ia, HeKa CEKYHJapHa CTabJa HUKA/T
nehe 6utn ymorpebsbena y mperpasu. 1o je caydaj ca CeKyHIAPHUM CTabDJINMa CBUX IBOPOBa HA
060ty crabsia (J1IeBoj U JecHO] uBUIM, yK/bY4Iyjylin KopeH crabiia), U mbUX MOXKEMO JIa IPECKO-
YUMO IPUJIMKOM KOHCTPYKIHje crabjia. Y peKyp3UBHOM ajrOPUTMY Ha CJIUIN 0Ba MU3MEHA
Ou MorJIa J1a ce cacToju y yBohemy aBa momarHa mapamerpa Levalvica m Desnalvica y dyHK-
nujy Napravi_2D_stablo_opsega() KOjuMa ce y IPBOM IO3UBY (DYHKIIHje HA MMOYETKY AJTOPUTMA
npociehyje Bpemgaoct 1. Kag rog ce dpyHKIMja peKyp3UBHO TO30BE Jia HAIPABU 0JCTAbIIO JIe-
BOT, OJIHOCHO JiecHOT cuHa, napamerpy Desnalvica, omaocno Levalvica y TO3UBY I07€/bYjeMO
speanocr 0. Ha xpajy, y cBUM 9BOpOBMMAa KOjU HUCY HU HA jeJ[HO] oj uBua (006a mapaMerpa cy
0) npeckadeMo U3rpajmby ceKyHaapHor crabia. OBa yinresa, Mako KOPHCHA y IMPAKCU, UIAK He
Mea aCHMITOTCKY IIPOCTOPHY CJIOXKEeHOCT crabJia.
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3.2 JIBomumeHn3uoHO cTabJIo orcera 3 CrabJio omcera

Anropuram Konstrukcija 2D stabla opsega(S, n)
Yaas. S (Hu3 Tavaka y paBHU JLyKUHE 1)
Hszna3. v (nokasupad Ha kopeH 2D crabia orncera)

1 if S = @: return nil

2 S, = S coprupan Heomagajyhe Mo T KOOpJ. Tadaka
3 Sy = S coprupan Heomasajyhe 1o y Koops. Tadaxa
4 v = Napravi_2D _stablo_opsega(1l,n,S,)

function Napravi 2D stablo opsega(Levi, Desni, P,)

1 if Levi = Desni:

2 v.tacka = Sy[Levi] {ocramna mospa qmcra v cy nil}
3 else:

4 Srednji = | (Levi+ Desni)/2]

5 v.kljuc = Sy[Srednji].z

6 v.sek = manpasn 1D crabmo omncera T, mo y Koopx. Tavaka u3 P,
7 Y ={p; € Py | pi.x < v.kljuc}

8 v.levi = Napravi_2D _stablo_opsega(Levi, Srednji,Y)

9 Y ={p; € P, | pi.x > v.kljuc}

10 v.desni = Napravi_2D _stablo_opsega(Srednji + 1, Desni,Y)
11 return v

Cauka 12: Koncrpykiuja 2D crabiia oncera.

CuioxkeHocrt. IlouerHa jipa copTupama 1o & u y koopausarama tpajy O(nlogn) kopaka. ¥
PeKyp3uBHO] PYHKIUjHU, CEKYHIAPHO cTabJsIo ce, Kao u cBako jpyro BCII, ox coprupanor Husa
rpagu y O(n) Kopaka omo30 Harope. IIpaBibeme HOBUX Y HU30Ba je Takole JIMHeApHA onepa-
muja. Pekypsusna GyHKIMja Jeau yia3 Ha JBa jeJHaKa Wi IPUOIUZKHO jeJHaKka nesa (ako My je
JIy?KWHA HeTlapHa), a 3aTUM 0J] 00a PeKyP3MBHO I'Day HOBa mojcTrabiaa. Bpeme Koje ce mpoBoau
y CBaKOM YBOPY IVIABHOT cTabjia je JIMHeapHO BEeJIMYUHU yJia3a, OJHOCHO HErOBOI' KAHOHUIKOT
nozackyna. Judepennna jeqHaqunna 3a CI0KEHOCT pekyp3usHe dyHkimje (63 M0YeTHOr COPTHU-
pama) je T'(n) < 2-T(n/2) + O(n), T(1) = 1, a weno pememe je O(nlogn). Copruparme nma
UCTY CJIOZKEHOCT, Te je YKYIHO BpeMe 3a KoHcTpykimjy 2D crabia oncera O(nlogn).

[IpocropHa CIOXKEHOCT ce MOXKe pa3MaTpaTH Ha JBa HadnHa. llocMaTpaHo 10 HUBOMMA, HA
cBakoM HEBOY crabiia ox wux O(logn), cBaka Tadka je CMEIITEHA TAYHO jeJIHOM, I1a je 30HpHa
BEJIMYMHA CBUX CEKYHIapHUX crabasa Ha jeagaoM Husoy O(n). YKynHa IPOCTOPHA CJIOXKEHOCT je
O(nlogn). Tlocmarpano 1o taukama, y 2D crabiy omncera ma cauiu [11| cusom 60jom cy o3nadena
CBa II0jaBJbUBaba jenHe of rtadaka y crabiuy, mux O(logn). Buaumo na ce rauka Hamasm y
CEeKYHIAPHUAM CTab/IMMa CBUX YBOPOBA YK IIyTambe OJ TadKe 10 KOpeHa crabiia, OIHOCHO TaIHO
jemHoM Ha cBakoM HEMBOY crabia. Ilomro Tadaka uma n, a ausoa O(logn), yKynHa IpocTOpHA
cioxkenocr 2D crabusia omcera je O(nlogn). Bpoj yHyrpammux uBopoBa y cBux crabimMa je
JimHeapaH 6pojy Jimcrosa (n — 1 jep cy crabia IyHa) [1a HE Melba OBY CJIOXKEHOCT.

Teopema 3.2 Cryn 0d n mauaxa y pasnu mooice ce npemnpouecupamu 3a epeme O(nlogn)
y 2D cmabao onceza seaunune O(nlogn), xoje mpastcu u npujassyje cee mauke Kxoje aesce y
damom npasoy2aoHUKY NAPAAEAHOM C KOOPOUHATMHUM 0CAMG Y GDEMERY O(log2 n+ k), 2de je k
0poj NPUJABHEHUT DPE3YAMAMNG.
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3.3 Buine agumvensuje 3 CrabJio orcera

3.3 Buine muvmensuje

d-muMensnono crabio omncera aysa Tauke u3 R? u pemasa ciaemehn mpobien.

IIpo6aem. 3a zagaru ckyn Tadaxa S = {p1, pa, ..., pn} 3 R? u sanarn unrepsan I = [z2], 2] x
(x5, 5] x ... [z}, )], upujaBuTn cBe Tauke u3 S Koje ce Hamaze y I.

CrabJio oricera MoKe JIAKO Jla ce reHepasn3dyje Ha ciaydaj seher 6poja mumensuja. Ilo mpBoj
KoOpamHATH Tadaka m3 S koHcrpyuinemo 1D crabso orcera, mpu d9eMy CBAKOM YHYTDPAIIEHEM
9BOPY ¥ HIPUIPYKUMO CEKYHIAPHO cTabjo nuMmensuje d — 1, u3rpaleHo Haj Tadkama U3 KaHO-
HUIKOT ToficKynia KP(v), orpaHnueHNM Ha BUXOBUX Tocieamux d — 1 koopauaaTa. OBO €Tabi1o
omcera numen3uje d — 1 ce peKyp3WBHO KOHCTDYyHUIlE HA MCTH Ha4duH, kao 1D crabso omcera mo
JPYToj KOOPAMHATH TAYaKa, IPU YeMy CBAKH YHYTPAIIbU IBOP U UMa MPUIPYKEHO CEKYHIAPHO
cTabiio pumensuje d — 2, narpaheHo HaJl TauKaMa U3 KaHOHUIKOT Hojckya KP(v), orpaHrndeHnM
Ha IHUXOBUX HOCIeNmux d — 2 KoopiuHarta. Pekypsmuja ce 3aycraB/ba KaJ HaM OCTAHY TadKe
OTrpaHUYeHe Ha CBOjy MOCJIE/IbY KOOPANHATY, Kaia rpaauMo obuaro 1D crabio 6e3 cekyHIapHUX
CTPYKTYpA.

[Iperpara dbyHKIMOHUIE MO CAWNIHOM HpUHIHANY Kao 3a 2D crabma. Y crabiay mo mpBoj
jquMensnju npoHasasumo O(logn) KAHOHUYKUX YBOPOBA YMjU KAHOHUYKH IOJICKYIIOBH CaJpIKe
TadKe 4YHje Cy NIpBe KOOPAWHATE YHyTap TPaKeHor mHTepBaja. Jlajbe ce mpeTpaxyjy mUXOoBe
CEeKyHIapHE CTPYKType [0 HAPEIHO] AUMEH3WjU, U TAKO PEIOM. ¥ CBAKOj JUMEH3UjU MIPOHAJIA~
sumo O(logn) KaHOHMYKUX YBOpOBa. PeKkypauja ce 3aycTaBjba y IHMOC/IEAIH0] JIUMEH3UJU Kaja
npujassbyjeMo pesyiarare nperpare. Heka je T,;(n) Bpeme IPOBeJIEHO y TIpeTpasu d-MMEeH3UOHOT
crabia ca n Tadaka, He padyHajyhm mpujaB/buBame Tadaka. llperpara d-TUMEH3MOHOT CTa-
6Jia yKJbydyje Iperpary riaasHor crabia koja tpaje O(logn), u nperpaXKuBarbe JOrapuTaMCKOr
6poja crabana mumensuje d — 1. udepennna jensaanna 3a ciaoxkeHocT nperpare je Ty(n) <
O(logn) + O(logn) - Ty_1(n), Ta(n) = O(log® n), a mwemno pememe je O(log? n). Yrymna ciroxe-
HOCT mperpare d-IUMEeH3UOHOT cTabia je O(logd n+ k), tue je k 6poj npujaB/beHUX TadaKa.

Koucrpyknuja. Pagun xoMieTHOCTH, JajeMO U MPUKA3 aJrOPUTMa, 38 KOHCTPYKIA]Y d-/TH-
MEH3MOHOT cTabJia orcera, MeDyTUM OBaj IyT OIMCYjeMO HEIITO Jpyradnje pememe Koje Huje
[IpOCTa TeHepaJIM3alfja MPETXOJHOr aJrOpUTMa 3a KOHCTPYKIWjy 2D crabma. OBum ajroput-
MOM C€e MOK€ M3TPaJUTH CTabJI0 OIcera MPOU3BOJbHE IUMEH3U]je, 1Ma U guMen3uja 1 u 2 Koja cMo
BHJIEJIH JI0 cajl. Yia3 je Hm3 tadaxa u3 R? Koje Ha II0YETKY ajropuTMa cOpTHpaMo Heomaajyhe
10 BUXO0BOj IPBOj KoopauHaTu. CTabsio rpauMo peKypP3UBHO, OJ03r0 HaJI0J1e, CAUIHO Kao y 2D
ajgroputmy. HoBuna je mapamerap ¢ KOju O3HaUaBa JUMEH3Hjy cTabJia KOjy TPEHYTHO KOHCTPY-
mimemo. Hwuz Tavaka ce crammapzano jesu Ha nse nososute (y O(1) momiro je coprupan) u o
BUX C€ PEKYP3UBHO I'PaJie JIEBO W JIECHO TMOACTAOJ/I0. 3aThUM, MOJ, YCAOBOM JIa HIUCMO CTULJIH IO
[IOCJIe/ifbe JIMMEH3Hje Y KOjO] YBOPOBHU HEMajy IPHUIPYZKEHa CEKyHJapHa cTadjia, KOHCTPYUIIIEMO
CceKyHIapHO cTabso 3a TeKyhu 1Bop v. 3a 0BO €y HaM MOTpeOHE TadKe U3 KAHOHUIKOT MOJICKYIIa
yBopa v, coprupane 10 (i + 1)-0j koopaunaru. KaHoHUYIKM OACKYII 9BOpa ¥ Ce CACTOjU OJf yHUjE
KAHOHUYKUX IIOCKYIIOBa HEroBOT JIEBOT U JEeCHOT 1ojcTabsa. [lomro cy JjieBo u jiecHO 1oacTabiio
4BOpa v Bell y HOTIIYHOCTH DEKYP3UBHO m3rpabeHu Mo CBUM IPEOCTAJUM JIUMEH3UjaMa, TadKe
KOje Cy HaM MOTpeOHEe MOXKEMO y JIMHEAPHOM BpPEMEHY JOOUTH U3 HBUXOBUX CEKYHIAPHUX CTa-
6ajia. 3a OBO KOpUCTHMO (DYHKIMjy Uzmi_sortirane_sek_tacke(u) ca cjuke KOja MH(MUKCHO
obuIa3n CEeKyHIapHO CTabI0 u.Sek W TAaKO M3 HHErOBUX JINCTOBA MPUKYILHA TAUKE Y PEIOCIIETY
coprupanoM Heonazajyhie o (i + 1)-0j koopaunaru. Y ciayuajy KaJ je nojgcrabio u juct, Bpalia
ce meroBa (coprupana) Tadka. 3aTHM Ce Tadke JobujeHe U3 JBa MOJACTAbJa y JIMHEAPHOM BpPe-
MeHy o0jeaumbyjy y jenan Hu3 1o (i+1)-0j KOOpAMHATH MIPOLELyPOM 3a 00jeInbaBakbe Koja je 1e0
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3.3 Buine agumvensuje 3 CrabJio orcera

CTaHIAPHOT AJITOPUTMA 3a COpTUparhe objequibaBambeM. KOHAYMHO, O OBAKO CIIOjEHUX TaTaKa
rpaju ce ceKyHIapHO crabiio u npuapyxkyje rekyhem usopy v. Ilpumernmo na ce y asropurmy
cekyHIapHa cTabJa rpaje o030 Harope. CBaku YBOp MPAKTUIHO 00jeINEbyje COPTUPAHE JINCTE
Tavyaka CBOje Jielle y JIMHEapHOM BPEMEHY, II0YeB OJI JIMCTOBA KOJU Cy TPUBHUjAJHO COPTHUPAHH.
OBo je y CyIITHHU UCTU AJTOPUTAM KAO COPTHUPAbE 00jeINIbaBAHEM.

CuoxkeHoct. IlouerHo coprupame 10 1pBoj KoopauHatu tpaje O(nlogn). Hbera usysu-
MaMo u3 aHajmse pekypsusHe ¢yukuuje. Heka je Ty(n) Bpeme morpebHO 33 KOHCTPYKIUjy d-
JUMEH3MOHOT cTabJjia orcera o n Tadaka. Pekyp3mBHA GYHKIHja 3a j€THOIUMEH3UOHO CTA0JIO Y
CBAaKOM YBOPY IIPOBOJIM KOHCTAHTHO BpeMe 3a KOMOMHOBAIbE pe3yJitara moTupobsema, ma ce 1D
crabuo rpagu y T1(n) = O(n), jep je mouernu Hu3 6mo coprupan. Koncrpykuuja d-amMeH3noHor
crabia ce cacroju ox npassbema BCII og coprupanux Tadaka, mro tpaje O(n), U UpaB/bemba
CBUX UPHJPYKEHUX CEKYHJIAPHUX CTPYKTypa. Y TVIABHOM CTabJIy IO IIPBOj JUMEH3UjH, Y TBO-
poBUMa Ha CBAKOM HUBOY cTabJia, CBaKa TadkKa CTabja ce dyBa y TAYHO jeJHOj IPHUJIPYKEHO]
CEeKYHJAPHO] CTPYKTYpHU. YKYIHO BpeMme MOTPeBHO Jia ce M3rpaje CBe MPUJIpyKEHe CTPYKTYype
(mumensuje d — 1) cBux 4BopoBa Ha HekoMm HuBOy crabia je O(Ty_1(n)), xKoauko Tpeba ma ce
U3rpajyl UPHJIPYKEHa CTPYKTypa KopeHa. [ludepeHIHa jelHAYNHA 38 CJIOKEHOCT PEKYP3UBHE
dyukimje (6e3 nouernor coprupama) je Tg(n) < O(n) + O(logn) - Ty—1(n), Ti(n) = O(n), a
weHo pemiee je O(n logd_1 n). IouerHo copruparbe He yTHYE HA OBY CJOXKEHOCT, T€ jé OBO U
YKYITHO BpeMe 3a KOHCTPYKIHUjy d-IMMEH31OHOT cTabiia orcera. IIpocTopHa CI02KEHOCT ce M3BOIH
MIOTILYHO AHAJIOTHO.
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3.3 Buine agumvensuje 3 CrabJio orcera

Anropuram Konstrukcija kD stabla opsega(S, n, k)

Yaas. k (6poj numvemnsuja crabma), S (nus Tavaxa n3 R¥ mysxume n)
Hsna3. v (mokasuBav Ha KopeH k-D crabiia oncera)

1 if S = @: return nil

2 coprupaj S Heonasajyhe 1o IpBOj KOOPIAMHATH TadaKa

3 v = Napravi_kD _stablo_opsega(S,1,n,1)

function Napravi kD stablo opsega(X, Levi, Desni, i)

1 if Levi = Desni:
2 v.tacka = X |[Levi| {ocrama mosma mcta v cy nil }
3 else:
4 Srednji = | (Levi+ Desni) /2]
5 v.kljuc = X[Srednji].z;
6 v.levi = Napravi_kD _stablo _opsega(X, Levi, Srednji, )
7 v.desni = Napravi_kD __stablo_opsega(X, Srednji + 1, Desni, i)
8 ifi<k:
9 Pieyi = Uzmi_sortirane _sek _tacke(v.levi)
10 Pesni = Uzmi_sortirane _sek _tacke(v.desni)
11 ob6jeuun Piey; U Pyespn; Yy HU3 Tadaka copt. 10 ¢ + 1-0j koopa. P
12 P,, = Levi — Desni + 1 {seaununa nusa P}
13 v.sek = Napravi_kD _stablo _opsega(P,1, P,,i+ 1)
14 return v

function Uzmi_sortirane sek tacke(v)

1 if v je smmct:

2 yoanu v.tacka y T

3 else:

4 napUKCHO 00uhu cekyHIapHO cTabso v.sek u 3a
cBaku tiocehenn juct u, yoarnu u.tacka y T

5 return T

Cauka 13: Koncrpykuuja k-auveH3unoHor crabJia orcera.

Teopema 3.3 Cxyn 0dn mavaka us R? (d > 2) mootce ce npemnpoyecupamu 3a epeme O(n log?™1 n)
y d-Oumensuono cmabao onceza seaunune O(nlog? ' n), xoje mpasicu u npujasmyje cee maure
Koje saeodce y damom oncezy Yy 8pemeny O(logdn + k), ede je k 6poj npujaswenur pesyamama.
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3.4 YHaKpCHO ITOBE3UBAHE 3 CrabJio omcera

3.4 VYHaKpPCHO MOBe3WBalbe

Vnaxperno nosesusarve (eng. cross-linking) je rexnuka koja ybpsasa uperpary y crabiry OIi-
cera 3a JoraputaMcku dakTop. leo je mmpe TexXHUKe KOja ce 30Be JeAUMUNHG NPONA2GUUIAQ
(eng. fractional cascading), a koja ciayxu ma yO6p3a HU3 GHHAPHAX HPETPAra Mo MCTOM KIBYTY
y Hu3y ypebenux crpykrypa. lemmvudana mporaramuja je y OmImTeM CiIy4ajy AeduHucana Ha/l
rpadoBuMa, a Ha3WB je JO0MIA II0 TOME IITO Ce JIeJIOBU HH30Ba CTPYKTYpa Ca JIOBUX HHBOA
nommky (mpomnarupajy) Harope, y JIpyre HH30Be, KaKO O Ce M30erim HEKU TATOJOIIKA CJIyda-
jEeBU IPUJIKNKOM IpeTpare. Y HAIEM CJIy4ajy 3a OBHUM HeMa morpebe jep 300r ocobmHa crabdiia
JIO TPAHUYHUX CJIydajeBa He joja3u. VI3 Tor pasjora, MH y HACTABKY KOPHUCTHMO CaMoO jeJgaH
Jle0 heHe OCHOBHE HJigje, JIe0 O MOBE3UBamby CTPYKTYPA, & M30CTAB/bAMO OHAj 10 KOM jeé TEeXHUKA,
n06mta uMe, ma je 30BeEMO CaMO — YHAKPCHO IIOBE3UBAibe. ¥ JINTEPATYPH Ce, aK, OBA TEXHUKA
[IpUMEereHa HaJl cTab/InMa, OIICera IYeCTO MMOMUEE KA0 JIeIMMUIHA ITPOMIATAIIH]a.

ITpumenoM yHaKpCHOI II0OBe3UBamba perpara omceray 2D crabiy mozxke 1a ce obasu y O(log n+
k). Crabuo orncera NpBo HAJA3M CKYII Ta4aKa Koje Jiexke y unrepsaiy [z, '] kao yuujy O(logn)
KAHOHUYKHUX MOJCKyIoBa. CBaKM KAHOHWYKH IIOJICKYII Ce JIajbe TIpeTpaxKyje no uarepsaiy [y, y"]
y IPHUIPYKEHOM CEeKyHIapHOM cTabJIy 1Mo Yy KoopanHath. [lomrro ce y cBaKOM CeKyHIapHOM CTa-
6JIy TOKOM IIpeTpare TpaxKu ucmu Kibyd y', MoxkeMo ja 1obosbiiamo Bpeme nperpare y O(1) mo
crabiry. Uneja je ma Ha MOYETKY ajrOPUTMa YPaJuMO IPETPary y MpBOM CEKYHIAPHOM CTabJy y
O(log n) BpemeHy, aJiu 1a OHJIa Ha HEKU HAYWH NCKOPUCTUMO Ty nHMbOpPMaIm]jy Kako 6ucmo eduka-
CHUje TTPEeTPaKUan ocTaje cTpykrype. Kibyd je ycrmoctaBuTn ,JiameTHe Be3e ndMehy cTpykrypa
n3rpaheHnx 3a KAHOHWYKE IOJCKYIIOBE KOje YKEeJNMO J[a IPETPAaKIMO.

ITocmarpajMo 1pBo jeHOCTABHUjU IpUMeD (CIIuKa .

Al |2|5|7|13|l4|16|17|31|
A2 |5|7|16|17|

E

Camka 14: Tpazkere unreppaja [6,16] y oBe3aHNM HH30BHMA.

Nmamo jBa umsa GpojeBa 6pojeBa coprupanux Heomagajyhe, A; u As, rie je As C A;. 3a
naru uarepsad [y, y'] xemumo na npujaBumo cBe Kibyuese u3 Ay u Ay Koju Jiexke y UHTEPBAJLY.
Tosusamem yHKIWje Niz_pretraga_opsega() (cumka [3)), mo jemsom 3a cBaku HE3, pereme J0-
6ujamo y O(logn + k) kopaxa, rue je k ykynas 6poj nponaljenux pesysirara y obe mperpare.

MebyTum, nmomro je As C Ay, MOXKe ce mpucTynuTu mamerauje. Jlomajemo nokazusade usmely
enemenara u3 A; u enemenara u3 A Tako ma Aj[i] dyBa nokasupad Ha IPBU eJieMeHT u3 Ap amjn
je kibyu Behu mwin jennak of Kibyda Aj [i]. AKo caja KeamMo 18 ypajuMo IpeTpary 1o HHTEPBAJLY
[v',y"], MOBOJBHO je na M3BPIIMMO caMo Tperpary y A 1o y' u pesioM IpujaBibyjeMo ejeMeHTe
KOJU CJIefie CBe JIOK Cy y nHTepBaiy. 3a oBo je norpebro O(logn + k1) kopaka. Axo ce mperpara
y A; s3aBpumia y Afi], KOpuCTUMO HEroB IokKa3uBad Ja 3arnodnemo uperpary y As. OBo ce
paju y KOHCTAHTHOM BpeMeny, a uperpara y As tpaje O(1 + ko) kopaka. Ha kpajy, yHAKPCHO
noBe3uBame HaM omoryhasa Jia TIpeTpakKumMo jiBa Husza ca ucruM kibydeM y O(logn + k), tae je
k yxkyman 6poj pesyarata obe mperpare.

OBo ce jegaoctaBHO TpuMembyje Ha 2D crabiio omcera. KipywHo 3amaxkarme je ga y crabiry
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3.4 YHaKpCHO ITOBE3UBAHE 3 CrabJio omcera

BaXKM JIa je KAHOHUYKH ITOJICKYTI CBAKOT YBOPA HAJICKYTl KAHOHMYKOT ITOJICKYTIa CBAKOT OJI FheI'OBUX
CHHOBA, U J1a IPAKTHIHO UMAMO WJIEHTUYAH CJIy4aj Kao y npumepy na cimnu [14]

CrabJ10 10 T KOOPMHATHU OCTaje UCTO, AJIA YMECTO U3TPA/IIbe y-cTabalia 3a KAHOHUIKE TOICKY-
[I0B€, CMEIITaMO UX Ka0 COpTUpaHe Hu30Be 1o Yy koopaunatu. Ilome v.sek y cBUM yHyTpaIImBbuM
YBOPOBUMA CAJIa IMIOCTaje MOKA3WBAY Ha CEKYHIAPHU HU3 CJIOTOBA Ca CaeJeNuM mo/buMa

e Jevi — NOKa3WBa4Y Ha IPBU €JIEMEHT y HuU3y v.levi.sek duja je y KoopiuHara Tadke Beha
WK jeHAKa OJ1 Y KOOpJMHaTe Tauke v.sek.tacka, nim nil ako Takas €JIEMEHT HE TTOCTOjU ¥
v.levi.sek

e desni — NOKa3WBadY Ha IIPBU €JIEMEHT y HU3Y v.desni.sek duja je y KoopJuHaTa Tadke Beha
WK jeHAKa OJ1 Y KOOpJAWHaTe Tadke v.sek.tacka, nim nil ako Takas €JIEMEHT HE TTOCTOjU ¥
v.desni.sek

e tacka — mokaswBa4d Ha TAUKY
Pesynrar tpancdopmarmje 2D crabma omcera ca ciauke 11|y cTabio ca yHAKPCHO TOBE3aHUM
HU30BUMa npukasaH je Ha camnu [15]  Jobujeno crabio ce Ha3WBa CA0je6UMO CTMABAO OTCE2Q

(eng. layered range tree).

12

5 O O

(2,17) 4.7) (9,13) (12,14) (23,5) (25,31) (30,16) (33,2

Cauka 15: CiojeBuro 2D crabiio omcera. CKymr Tadaka je UCTU KAO Ha CJUIA UcrakayTn cy
pesyiraTu nperpare uarepsasa I = [3,28] x [14,17].
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3.4 YHaKpCHO ITOBE3UBAHE 3 CrabJio omcera

IIperpara cnojeButor crabiia orcera ce ojBuja Ha ciegehu wHaunn. [IpBo yobudajerom mero-
JIOM y TJIABHOM CTabJIy MPOHAJA3UMO YBOP TOjieie. 3aTUM Yy CEeKYHIAPHOM HU3Y YBOPa MOJeJe
BPINUMO IIPETpary Io JIeBOM Kpajy uarepsasa y meromgom BP donja granica() ca ciuke
npusaroljenom Hamem Husy csoroa. Tako y O(logn) mobujamMo MHIEKC ¢ IPBOT €JE€MEHTa Y
HH3Y Upodele-S€k 4UHja ce Tauka HaJIa3WM y TPaHUIIAMA HHTEPBaJa 110 y KoopiaunarTu, uiax 0 axo
TaKaB UHIEKC HE MOCTOjU. AKO MHJEKC He [MOCTOjU, TO 3HAYHU /1A y [JIABHOM cTabjly HeMa Tadaka
y OIlCery W THUMe 3aBpIllaBaMoO Iperpary. ¥ IPOTUBHOM, HEKa je ITOKa3uBad Ha IpoHaleHu eje-
MeHT Hu3a P = Upodele.sek[i]. Hacrasmamo jmame ma o6uaasnMo TIaBHO €TabJIo yoOUdajeHuM
ajropuT™MoM, Tpaxkehu Kpajese mHTepBaja. MehyTum, y cBakOM KOpaky KpeTama caja HCTO-
BPEMEHO HAIPEyjeMo U mokasusad P u ucToMm cMmepy y Kome ce kpehe ryasna nperpara (HIp.
aKo IVIaBHA TIpeTpara CKpeHe yieso, u P ckpeliemo yineBo ja mokasyje Ha JeBu HA3 ucton). Axo
y 6mo KoM TpeHyTKy P moctane nil, mperpara y cMepy TOT Kpaja MHTepBaJia ce MPEeKuIa Kao
meycremHua. Kana nporaljeMo mojcTabiio Koje KeJIUMO 18, IIPEeTPaYKUMO I10 Y KOOPIUHATH, MU Y
P Beh umamo 0roBOp T 10 Y KOOPIAMHATH Y TOM IOJCTab/Iy €BEHTYAJHO HOYUEY €JIEMEHTH Y
omicery. JloBosmmo je mpohu Kpo3 Hu3 mowes o P, u peoM MpujaB/hbUBATH CBE TAUKe KOje JieXKe
y omcery. OBo ce obasma y O(1+ k) ymecro nocanammux O(logn + k,) kKopaka, vie je k, 6poj
Tadaka y HoJCTabIIy “Uju je KOPeH v.

TexHukoM yHaKpPCHOI IIOBE3UBamba ce CJIoKeHOoCT nperpare 2D crabia orcera ymamyje 3a
jeman sorapuramcku daxrtop u nocraje O(logn + k). Ileny nmahamo mosaTHUM IPOCTOPOM 3a
[IOKa3uBa4e, i OH je KOHCTAHTAH U He Mema YKyIHy IpocTopHy cioxkenocr ox O(nlogn). 3a
d-numensuona crabma (d > 2) moBosbHO je KopucTuTH €j10jeBuTo 2D crabiio y mpermnociesmoj
JIMMEH3MjH U CJIOMKEHOCT TIpeTpare ce ayromarcku cmamyje ma O(log?'n + k).

Jorm jemgHa BapujaHTa CJI0jeBUTOr CTabja yMECTO j€/IHOT, IyBa JBa Iapa IMOKA3MBAYa IO eJie-
MEHTY HM3a — jeJIaH Iap 3a IOy IPAHUILY, a APYTH 3a ropiby rpanuity. OBo yOp3aBa mperpary 3a
KOHCTAHTHU (DAaKTOP aJji je IJIaBHA IIPEJIHOCT ITO oMoryhasa joIr jeaHy IpuMeHy cTabJia OIcera
— 6p30 Gpojame eslemenara y omcery y O(1), nacyupor urepanuje u O(k,) ynopehusama koja ce
He Moxke n3behu KaJ| ce KOpUCTU caMoO jeJlaH Hap IOKa3uBada.

VHaKPCHO MMOBE3aHe HI30BE HHUj€ jeIHOCTABHO OPXKABATH HAKOH OIEPAINja KOje MEMbajy CTa-
610, TIa ce OOMYIHO KOPHUCTE CaMO y CTATUIKUM cTabymma. Vmak, ajropurMu 1mocToje u 3a [uHa-
MHUYKa CTa0JIa, aJi Cy JIOCTa CJIOKEHUjU.

Teopema 3.4 Ckyn 00 n mavaxa uz R? moorce ce npemnpouecupamu sa epeme O(nlogd_1

n)
y caojesumo d-dumensuorno cmabao onceea seaunure O(n logd*1 n), Koje mpascu u npujassyje
cee mauke Koje aeoce y damom oncezy y epemeny O(logdi1 n+ k), 2de je k 6poj npujaswenux

pe3yamama.
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3.5 Ob6bpajaa gyniukara y crabiy 3 CrabJio orcera

3.5 OO0paga gynimkara y ctabdJry

Pajn jeqaocrasHoCcTH, JI0 CaJl CMO IIPETIIOCTABIHAIIH JIa CBE TaUKe y cTabily UMajy je/INHCTBEHE
KOOp/IMHATE TI0 CBAKOj OJ] JMMEH3Hja cTabJjia, MITO y IPAKCH 9eCTO HUje CiIydaj. Y HACTaBKY
IIPUKA3yjeMO KaKO C€ OBO OUDAHHYIEEhe MOXKE OTKJIOHUTH.

Moryhe cy pasme crparergje Kako 06 ce IOAprKaje TadKe Ca HJICHTUYHUM MOjeUHATHIM
KOOD/IMHATAMA, MM YaK TavuKe WICHTHYHE IO CBUM Koopiunarama. Ha cimnu [I6] cy npukasane
JIBe TaKBe IIeMe.

(0,10) (410) (2:30) (2,40)

(0,10) (2,30)
(4,10)

(0,10) (2,40) (4,10) (2,30)

(0,10) (2,30)

(0,10) (2,40) (2,30) (4,10)

a)

(2,30) (2,40)

Camka 16: IIge morylie meme cmemrama tadaka (0, 10), (2,40), (2,30) u (4,10) y 2D crabay on-
cera, IpU UeMy HeKe TadKe UMajy HJIeHTUYHe IojeinHadHe KoopanHaTe. VICTAKHYTH Cy Pe3yaTaTH
uperpare uarepsaia I = [1,2] x [0, 50].

ITpsa mema (ciauka ) qyBa JyIUINKaTe Kao 3aceOHe YBOPOBE Y CBAKO] JUMEH3UjH CTabJIA.
Jla 61 IpeTXOHO OIMCAHU AJITOPUTAM TIpeTpare (anKa IIPOHAJIA3WO CBE JIYIJINKATE Y OIICETY,
HOTPeGHO je IPBO M3MEHHUTU METOJ 3a IIPOHAJAXKee 4Bopa Iojese (CimKa E[) Ha caumu npse
meMe BUJUMO J1a, ce Ty TIJIUKATA MOTY HAJIA3UTHU ca 00e CTpaHe 9BOpa MojeJie Kao IITO je TO CIyYaj
ca YBOPOBUMaA, Ca BPeJHOIINY 2 y IpBOj AuMeH3uju crabja. 3aTo je cajia, IPUINKOM TParKemha
9BOpa MojIese, TOTPEOHO CTATH YUM ce MpoHalhe MPBU YBOP KOjU je y OICery, a He MNu JIEBO KaJT
je mcnymena jenmakocr y suanju [2] ma commu [0 OBo ce nocrmske npomenom 3Haka <y <y
nasesieno] jmauju. Takobe, ucrom 4Bopa mojesie, IPUIKKOM 00uIacka JecHe IryTame 10 u' omer
Tpeba y3eTu y 003Up €BEHTYAJIHO IIOCTOjalbe MYIINKATA Y JIEBOM IOJCTA0y, OMHOCHO y JIMHUjU
[I7 ma coumu [I0| npomenntn 3naK > y >. ¥V ciyuajeBuMa KaJa QyIUIHKATA Y CTBAPHOCTH C JICCHE
crpane HeMa (HIIp. Y CeKYHIAPHOM CTabJly KOpeHa IJIaBHOr cTabiia, 1Ba 4Bopa ca Bpeanoriiy 10
ce HaJa3e ca JieBe CTpaHe YBOpa I0jese), Taja ce JeCHa IIyTama O0MIa3y II0YeB O HellITO BUIIE
no3urje y crabiry Hero mro je 3aucta Heomnxomaao. Cpehiom, oBo ce jemaBa camMo y Caydajy Kajy
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3.5 Ob6bpajaa gyniukara y crabiy 3 CrabJio orcera

CcTabJIy TIOCTOjU TavKa Ca KOOPJINHATOM KOja je jeJIHaKa JIeBOM Kpajy nHrepsaJjia nperpare. Mmak,
OBO HE M€ma YKYIHY CJI0KEHOCT IPeTpare jep CIyIITame O OMI0 KOT YBOpa 0 JINCTa Y CTabJLy
rpaje majsume O(logn), mro je mamwe ox O(logn + k), a omoryhasa HaMm ma Ha jeHOCTaBAH
Ha4YMH [IOJIPYKUMO TaYKe Ca jeJHAKUM KOODIUHATAMA.

Jpyra mema (cauka ) qyBa IAYIUIHKATE y jeHOM UBOPY, ajl y3 JOJATHO CEKYHIAPHO
cTabJI0 110 HapeHOj JUMEH3H)U Y KOjOj Ce KOOPAMHATE OBAKO IPYIHCAHUX TAYaKa MOTY Pa3JIHKO-
Bary (HOP. JICT 2 y TJIABHOM CTADJLy CAJPXKH CEKYHJIAPHO CTabJIo 3a JIBe Tauke). ¥ [OCJIeIHeM
HUBOY crabJia Tadke ce dyBajy y Jjuctu (anp. Jjmer 10 y cekyHIapHOM cTabily KOPeHa [VIABHOL
crabua cagpxku Tauke (0,10) u (4,10)). 3a ujgeHTHYIHE TauKe MOTY ce KOPHCTHTHU OJroBapajyhin
6pojaun. AKo JI0CTa Tavdaka JIeJId UCTY KOOPJWHATY, OBaKBa cTabJia Cy KOMIIAKTHHUja M IpeTrpara
je 6pKa jep HajIa3u Marbe KAHOHMYKUX aBopoBa. OBa IeMa je 3roJHHUja U 3a onepaljy Opucarma
Tavaka U3 crabia Kojy OIMCYjeMO y HOIVIaBiby [3.6.9] jep Ce MIEeHTHYHEe Tatdke, IIOJ| yCJIOBOM Ja
X UMIJIEMeHTalrja crabiia 103B0/baBa, YBEK HaJjla3e IPYIHCAHE Y jeTHOM JIUCTY.
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3.6 Iwuaamumuko cTabJjio

Crabso omcera je MpuMapHO 3aMUINI/BEHO KAO CTATUIKA CTPYKTYPA IMOJATAKA Y KOjOj Ce TIOJIAIH
HAKOH KOHCTPYKIIMje He MOI'Y MEeHaTH, I1a CMO ce JO0 caja (DOKyCHpau Ha CTATHUIKY BEpP3U]Y
mpobjieMa OpTOTOHAJIHE TIpeTpare. Y OBOM IOTJIAB/BY OIKCYjeMO ITa je TOTpeObHO Kako Ou ce
y cTabJio MOIJie HAKHAJIHO yOarmBaThH HOBe Win Opucaru mnocrtojelie Tadke, a jga mpuroMm Oyge
MIOTITYHO O4YyBaHa e(pUKACHOCT Iperpare.

Anropuram 3a KOHCTPYKIUjy cTabjia Olcera ca CJINKe [PaBU CABPIIEHO YPABHOTEKEHO
cTabJIo y KOM Ce BHCHHE JIEBOI' U JIECHOT I10JICTabJIa ¥ CBAKOM UBODY PA3JINKY]y HajBHIIE 3a jeTaH.
OsuM ce ocurypasa jia BUCHHA CTabJia, a yjeIHo u cyoxKeHoctT nperpare Huje Behia ox O(logn).
MebhyTum, ymeTarme HOBUX WM Opumcarme MOocTojehmx Tadaka u3 cTabja MOoCje HEKOT BpPEMEHa
MOXKe J1a HapyIu meroBy ypehenocr. Jla 6u ce oBo cupeunnio, ymecto obmanux BCII kopucre ce
caMoypaBHOTEXKyjyha crabiia mperpare Koja ayTOMaTCKU OJPKaBajy CBOjy BHCHHY MAJIOM TaKO
IITO PECTPYKTYyHUPajy CTabjo HAKOH IITO ce paBHOTeXKa mopeMeru. [locroju Buire Haumna Jia ce
0BO TIOCTUTHE. JI0KAAHA PEKOHCMPYKUUIA W YPABHOMEINHCABAbE j€ TEXHUKA KOja 38 OBO KOPUCTH
jEJTHY WJI BHIIIE POTAIMja IBOPOBA, OEAUMUYHA PEKONCMPYKUUJQ je aJITePHATHBHA TEXHUKA KOja
PEKOHCTPYUIIIE YUTaBa MMoJIcTabiia KaJla MOCTaHy HEyPABHOTEXKEHA, a 2400041 PEKOHCMPYKUU]A
[EPUOINYHO peKoHcTpyuie 1eay crpykrypy ([6]).

ITocroje pasHe BpcTe camoypaBHOTEXKY]yhnx crabaja kao mro cy ABJI uiu npeeno-npHa cra-
6Jia y KOjUMa ce BUCHHE JIEBUX U JIECHUX MoJcTabaia IBOPOBA PAZJIUKY]Y 3a aIUTUBHU, OJJHOCHO
MyaTuminkaTuBHA hakTop. OBa crabjia IpUIaiajy KJIacu BUCAHCKH yPABHOTEXKEHUX cTabasa.
Tlopen ®wux, MOCTOjU W KJjaca TEKUHCKH YyPaBHOTEXKEHUX crabaJjia y KOjuMa PaBHOTEXKa CBAKOD
YBOpA 3aBUCH OJI, MENCUHE HEroBrUX NojcTabaia. 3HaYeHe MojMa ,,TeyKIUHA* OBJIe HUjeé CTPUKTHO
onpeheHo — 3a mera ce MOxKe y3eTu HIp. Opoj 4BopoBa y mozactabiry, Opoj JIMCToBa y MOACTADILY,
mwin 6uJI0 Koja Jpyra norojaHa jgedununuja. Mu y HacTaBKy, aKO HUje JApyradnje HAIJIAIIEHO,
nedbunumemo byukimjy tezina(v) kao 6poj gucrosa y moicrabiy uuju je Kopeln uBop v. Caku
YBOP YyBa TEKUHY NMOACTA0/Ia YUjU je OH KOPEH, U TEeXKUHE JIEBOT' U JECHOT TOCTab/Ia ce y CBAKOM
TPEHYTKY PA3JINKYjy 38 HEKU KOHCTAHTaH (DAKTOP.

3.6.1 DBB|a] crabno

Y HacTaBKy, KA0 OCHOBY 3a JMHAMUYKO CTaDJIO OIlcera OMpaMo HajcTapuje W HajjeHOCTAB-
HUje TeXKUHCKU YyPABHOTEXKEHO cTabiio: ¢cmabao oepanusere pashomesice (eng. tree of Bounded
Balance) ca mapamerpom «, uin kpahe — BB[a] crabno. Crabia orpaHudeHe PaBHOTEXE Ce
pasiuKyjy ox ocrasux Kiaca BCII y Tome mTo nmajy mapamerap KOju MOXKe Ja Bapupa, a KOjuM
ce bupa KOMIpoMuUC u3Melhy JIy?>KWHEe Tpajamba MpeTpare U yIeCTaHOCTH PECTPYKTyHparbha cTadiia.
OBa crtabia cy jeaHOCTABHA 3a OJpKaBarhe W MOPEJT Ollepalnja yoannBama n Oprcama IBOPOBa,
a BpeMe IIpeTpare je TeK HEIITO JIy?Ke HEro y CABPIIEHO YPABHOTEXKEHUM CTAOJIUMA.

Texkuncku ypaBHOTE)KeHA cTabjia UMajy MeXaHU3Me Jia O9yBajy TEeKUHY JIEBOT U JECHOT MO/
cTabiia cBakor uBopa npubsmkHo ucroM. Popmasnno, 3a ceaku usop v BB[a] crabna (a < %)
BaKM:

tezina(v.levi) > |« - tezina(v) ]
tezina(v.desni) > |« - tezina(v)|

Tpeba obpaTuTH Maxkmy Ha 07a0Up MapaMeTrpa « jep, Ha IpuUMep, 3a o = %, cTabI0 MOpa 1A
Oyzie CaBpIIIEHO YPABHOTEXKEHO Y CBAKOM TPEHYTKY. MHOTO je 6o/be aKo 0/1abepeMo Mame (v, HIIP.

23



3.6 JlmaHamwdko cTabJio 3 CrabJio omcera

a = % TexxuHCKa yPaBHOTEXKEHOCT je jade CBOjCTBO OJT BUCHHCKE YPABHOTEXKEHOCTU — TEXKUHCKU
YPABHOTEXKEHO CTabJI0 MMa BUCHHY HajBuime log an (BD).
~=

Curuka [17| mpukasyje jexso BB[a] crabio mpe, y TOKY, U [IOCJE yMeTalka YBOpa 3 KOjU HApy-
maBa paBHOTEXKY y uBopy v (1 < 6- %) [osicTabio ca KOPEHOM y 9BOPY ¥ Ce 3aTUM PEKOHCTPYK-
LyIlle W Pe3y/ITaT je IOHOBO YyPaBHOTEXKeHO cTabuio 10 aedununuju BBla] crabna. 3a BpeaHocT
dyukuumje tezina(v) y oBom upumepy je omabpan 6poj 4BopoBa y mnoactabiy v, a TeXUHE Cy
[IpUKa3aHe y3 YBOPOBeE.

Cunka 17: Ymerame esiementa y BB|a] cTabi10 1 peKOHCTPYKIUja HOACTa0Ia y HAJBUIIEM YBOPY
quju je paKTOpP paBHOTEXKE HAPYIIEH.

MebyTum, y [7] ce nokasyje ma ypaBHoTe:KaBarbe cTabjia OIlcera poTalujaMa Huje y TOj Mepu
edukacro kao y obmurnm BCII jep cioxkenoct poranuje sume Huje O(1) momro JoBomu 10
[IOHOBHE U3rPa/Jiibe CEKYHIAPAHNX cTabaia y BUIINM JuMeH3ujaMma. Ha caurum 0e3 yitaxkema y
JeTasjbe CaMOr MOCTYIIKA POTAIM]je, JajeMO IPUKA3 BHUIINEINMEH3NOHOT CTabIa OIICera Ipe U IMOCe
YPABHOTEXKaBakkha [IBOCTPYKOM POTAIMjOM W KOMILIMKAIWja 10 Kojux oHa moBomu. Ca cimke
BIJINMO Jla, MAKO Ce Ha Kpajy J100Hja ypaBHOTEXKEHO €TabJIo, JiBa Of TPHU CeKyHIapHa crabia
(B u C) Mmopajy y 1eJ0CTu 13 Ce PEeKOHCTDYHUILY jep UM je poTalija IPOMEHUJIa KAHOHUIKU
mozickyn uBopoBa. Ilpe porammje cekyHmapuo crabso B je 6wio m3rpaheno Has Taukama u3
ckyna nojcrabana {2,3,4}, a HakoH poranumje B 6u TpebaJsio ga cajpiKu Tauke U3 mojcTabalia
{1,2}; comuno Baxku u 3a crabio C.

Cruka 18: JIsocTpyka poranuja y kD cTabity orcera n KoMIInkaigje Koje y3pokyje. CekyHIapHa
craba B u C Mopajy 1a ce u3rpajie UCIovIeTKa.

Kako oBaj Kopak peKOHCTPYKIlHje y poTaljaMa JOMUHAPA, KOPUCHO je MUHUMHU30BATU HHU-
XOBY ydecTanocT. To ce jeHOCTABHO MOCTUXKE yHOTPEOOM MOMEHYTE TEXHUKE JICJIUMIIHE PEKOH-
CTPYKIIHje y KOMOMHAINjU Ca HUYKOM BPEIHOIIY IapaMerpa «, Kao aJlTepHATABE YPABHOTEXKa-
Bamy nomohy poranuja. Ilokasyje ce a ako mMaMO IPOCTOPHY CJIOXKEHOCT U BPEME U3IPa/IHhe
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d—1 .
crabua omcera ox O(nlog®™ " n), na kKopummeheM amopTusanyje U TEXHUKE JEJIVMMAYHE DEKOH-
CTPYKIIHje JTAKO MOXKEMO [ YIMHUMO IPETXOTHO CTATHIKA CTa0/Ia JUHAMIIKIIM.

Axxypupama y kinacuaaoM BB[a] crabiry Koje KOpUCTH TEXHUKY JIeJTMMUYHE PEKOHCTPYKITH]e
Mory 6uTu Beoma Op3a. OOWYHO KaJ J0JaMO WM OOPUINEMO HEKH YBOp U3 cTabiia, TO yTUde
camo Ha OKoJjiHe 4BopoBe 1 obassba ce y O(1). IlocebHo, y crabiy omcera Taj 4BOp je YBEK JIACT
(jep cy Tauke y smcToBEMA), MTO je Jakmu ciayudaj. [lopemeno, sehu meo crabua mocraje He-
YPABHOTEXKEH, ¥ TaJ| MOXKEMO JIa YHUIITIMO YUTAB Taj Je0 CTabja U U3rPaJIMMO ra HCIOYeTKA.
Kaz To ypagumo, KOHCTPyHUIIIEMO I'a Kao CABPIIEHO ypPaBHOTEXKEHO mojctabso. Hakon Tora y
CTalby CMO Jia U3BpHIMMO HajMare O (k) HOBUX onepanuja yMeTama Wi Gprucama Ipe Hero ITo
HCTO TIOCTABJIO OIET MOCTaHe HEYPaBHOTEXKEHO, THe je k Besmumua noncrabma ([4]). Kama oner
Tpeba 1a PEeKOHCTPYUIIEMO TO MOACTAO/IO, MOXKEMO Ja ,HAILUIATAMO MPOIEC PEKOHCTPYUCAHA
on O(k) onepaija axkypupama Koje cMo y MeljyBpemeny ,Gecrutarao” uzsesu. Tume no6ujamo
aMOPTU30BaHO BpeMe axkypupamwa oz, O(1): memehu Bpeme pekorcrpykimje mozgcrabaa o O (k)
ca 6pojem O (k) oneparuja axKypupama Koje HaC IPAKTUIHO HUCY HUIITA KOIITaje, 106ujaMo ja
HAC je y IpoceKy cBaka onepanuja komrasa O(1). OBie mpernocraBbaMo Ja ce HoAcTabio MoxKe
pekoncrpyucaru y O(k) Kopaka, Ha HAYMH KAKO je OIIMCAHO y HOIJIABIBY MebhyTum, Kako
CBaKa TavyKa KOjy J0/aMO MOXKe TOTEHITHjAJTHO Jia n30alld U3 paBHOTEXKE CBa CeKyHIapHa cTabJia
0/l KOpeHa JI0 JIMcTa y KojuMa ce Haja3u (mwux ykymnuo O(logn)), Ty rybumo jeman jorapuram-
¢k (haKTOp, OJHOCHO MOYKEMO JIa axkKypupamo crabyio Tek y amoprusosanoM spemery O(logn).
3a BuIllleIMMEH3NOHA CTab/Ia HA MCTH HAYWH JOOMjaMO aMOPTH30BAHO AXKypPHPAIHE Y O(logd n)
KOpakKa, a W Ja/be MMaMO BPeMe IpeTpare O(logd n + k) (3a qunamuuka crabja He KOPHCTUMO
TeXHUKY YHAKPCHOT II0BE3UBama). ¥ HACTABKY OIMCYjeMO TadaH MOCTYIAK yMeTamba 1 Opucama,
6e3 MMOHABJbAHA CJIOYKEHOCTH TUX OIIEPAIInja.

Teopema 3.5 Cryn 00n mayaxa us RY (d > 2) moorce ce npemnpouecupamu 3a epeme O(n logd_1

y d-dumensuono cmabao onceza seauuune O(n logd*1 n), Koje mpascu u npujaspyje cee mawke
Koje aeorce y damom oncezy Yy 8pemeny O(logd n+k), ade je k 6poj npujasmenux pesyamama, a
BPWU YMEMAIE U OPUCATE MAYAKA Y AMOPMUIOBAHOM SPEMEHY O(logd n).

3.6.2 VYwmerame

[IpernocTaBuMO 18 2KEJIUMO J1a, YMETHEMO TadKy P y BUIIEIUMEH3UOHO cTabJIo omcera. [locry-
maMo Ha cjiegehn Hadwa. TpazkKuMo p y TJIABHOM CTaOJIy IO FHeHOj MIPBOj KOOPIUHATH KAKO OMCMO
YTBPJUIN HheHy mo3uryjy mely jmcroBuma u ycmyT ybaityjemMo p y c¢Ba ceKyHjapHa crabia Ha
KOja HauheMo JIy2K IyTarbe JI0 JUCTa. 3a jeJHOAMMEH3HOHA CeKyHapHa cTabsia KOPUCTUMO CTaH-
JIapIHU HAUUH yMETakha YBOPOBa OIMCAH UCIIOJ, NHAYe PEKYP3UBHO KOPUCTUMO UCTY IPOIELyPY.
[Ipunkom mperpare, y CBaAKOM YBOPY ¥ IIPOBEPABAMO Jia JiU OM €BEHTYAJIHO yOAIlMBabe TadKe
PV BEroBo MOACTab/IO y KOMe OU mpeTpara mHade HACTABUJIA, HAPYIINIO PABHOTEXKY IBOPA V.
Ako je To ciryuaj, HEje TOTPEOHO Jla HACTABIHAMO Jlajbe, TPOHAIIIM CMO HAJBUIINA IBOD Yy CTAOIy
KOT olrepaliija ymMeraiba u3baityje n3 paBHOTeXKe. Taja PEeKOHCTPYUIIEMO YUTABO MOIACTA0JIO Ca
KODEHOM y 9YBOPY ¥ TakKO IMTO ra obuheMo WHMUKCHO, TPUKYIUMO y HU3 A Tadke U3 HeroBUX
JINCTOBA, KOje ¢y 300r MH(MUKCHOT 0OUIacKa COPTUPAHE 110 TeKyhoj INMeH3Uj 1, U U3rPAIUMO HOBO
crabJjio Haj Taukama n3 A U p. HoBo crabiio je caBpliieHO ypaBHOTEKEHO CTabJIO OIcera y KoMe
ce OpOj JIMCTOBA y JIEBOM U JIECHOM IIOACTAO/Y CBAKOr yHYTPAIIIHEr 9BOPA PA3JINKYje 38 HAjBUIIIE
jenam.
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3.6 JlmaHamwdko cTabJio 3 CrabJio omcera

Ciomka 19: YMmerame eeMeHTa y y cTabJIo OIIcera.

Y OpoTHBHOM, aKO HEMa YBOPA Ca HAPYIIEHOM PABHOTEXKOM, CBAKOM YBOPY VU YK IIyTa
yHaipe/| nopeliaBaMo TexKuHy, U IIpeTpara Ha Kpajy 3aBpllaBa y JHUCTY ca BpeaHomiy x (ciamka
. Hexa je y BpenaocT koopauaare Taduke p y Tekyhoj numensuju. [IpaBuMo HOBU yHYTpallbu
YBOD ¢ U HUME 3aMelbyjeMO YBOP T, a T CIyIITaMO HA MECTO HeIOBOI JIECHOT, OJHOCHO JIEBOT
CHHA, 3aBUCHO OJI TOTA JIa JIu je y Marbe mian Behe ox x. Konadno, ymnucyjemo y Ha omarosapajyhy
[IO3UIUjy KAao OpaTa IBOpa T U, AKO HUCMO Y HOCJIEIH0j JUMEH3HjU, IIPABUMO CEKYHIAPHO CcTabJIo
3a 4YBOD %.

3.6.3 DBpucame

V crabiy IpoHAJA3UMO JINCT Ca TAYKOM KOjy KeJinMo Ja obpuriemo. CHMETpUYHO yMeTamy,
Opucame pe3yJITHpa YKJIAHBAmEM J[Ba 9BOpPA U3 CTabja — JIUCTA T U FHErOBOI POJIUTE/hA ¢ KOjU
OuBa 3aMEHEH CBOjJUM JIPYTUM CHHOM Y (CJII/IKa. AKo 1npu peKyp3UBHOM ITOBPATKY OJ 00puca-
HOT 9BOpa JI0 KOpeHa crabja HanheMo Ha IBOp KOME je HAapyIleHa PAaBHOTEXKA, PEKOHCTPYHUIIIEMO
9UTABO MOJCTAOJIO HA HAYUH OIMCAH y IOIJIABIBY YV cympoTHOM, OPUIITEMO TAYKY U3 CEKYH-
JapHUX CTPYKTYPa CBUX YHYTPAIIEBUX IBOPOBA KOje IMOCETHMO Ha IIyTy JI0 KOPEHa.
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3.7 Ilpumene

[Topen cBoje ocHOBHE HaMEHE 3a MPOHAJIAYKEHE U MPUjaB/bUBAIGE TAJaKa y OICEry, cTabJIo
olicera MOKe Jla M3BPIIaBa U jOIll HEKe YIINTe KOju ce epuKacHUje MMILIEMEHTUPA]y Kao 3aceOHe
orepariyje.

3.7.1 Bpojame Tayaka y ormncery

Axo ce Tpaxu 6poj mavaka y onceey (eng. range counting query), a He caMe TadKe, MOXKEMO
npuctynutu Ha cjienehn Hadmna. Y cBakoM 4BOpPy crabja orcera u3rpaleHOr O EberoBoj Io-
CJIE/IEB0] JIUMEH3MJU 1yBaMo BesmauHy (v.velicina) KAHOHUUKOT MOJCKYIa TOT IBOPA, OJHOCHO
6poj JIMCTOBA KOju Ce HaJjIa3e HCIOJ, mera. V3Mena mperpare ce OJHOCH CaMO HA IIOCIIEbY JIH-
Men3ujy crabma. Kako ce cmymramo Hu3 cTabso Tpaxkelinm rpanune martepsana u' n p” y masa
O(logn) obumacka, cafupaMo BeJIMYHMHE CBHUX HOJACTabala Koja yiase y OAroBop, a Koja GueMo
WHa4Ye IIPUjaBUJIH.

Ucnocrasipa ce Jla y eKCIIMIUTHOM JHHAMUYIKOM cTabiry 1BopoBHu Beh cajprke oBaj mojarax
U Jla Ta WHTEPHO KOPHCTE 33 TEKHHCKO ypaBHOTeXKaBarbe cTabja, Ma ra He MOpPaMo MOCeOHO
qyBaru. VMmuiuTHa cratndka ctabsa 300r cBoje ocobuHe fa Cy IyHa U nomnﬂemnaﬂ MOTY 118
nspadyHajy 6poj smcrosa y O(1) no dbopmyau [n/2], rue je n xyKuHa Hu3a, a ce 6poj TadKe y
MOCJIEIH0] TUMEH3HjU U KOJ X Opoje y KOHCTAHTHOM BPEMEHY.
Jla 6u ce m3beryia CJIOXKEHOCT Of O(logd*1 n+ k) y ciaojeBurum cTabiuMa U3 IIOIJIAB/bA
HEOITXO/IHO je KOPUCTUTU BapujaHTy ca 4 mokasmBada. lIpe mperpare crabia y MpeTIOCTEIH0]
JIMMEH3Uj U, BPIIMMO JIBe OMHAPHE IIpeTpare Hu3a 10 IPaHUIlaMa WHTEPBaJja y TOCeIb0] TUMeH-
auju. 3a 0BO KOPUCTUMO MeToje BP_donja_granica() u BP_gornja_granica() (cimka [2) u Tako
JI00MjaMO rpaHUYHE TadKe OICera y KOPeHy cTabiia y MMOCJIe/b0j JUMEH3UjU. 3aTUM IIPOJIA3IMO
Kpo3 cTabJIo y MPEeTHOCIe/Ib0] JUMEH3NjH U Y CBAKOM KOPaKy MCTOBPEMEHO MEHaMO BPEJIHOCTH
MOKA3UBavYa HAa TPAHUYHE TAvyKe W3 HapeHe JIMMEH3Hje TAKo Ja MpaTe Kperame Hu3 crabiio y
ucToM cMepy (aKo IpeTpara y HpPeTIoC/eh0] JINMEH3UjU CKPeHe yJIeBO, OJHOCHO YJIeCHO, IO-
Ka3uBad y3MMa BPEIHOCT CBOT JIEBOT, OJIHOCHO CHHA, CIYIITajyhu ce Tako jeJ]aH HUBO HUXKE Y
crabiy). OBako y KOHCTAHTHOM BDPEMEHY HAJIA3MMO IDAHUIIE OICEra y CBUM KAHOHUYKUM YBO-
pOBHMaA M Ha KOHa4YaH OPOj Tadaka J0/IajeMO Pa3JinKy J00MjeHnX WHJIeKca. Bpeme m3BpinaBama
rnocraje O(logdi1 n), Tj. BUIE He 3aBUCH O k.

VKyIHa CJI0XKEHOCT olepalyje Opojama Tadaka y OICEry 3a OcTajie BapujaHTe crabja je
O(logd n) 3a crabiio puMmeHsuje d, a IPOCTOPHA CJI0XKEHOCT Ce He MEeHa HU 33 KOHCTAHTHH (DaKTOP.

3.7.2 IlpoBepa mocrojatba bap jegHe TadykKe y OIICErY

VYrephuBame na s 6ap jemHa Tavuka IPHUIAIA OICETY je jOIl jeIHOCTaBHUjU Tpobiem. Y
cTabJry y MOC/IeIh0j AUMEH3) U TPAYKUMO JIEBU KPaj HHTEPBAJIa, IPOBepaBajynu MpuToM y CBAKOM
KOpaky Jia Jiu je Tekyhu 4uBop y omcery. Ako HamhemMo Ha TakaB 4YBOp, OJMaX OJrOBapPaMO
[MO3UTUBHO W AJITOPUTAM IMPEKHJIAMO TIpe CIyINTamba /10 JIUCTa. llperpara nHate 3aBpiiaBa y
qucty i/ KOr IIpoBepaBaMo ¥ J1ajeMo KoHadaH oarosop. CroxkeHOCT omepanmje je O(logd n) 3a
crabyio pumensuje d. Y CJIOjeBUTUM CTabIMMa CBe OBO PAJUMO Yy IPETIOCIE/IH0] JUMEH3H]jH,
U y CBAKOM KOPAaKy JIOJIATHO IIPOBEPABAMO JIa JIU je MOKA3WBAY HA TOBE3aHU HU3 U3 MOCJEIEHe

3Bunapno cTabiio je KOMIIETHO aKO Cy CBU HHBOM CTaG/a CKDPO3 IONYH-EHH OCHM MOXK[A MOCJEIIber, a Ha
TocaeIlbeM Cy YBOPOBHU IIOPAaBHATHU CJIEBA.
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3.8 Opranuzanuja nojaraka y MEMODHjH 3 CrabJio orcera

JIUMEH3Uje PAa3IMIuT O nil, y KoM ciiydajy BpalaMo NO3UTUBAH OJIOBOP IIPe CUJIACKA 110 JIUCTA.
. . . -1
CJ102K€HOCT oTlepalyje 3a cjiojeBuTa d-crtadiia je O(logd n).

3.7.3 Hajrexxa Tayka y oricery

ITox, npernocraskoMm na Tauke y 1D crabiy umajy npuiapyxene texune, moxe ce y O(logn)
Kopaka npoHahn Tauka ca HajBehom TexkmHOM y orcery. CBaku YBOpP MOXKE Jia UyBa HajTEXKY
Ta4Ky y CBOM KaHOHHYKOM mojcrabiry. Ilocrymamo cimano kao nmpu Opojamy Tadaka y OICery,
caMO IITO yMECTO cabuparba BeJWYrHAa MOCTada/la KAHOHMIKUX IBOPOBA y?K JIEBE W IECHE
[yTarme, 0Baj MyT TPAXKUMO MAKCUMYM EUXOBUX TEXKUHA. Y JIUHAMUIKOM CTabJIy ce HAKOH yba-
[UBama Wi dpucama YBOPOBa OBe MHMOPMAIIUje JaKO aKypupajy Ipu PeKyp3UBHOM IIOBPATKY
OJT U3MEFHEHOT YBOpa J10 KopeHa crabja. CIioyKeHOCT 3a BUIIEINMEH3NOHA U CJI0jeBUTa CTaba ce
W3BOJIA CJIUYHO KAO Y OCTAJIMM ITPUMEHaMA.

3.8 Opranuzanuja mojaTtaka y MeEMOPHjUA

Tavke je y HeKOM OOJIMKY HEOIIXOJIHO YyBaTH CaMO y IIOCJEIIb0j JIUMEH3HjU cTabsa jep ce
[IPUjaB/bUBAIbE HOPMAJHO 00aB/ba CaMO Ha TOM HHBOY. MelyTuMm, momro nperpara BHIIEIMEH-
3uoHOr cTabjia y CBaKOj IMMEH3Hju k Mopa Jla IPOBEPH Ja Jiu Cy rpanudnu jucrosn p' u u’ y
ormcery 1o k-0j U IpeocTajgnM AUMEH3MjaMa, J1a OMCMO OBO YTBPIWIM HMaMO JB€ MOrYyHHOCTH.
Mozxkemo omabpaTu Ja JIMCTOBH 4yBajy Tadke y CBUM JuMeH3ujama crabjia (mam 6ap Bese Ka
TayKaMa y HEKOM OBJIMKY) U OHJ M3BPUIMTH JAUPEKTHY IPOBEPY, HJIU, aJIT€DHATUBHO, MOXKEMO
Jla U 3a JIICTOBE I'PAJIUMO CeKyHIapHa crabjia y CBUM JuMeH3ujama (O jeZHOr YBOpa) KOja OHZa
PEKYP3UBHO IPETPAXKYjEMO JIOK He CTUTHEMO JI0 TIOC/IE/Iber KOju dyBa Tadky. OmiydyjeMo ce 3a
MIPBO pelebe jep je Opke u 3ay3uMa Marbe IPOCTOpa.

YV npakcu, nogaiu y crabiry He Mopajy 6utu reomerpujcku Beli Tauke MOTYy OUTH CJIOXKEHU
THUIIOBH II0J[aTaKa U3 IIPOM3BOJHHOL, Ay TOTAJIHO ypeheHOr jgoMeHa. Y3 TO, TadyKe MOI'Y MMaTh
7 BHCOKY MEMOPHjCKY 3aXTEBHOCT U KOMILJIMKOBAHE OIepalje Konuparma u mopehema. Y ToM
CJlydajy je 3rofHo Jla ce TaukKe y MEMODPHjU dyBajy Ha jelHOM MecTy (HIp. y HU3Y 3a CTaTHYKAa,
WM y JBOCTPYKO TIOBE3AHO] JIMCTH 3a JWHAMUYKaA cTabia), a ja ce y crabiauMa, yMeCTo KOIuja
BPEIHOCTH, IyBajy CAMO WHJIEKCH, OJTHOCHO MOoKa3nBadu Ha tadke. C jipyre cTpane, y CTATHIKUM
crabjimMa TpeCTaB/heHIM UMILIAIIATHO TPEKO HI30Ba, IyBAbe KOMja KJbyIeBa Y YHY TPAITHIM
YBOPOBMMA MOXKE 3HATHO Ja 10D0JbINa ePUKACHOCT KEIl MEMOPH]je IIPOoIecopa jep ce IpH mope-
Demy KibydeBa y TOKY oOHJIacKa cTadJIa He MOPAjy IPATUTHU ITOKA3UBAYN HA CIIOJHAIIIHE JIOKAIU]je
KOje Cy MOTEHINjaTHO U3BaH KeIl MeEMOpPHje.

Takobe, TecTo je KOPUCHO [1a TavKe MOpe/ KOOPIMHATA, HAJl KOjUMa, ce TPau cTabJio, TOJATHO
UMajy U UPUAPYZKEHY BPEJHOCT Npou3Bo/bHOr Tuna. OHa Moxke O6uTH 7€0 Tadke (IOIYHCKA
KOODJMHATA KOja He y4eCTByje y m3rpaimu crabja), Wik ce OBa Be3a MOXKE IyBaTU HA HEKU
JPYTU HAYHH.
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4 IIporpamcka peajim3anmja

Jlare cy uMILIeMEHTAIMje CTATUYKOr U JUHAMUYIKOr cTabJia Olcera y IPOrpPaMCKOM jEe3UKY
C++, y Buay mabJIOHCKUX KJiaca RangeTree um DynamicRangeTree. Ilomro um je mHTEepHa perpe-
3eHTaIja MOTIYHO PA3JUIUTa U MOCTOJU pa3Jjinka y wHTepdejcy, UMIJIEMEHTUPAHE CY Kao JIBe
3acebHe Kiace. IIpBa KOpHMCTH UMIUTHIIUTHO IPEJCTaB/baibe cTab/a MOMONY HU3a U COPTHPAHH
HU3 y MOCJIE/EH0] JMMEH3HjH, a JIPyTa NMIUIEMEHTUDA TeXKMHCKH ypaBHOTexkeHO B Ba] cTabio ca
JIGJIAMAIHOM DEKOHCTPYKITHjOM IIpU oreparimjama axkypupama. Obe Kiace Jroyiasze y 3arjaBiby
RangeTree.h Koje je MOBOJBHO CaMO YKJBYUIUTH y IPOjeKaT, 0e3 MOJaTHUX 3aBUCHOCTH TPUIUKOM
npesBohema u nmoBe3uBamba nporpama. [Ipesoljeme je moryhe na cBuM cucreMnMa 3a Koje OCTOjH
C++ koMmItajsep Koju mojapxKasa crarmgaps C++14.

[onarm y crabiy He MOpajy HyKHO Gutn reomerpujcku (tauxe us RF) kao mro je y mper-
XOJIHOM H3JIararby I10J[padyMeBaHo, Beh THIl MOJaTKa 3a CBaKy JUMEH3U]y MOYKe OWTH U3 IIPOU-
3BOJHHOT' JIOMEHA CBE JIOK Cy HUCIymheHnu ciaenaehn ycaosu:

e Tull uMa JePUHUCAH KOHCTPYKTOP KOIIHje

e Tun nuMa JeUHNCAH operator<

JomaTHo, aKO ce KeJIH MOPIITKA 38 UCIHC, TOTPEOHO je /1a je 3a TUI CBaKe KOODIMHATE TadKe
JnedUHICAH OLepaTop UCIUCA Ha M3J1a3Hu TOK (operator<<). ITapamerpusamnuja TUIIOBa ce BpIIU
nomohy craugapaaor C++ mexanumsma — mabsiona. Kitace cy MopesioBaHe jia mpare Ju3ajH u
dunozodujy crammapaue C++ 6ubimoreke (STL) u jemnocrasue cy 3a xopumilieme. Cienehu
puMep MoKa3dyje KakKo ce KOHCTPYHIIE U KOPUCTU OCHOBHO jeHOIMMEH3HOHO cTabJIo omcera:

using namespace rt;

// KonCmpyuwemo cmamu%ko cmabao KA OCHO8Y MA4AKA
RangeTree<int> rangeTree({ 23, 37, 80, 97 /* ... #/ });

// Hanrasumo mauke y ukmepeaay I = [17,65]
// dobujamo Hasad std::vector<Rangelree<int>::Point>
auto result = rangeTree.pointsInRange({ 17, 65 });

// copmupamo u ucnucyjemo Odobujene pesyamame
std: :sort(result.begin(), result.end());
for (const auto& pt : result)

std::cout << pt << std::endl;

Pesysrar nperpare ne Mopa 6uru yuucan y KosieKuujy npejedunucator tuna (std: :vector)
Ka0 y IPeTXOIHOM IipumMepy, Beh je moryhe mpocieauTn u3jaa3Hu UTEPATOP MPOM3BOJHHOI THUIIA.
Hapenuu npumep rpajiu 1BoJAMMEH3UOHO CTA0JIO U 38 M3J1a3 KOPUCTH UTEPATOP KOjU IIPU YIUCY
yballyje Tadke Ha Kpaj JABOCTPYKO IOBE3aHe JNUCTE, KA0 W UTEPATOP KOjU JAUPEKTHO HUCIUCY]e
pesyiaryjyhe Tauke Ha CTaHAAPIHU U3J1a3, 6€3 CKIIAIUIITEhA Y MEMOPH]Y:
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using namespace rt;
using RT = RangeTree<double, double>;

// uHuYujasuzyjemo zenepamop caywajrur 6pojesa
std: :random_device rd;

std::mt19937 gen(rd());
std::uniform_real_distribution<> dis(-10.0, 10.0);

// QUHAMUYKU NORYHKABAMO HU3 MAYAKA

std::vector<RT::Point> points;

for (int i = 0; i < 1000000; i++)
points.emplace_back(dis(gen), dis(gen));

RT rangeTree{points}; // uau std::move(points)

// depunuwemo unmepeas npempaze I = (2.5,6.72] x [—3.145, +o0]

RT::Range range{ { open(2.5), 6.72 }, { -3.145, +inf } };

// nyhumo deocmpyko nosesany aucmy ca kajeuwe 10 mavaka y oncezy
std::1ist<RT::Point> result;
rangeTree.pointsInRange(range, std::back_inserter(result), 10);

// npempaza dupekmro ucnucyje mauke y oncezy Ha CMAHOAPIHU U3AA3
auto outIt = std::ostream_iterator<RT::Point>(std::cout, "\n");
rangeTree.pointsInRange(range, outIt);

Cager 3a noboJbIname Op3MHe TIpeTpare je Jia ce TUIIOBU JuMeH3nja cTabjia IIpu TeKIapaliijn

HaBOJIe OHUM PeJOM KOjU MOTEHIINjAJTHO MOXKe Ja IITO paHuje eauMuHuiine Hajsehn 6poj tagaka,

jep ce mperpara nu3BOJIM PEJIOM OJL IIPBE JI0 TOCJIE e TUMEH3Hje, CyKaBajynu y CBaKoj INMEH3Uju

CKyII TaYaKa KaHJIuJaTa.

HpeTpara C€ MO2K€ BPIIUTU HaJ OTBOPEHHUM, IIOJIYOTBODECHUM, U 3aTBOPCHUM HHTEpBaJINMa,

a TpaHWIle MHTEepBaja MOTY OMTH jeqHake M GecKoHauHOCTH (+00) Koja je yHUBEp3aJHa 3a CBe

THUIOBE HOofaTaka. JIMMEeH3MOHATHOCT MHTEPBAaja IpeTpare oaroBapa OpOjy anMeH3nja CTadsa.
WNurepsanu ce y KOy 3anucyjy Ha ciejehn HadwH:

{a, b} // la,b]

{ open(a), closed(b) } // (a,b]

{ a, open(b) } // la,b)

{ a, +inf } // la,+00)

{ -inf, b } // (=00, ]

{ -inf, +inf } // (=00, 400)
all // (=00, 400)
{{a, b} {c,ada} ...} // la,b] x [c,d] x .

I'panune mHTEpBaIa Cy MOIPa3yMEBaHO 3aTBOPEHE.
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Konadgno, ynasue Tadke crabiia orcera MOTy UMATH W TPUJIPYKEHY JIOJATHY BPEIHOCT IIPO-
U3BOJHHOI THIA. TakBO cTabjio ce JIeKjapuine Ha Hemro japyraduju nadud. Cremehu mpumep
Vj€IHO JTEMOHCTPUPA U OIEepPAallije TUHAMUIKOT CTAa0JIa:

using namespace rt;
using RT = DynamicRangeTree<Dimensions<double, double>, Value<const City *>>;

// cmabio je UHUYUJAAHO RPA3HO
RT rangeTree;

// nynumo za nodayuma u3 6ase
for (const auto& city : db.cities())
rangeTree.insert({ city.latitude(), city.longitude(), &city });

// mpaxumo zpadoee no zeoz2padckoj WUPUHU U OYKUHU, U CEAKU
// nponalenu pesyamam wmamMnamo OupekmHo, 6€3 KONUPAHA Y KOAEKYUJY
RT::Range range{ { 42.94, 44.17 }, { 19.62, 21.325 } };
rangeTree.forEachPointInRange (range, [](const RT::Point& pt) {

const City *city = pt.value();

std::cout << city->name() << ": " << city->population() << std::endl;

B;

Y mpakcu je 9ecTo KOPHCHO MMaTH UPHJApPYKeHe BpeaHoctu. Ha mpumep, KaJi rom ce HaJl
HEKHUM CKYTIOM O0jeKaTa »KeJIi U3BPIIUTH [IPeTpara Orcera mo HEKOM Nodckyny HUXOBUX IM0Jba,
3rOJIHO je TadyKaMa Koje ce ybalryjy y cTabjio u y9ecTBYjy yV IPeTPasu JOJATHO IMPUIAPYKUTH I10-
Ka3uBad Ha MATHIHU O0jeKaT Jia Ou ce KaCHMje UMAO IIPUCTYI CBUM IIOJbUMa 00jeKaTa pe3yJITara.
IIperxonau mpuMmep Tako rpajn cTabJio orcera Ha OCHOBY reorpadCKuX MUPUHA U JTyKUHA T'pa-
JI0Ba HA MAIlM, U CBaKa TadyKa CTa0Ja JOJATHO NMA IIPUIPYKEH TOKA3WBAY HA CJIOT KOjU OIHUCY]je
rpaji u cajpxKu nHdOpPMalje Kao IITO Cy HeroB Ha3uB, OPOj CTAHOBHUKA, HAJMODPCKA BUCHHA,
AT,

Kaxko 61 BuIe uMen3uoHo cTabJio oIcera MOIJIO JIa e ITapaMeTpU3yje U U3rPajIu ca Pasintiu-
THM THIIOBAMA II0JIATAKA y PA3JIMYATUM JUMEH3UjaMa, Y CTATUYKO THIIM3UPAHOM je3UKYy KaKaB
je C++ morpebHO je mocTa MAbJIOHCKOD MeTalporpamMuparha. llpuMmepa paju, 3a CMeITame U
HPUCTYII KOOP/IMHATAMA, Tadaka JIMMEH3Uje 1 He MOXKEe Ce KOPUCTUTH jeIHOCTABAH HU3 JIyKUHE
N WIN HEKa CJIUYIHA CTPYKTYpa IMOJATaKa jep je cBaKa KOOPJUHATA MOTEHIHJAJHO Pa3IMIATOr
Tuna. THUIOBM HUCY yHaIpes MO3HATH Beh WX 3a/aje KOPUCHUK Kjace M MOXKe UX OUTH Heo-
rpanudeno MHoro. lcro tako, crabsa Koja yBe3yjeMo IO CBAKO] JMMEH3HjU Takohe MOry OuTH
PA3JIMIUTOr TUIA jep HOopeje KOOpJAUHATE PA3INIATOr THIIA. Y UMINIEMEHTAIM]H Cy 3a OBO KO-
purthene moryhaoctu HoBHjux peusnja C++ crangapa Kao MITO ¢y MAbJIOHH Ca TPOU3BOJHHIM
6pojem aprymenara, n-ropke (std: :tuple) Koje 3axTeBajy UHIEKcHparbe y (ba3u npeBoherba 1po-
rpama, utia. Cee 0Bo umHM nHTepdejce Mambe YNT/BUBUM I1a je U3 TOI' PA3Jiora y IOIVIABIBY
gar ynpowhen jaBuu mHTEpdejc pejeBanTHUX C++ Kjaca, a Ha HEKUM MECTUMa Yak Uy (PopMu
nceyao-kKoa.
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4.1 Crpykrypa kJaaca 4 Ilporpamcka peanuzaruja

4.1 CrpyKTypa KJjaca

#ifndef RANGE_TREE_H_
#define RANGE_TREE_H._

namespace rt {

// 6ecKoHawHOCM HUje UMNAEMEeHMUPAHAG Kao nodKaaca Kaace
// IntervalEndpoint<T> jep 6u y moMm cAy4wajy HeHa CUHMAKCA
// 6uaa inf<double>{} uau -inf<std::string>{} ymecmo Linf
class inf_t {
public:

inf_tQ;

inf_t operator+() const;

inf_t operator-() const;

bool isPositive() const;

bool isNegative() const;

};

class all_t {
public:

all t();
};

static const inf_t inf;
static const all_t all;

template<typename T>

class IntervalEndpoint {

public:
IntervalEndpoint (T const& value, bool isOpen = false);
IntervalEndpoint (const inf_t& inf);
IntervalEndpoint (const IntervalEndpoint& other);
IntervalEndpoint& operator=(const IntervalEndpoint& rhs);
bool isOpen() const;
bool operator<(T const& value) const;
bool operator>(T const& value) const;
bool operator<=(T const& value) const;
bool operator>=(T const& value) const;
~“IntervalEndpoint () ;

};

template<typename T> IntervalEndpoint<T> open(T const& value);
template<typename T> IntervalEndpoint<T> closed(T const& value);

class NoMappedValue;
template<Dimensions<typename... DimensionTypes>,

Value<typename ValueType> = NoMappedValue>
class RangeTree {
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public:

class SimplePoint {

public:
// Koncmpyuuwe mauky Ha 0CHO8Y KOOPOUHKAMA
SimplePoint (const DimensionTypes&... coordinates);

// epaha koopdunamy mauke 3a damy OuMmer3ujy; uHdekc Mopa
// 6umu Koncmanma noswama y epeme npesoljewa npozpama, Huje
// Mozyhe Kopucmumu npoMeHmuey

template<size_t Dim> const auto& get() const;

// Ochosru onepamopu nopehewa 3a mauke. Koopdurame mavwaka ce no

// Odumensujama nopede sekcukozpapcku, caeea Hadecro. Ilpeu memod

// omozyhaea KopucHuky Oa KRp. COpMUpa pe3yimame npempaze.

bool operator<(const SimplePoint& other) const;

bool operator==(const SimplePoint& other) const;

friend std::ostream& operator<<(std::ostream& os, const SimplePoint& pt);

virtual ~SimplePoint();

¥
class MappedPoint : public SimplePoint {
public:
MappedPoint (const DimensionTypes&... coordinates, const ValueType& value);

const ValueType& value() const;

bool operator<(const MappedPoint& other) const;

bool operator==(const MappedPoint& other) const;

friend std::ostream& operator<<(std::ostream& os, const MappedPoint& pt);

// Odegpuruwe mun mauke y sagucHocmu 00 moza 04 AU KOPUCHUK 3ATMESA MANUDAHE
using Point = typename std::conditional<std::is_same<ValueType,
NoMappedValue>: :value, SimplePoint, MappedPoint>::type;

template<typename T>
class Interval {
public:
Interval(const IntervalEndpoint<T>& low, const IntervalEndpoint<T>& high);
Interval (const all_t&);
Interval (const Interval& other);
Interval& operator=(const Interval& rhs);
const IntervalEndpoint<T>& low() const;
const IntervalEndpoint<T>& high() const;
bool contains(T const& value) const;

};

class Range {

public:
// ako nocmoju camo jedwa Oumensuja, npocaehyje napamempe KOKCMPYKMOPY
// kaace Interval u mako omozyhasea cuumakcy { a, b } ymecmo { { a, b } }
template<typename... Args> Range(Args const&... args);
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Range (const Interval<DimensionTypes>&... is);
template<size_t Dim = 0> const auto& get() const;

template<size_t DimBegin = 0, size_t DimEnd = sizeof...(DimensionTypes)>
bool contains(const Point& pt) const;

// KOKCMpYKMOp KOJU RPUTEAMA YAG3 U3 NPOU3EOLHE KOAEKYUJE NPEKO Umepamopa
template<typename InputIt> RangeTree(InputIt first, InputIt last);

// nomoRHu Kokcmpykmop 8a 4wecmo KopuwReru mun KoreKyuje
RangeTree(const std::vector<Point>& points);

// pekorcmpyuwe cmabao Ha OCHOBY HOBUT MAYAKA
template<typename InputIt> assign(InputIt first, Inputlt last);

// epaha 6poj maxaka y cmabay
size_t size() const;

// epaha cee maike Yy oncezy uAu KUT Hajeuwe M; onwmu Memod KOju 3a U3AA3
// npureama U3AG3KU UMEPAMOP RPOU3BOBLHOZ2 MUNG U Y He2a Ynucyje pesyarmame
template<typename OutputIt>

139

140

141

void pointsInRange(const Range& range, OutputIt outIt, size_t n =

// nomohnu memod 3a npempazy koju epaha wecmo kKopuwRewu Mun KoseKyuje
std::vector<Point> pointsInRange(const Range& range, size_t n = 0) const;

// Memod sa umepayujy kpos pesyamame npempaze, 6e3 KONUPAHA Y USAA3HY KOAEKYUJY
// omozyhaea 6p3u npucmyn urmeprum nodayuma y cmabary

// 3a ceaku nporaleru pesyamam no3usa ce KOPUCHUKOBG P-7ja

void forEachInRange(const Range& range, void (*f) (const Point& pt), size_t n

// epaha 6poj mauaka y oncezy
size_t countInRange(const Range& range) const;

// ymephyje Oa au nocmoju Heka mauka y oncezy
bool existsInRange(const Range& range) const;

virtual ~“RangeTree();

// pasauka y unmeppejcy y odrocy Ha kaacy Rangelree
// ceu Opyzu mMemodu u MuUROBU OCMAJY UCMU
template<Dimensions<typename... DimensionTypes>,
Value<typename ValueType> = NoMappedValue>
class DynamicRangeTree {
public:
// nodpasymeeanu KOKHCMPYKMOP KOJu NPAsU NPasHo cmabro
DynamicRangeTree (double alpha = 0.2);
// KOHCMpYyKmOp KOju npuTeama YAa3 u3 NPOu3eOLHe KOAEKYUJEe Npeko Umepamopa
template<typename InputIt>
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DynamicRangeTree (InputIt first, InputIt last, double alpha = 0.2);
DynamicRangeTree(const std::vector<Point>& points, double alpha = 0.2);

void insert(const Point& pt);
bool remove(const Point& pt);

bool empty() const;
void clear();

} // namespace 7t

#endif // RANGE_TREE_H_

4.2 Pezyaratn
4.2.1 TecTHu momaru

V cBpXy TecTupara KopurilieHa je 6a3a momaTaka 0 CBUM I'paJoBuMa Ha cBeTy ca oko 3,100,000
CJIOTOBA, U HeH MOJICKYI, 6a3a cBux Mecra y Cpbuju ca oko 15,000 cirorosa. Iloganu ce mory mnpo-
naliu u GecriaTHO 1peyseTu ca uHTepHeT crpanune https://www.maxmind.com/en/free-world-
cities-database. ['pahena cy 2D crabsa Ha ocHOBY reorpadCcKux MUPUHA U TyKUHA TPAIOBA, KAO
u 3D crabJia ca 6pojeM CTaHOBHHMKA Kao J0AATHOM KoopauHaroM. Ilopen reorpadcekux mogaraka
KopuiiheHe Cy U CJIy4YajHO reHeprucaHe TadyKe ca YHIUMOPMHOM PACIIONESIOM, Y IpelednHICAHOM
orcery 1o cBakoj ox koopauaara. [lopehema cy pahena u ca asropurmom rpyde cruiie KOju pegoM
[IPOJIa3U KPO3 TadKe U IIPUjaBjbyje CBe OHe Koje ¢y y omcery y Bpemeny O(n).

4.2.2 Tlopehewme pazamyuuTux Bep3uja CTPYKType

Tectupane cy jBe CTPYKType: CTATUYKO CTAOJIO OTICEra MPeCTAB/bEHO UMILIMITUTHO ITPEKO
HU30Ba, CA4 COPTHPAHMM HU30M yMecTo crabia y II0Cjelho] aumensuju (Huje KopuinlieHa Tex-
HUKa YHAKPCHOI IIOBE3MBAIba), U JUHAMUYKO CTabJIO ca NoKasuBauuMa. Ha padyHapy Koju je
kopurhen 3a tecrupame (Intel Core i5 3.4GHz), craruuko crabio usspinasa oko 50 yuura y
cekynam HaJ 6azom oz 3,100,000 rpaaosa Ha Mamm, ca npocedHo 15% npujaB/beHux pesy/araTa.
OBo je y ciydajy KaJ ce Pe3y/ITATH IIpeTpare yIucyjy y U3Ja3Hy KOJIEKIHjy, Kaja KOpakK yIIca
360r aJioKaIyje MeMOpHUje JOMUHUDA Yy OJHOCY Ha Bpeme nperpare. AKO ce yMeCTO yIUCUBAMA
KOPHUCTH MeToJi 3a mperpary forEachInRange(), rje cTabsio 1MO3UBa KOPUCHUKOBY (DYHKIH]Y 38
cBaky npoHaDeHy Tadky 0e3 ajonmpar-a MeMOpHje 3a Pe3ysTare, OHIA CTPYKTyPa HaJ UCTOM
6azom moctmxke oko 1000 ymura y cekyumu. Han 6a3om rpagoa y Cpbuju crabiio u3BpIiiaBa
oko 30,000, omaocro 100,000 yrnmTa y CeKyH/IM, 3aBUCHO OJI TOTA JIa JIK Ce PE3YJITATU IpeTpare
YIUCYjy V KOJEKIMjy W He. YIUTH Cy IIPABOYTAOHUIM HA MAIU 4Yhje Cy KOOpJWHATe Ompare
Kao caydajHu OpojeBu ca yHU(MOPMHOM PAaCIOIEJIOM W3 OICera IO MIUPUHU, OJHOCHO BUCHHU
marne. U mopex Tora mro obe CTpyKType pajie Beoma Op30 3a MpaKTUYHE IPUMEHE, 3aHUMJbUBO
je ma je nuHamMuvko cTabJio, NaKo CaBPIIEHO YPABHOTEXKEHO, 33 UCTE YIIUTE JABAJIO OKO 3.5 mIyTa
sommje pesysarare. OBojmKa pas3jnka y OP3WHM MOYXKE Ce OIPABIATH jeJMHO KOMITAKTHOIINY
HU3a U YUEHCHUIIOM JIa CY beFOBU €JIEMEHTHU CMEIITEHN Ha Y3aCTOIHUM JIOKAIIjaMa y MEMOPUjH,
IITO 3HATHO MOGOJBIIaBa ehUKACHOCT Kell MeMopuje mporecopa (npalieme mokasupada Ha JI0-
Kalldje W3BaH Kell MEeMOpHje je Ha JaHAIUM [POIEcopuMa CKyna omepanuja). Takolje, jorr
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je/lHa Pa3JIMKa je IITO CTATHYIKO CTA0JIO Y IIOCEeNH0] JUMEH3INJU Pe3YJITaTe IPUjaBbyje METOIOM
Niz_pretraga_opsega() u3 moriassbaf3] mro je morennujanno 6pxe oz obmacka moacrabana Ka-
HOHMYKHUX YBOPOBA KO AuHaMuykor crabsa. V13 Tor pasiora, ncpobaHo je IoBe3UBabe JTHUCTOBA
HA [OCJIeIIheM HUBOY JMHAMHUYKOr cTabja y moBe3any jmcry. 1logcTabio KAaHOHMYKOD YBOpa Ce
y TOM CJIy4ajy IpHjaBbyje Tako INTO ce HPBO IpouuTa 6poj jucroBa L y mopcrabiay (13 mosba
v.velicing y Kopery mojcrabia), a 3aTUM Ce CIYIITAImeM JI0 KPajiber JIEBOr JucTa u npalemem
HOBOJIOIATHX OKa3uBada v.sled npujasspyje L mucrosa. [lokazaso ce jia jomaBame IOBe3aHe
JIICTe TeK He3HATHO ybGp3aBa mperpary y npoceky (3a map mnporeHara).

3aTuM je HOKYIIAHO Jia ce MPodJIeMy MPUCTYIH Ha APYyTraduji HAYMH. 3a aJOKAINjy YBOPOBA
[IpY U3TPAIHU IUHAMUYIKOr cTabsa ynoTpebibeH je mocedbaH JeTEPMUHUCTHIKE MEMOPH]CKH AJI0-
KaTop ca ciaoxenonhy ajgoxkanuje og O(1), Koju y3acTonHO ajgonupane 06jeKTe UCTOr TUIA CMe-
ITa Ha y3acTOIHe JIoKanuje y Mmemopuju. IToBpemeno, ka1 ce ieroB nHTEPHU OJIOK O 1 0bjekaTa
MIOILYHU, aJIOKATOP O] CUCTEeMAa 3aTParX!U HOBU, KOjU je Ha JPYroj MEMOPHU]CKO] JIOKAITUjH, aJIH CE
BeJImInHa GJIOKOBa MOXKe 0J]abpaTH Jia ce OBO He jiermaBa 9ecto. OBUM je TIOCTUTHYTO Jia YBOPOBH
JIMHAMHUYKOr cTabsia Oyay Ha OJIMCKUM MEMODPHjCKUM JIOKaIijaMa Oall Kao IBOPOBU Y HU30BHMA
craTudkor crabia, a ja crabiao TpUTOM 3aJpxKu MoryliHOCT axKypuparma. Kao pesynrart, 0BoO je
3HaYajHO yOP3aJI0 1 KOHCTPYKIUjY U IIpeTpary BeJukux crabasia. [Iperpara nuraMumdakor cradia
je mocraja caMo OKO 2 IyTa CHOPHja OJT CTATHIKOTr Yy IMPoceKy. Pasziior oBome je BEpOBATHO Taj
IITO Ce AMHAMHUYKA CcTabjia Ipaje PEeKyp3UBHO, 0JI03r0 HAJI0JIE, & HAKOH AJIOKAIje CBAKOT yHY-
TPAIIbHEr IBOPA, OJIMAX Ce I'PAJIU HeroBO CEeKYyHJApHO cTabyio y HapeaHoj aumensuju. OBuM ce
nobuja Tmorpenan peaocse]] aJoKaInje IBOPOBA U PACIOpe] y MEMODPHjU KOjU HHUje ONTUMAJIAH
3a uperpary. C ngpyre crpaHe, CTAaTHIKO CTabJIO Ce I'PAJU OJI03/I0 HATOPE, AJOIUPA-EeM HI3a
3a CcBe YBOpOBa crTabJia y Tekyhoj juMmeH3uju ojajegHoM. AKo OM ce ajiropuTaM KOHCTPYKIIUje
JAMHAMAYKOT CTab/Ia IPUIAr0IN0 OCOOMHAMA AJIOKATOPA W IPOMEHUO /13 IIPBO HAIIPABU CBE UBO-
poBe crtabsa y Tekyhoj JUMEH3Uju I1a TE€K OHJA IbUXOBa CEKyHJapHa cTabjia, BEpOBATHO OH ce
1060 ozropapajyhu pacropes; y MEMOPHUjH 1 YKeJbeHO yOp3ame nperpare (0BO je OCTaBIbEHO JIa
ce ucupoba y IPaKCH).

4.2.3 Ilapanenmu3zarnuja

Jape je eKCnepuMEeHTAJHO MOKYIIaHO yOp3are KOHCTPYKIMje W IIpeTpare crabja mapaJie-
Jm3anyujoM. Y HEJIOCTATKY BHUIIEIPOIECOPCKUX CHCTeMa KOpHUIllieHe Cy TeXHUKe KOHKYDPEHTHOT
porpamMuparba ca HUTUMa Ha mpoIecopy ca 4 ¢dusndka jearpa u uctum 6pojem uHutu. M3BpIma-
Balbe HATH OWJIO je OrPAaHUYIEHO Ha YHAIpes, ogabpaHa jesrpa, 6e3 MoryhHOCTH /13 UX OIEPATHBHA
CHCTEM HETJIe TPEMECTH.

[TapasenmmsoBame mpomeca KOHCTpyKIuje je 6mmo yememno, ca edukacunomhy ox 80%, mpo-
[IOPIIMOHAJIHO OPOjy JOCTYIHUX je3rapa. 3a OBO je M3MEIeH PEKYP3UBHU AJIFOPUTAM HU3TPAIEhe
JauHAMUYKOr cTabia Ja Ha ofroBapajyhem HHBOY crabia y TOKY H3rDaJiibe CBAKO] HUTHU JIO/IETIN
Jla PEKyP3UBHO KOHCTPYHUIIIE TI0 jestHo moactadbso. OBO ce HIIp. paju Ha JPyroM HUBOY CcTabiia 3a
JIBe HUTHU, HA TpelieM HUBOY cTabJjia KaJl Cy JOCTYIIHE YeTUPU HUTH, OJHOCHO YETUPHU IIPOIECOPCKA
jesrpa, uta. Koucrpyknunja crabia je TOTOBa KaJi CBe HUTHU 3aBPIIE Ca PAJIOM.

Jenan Teopercku mauun yopsama nperpare 3a logn daxrop, onucan y [3], 6uo 6u na ce onsoju
O(log n) nporiecopa 1 CBAKOM OJI BbHX JIOJIEJIH TI0 jeJJaH HUBO cTabia y MPBOj JUMEH3UjH, OJHOCHO
[IPHjaB/bUBAIbGE HAJBUIIIE /1B KAHOHUYIKA IBOPA KOJIHKO WX MOXKe OMTH Ha CBAKOM HHUBOY CTalbJIa.
MebyTum, y mpakcu ca HUTAMA U CTaOIMMa MaJle BUCHHE, & BEJMKE JMMEH3MOHATHOCTH C€ TIOKa-
3aJ10 JIa OBO HHUje U3BOJJBUBO jep BpeMe HOTPeOHO 3a KOMYHUKAIUjy Mely HUTHMa IpeBa3uIa3u
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BpeMe noTpebHO 3a mperpary. Cumysmpano je u nperpakusame Ha O(logn) Husoa ca thread
pool-oM M KOHCTAHTHHM yOallmBam-eM HOBUX 3ajaTaka Koje Om mpBa cJI000Ha HUT Mpey3esa u
U3BPIIAIIA.

AKo y TOKy mperpare cBaka HUT YIIHCYje CBOje pe3yJTare y 3ajeJHUYKU M3J1a3, TO 3aXTeBa
CHHXPOHM3AIN]y UPHUCTYIA, TJe HUTU OHJA U€Kajy CBOj pel Ja J00Mjy HPHUCTYII 3a ymuc. Y
ciy4ajy KaJa je Opoj pe3yJiTaTa IpeTpare IpeBesiK, II0Ka3aJIo Ce /1a HUTU BUIIE BpEMeHa IIPOBO/Ie
qekajyhu jeqHa Apyry Ha MpaBo 3a YIIUC HEro pajehu cBoj mocao. Perreme 61 HAW3T/I€T MOTJIO /18
OyJie y ToMe Jla CBaKa HUT yIucyje pesyJrare y concrsenn badep (koju pacre), a ga ce Ha Kpajy
pe3y/ITaTu CBUX HUTH croje y jeman. To Moxkia Huje ;100po 3a Bep3ujy IpeTpare Koja IMpUxXBaTa
M3JIA3HU UTEPATOD aKO HIUje I02KEJHHO IyBalbe CBUX PE3yJITaTa y MEMOPU]HU HUA Y jeTHOM TPEHYTKY
uperpare, Behl npujaBbuBase ,y Jery* (U3j1a3HM UTEPATOP HOP. MOXKE JIa YIHUCYje Ha JUCK jep
00jeKTH pe3y/ITaTu Iopej caMor crabia He MOTy ja cramy y memopujy). Osxe je npoGsem Beli
TEXHUYKE IIPUPO/JIE, & TO je Ja Ou CBaKa HUT MOPaJa Ja MMa COIICTBEHN MEMOPHjCKH aJ0KaTOp KOju
HEMa MCTHU IPOGJIEM Ca 3aKJby YaBabeM 1 CUHXPOHU3AIUjOM IPUCTYIIA (OBO UCKJBYdyje MoryliHocT
kopurihema crapgapaanx C++ MexaHu3ama 3a aJOKaIlmjy) Ja JI0 UCTOr IPObJeMa Ca YeKAmeM
He 6u JIoILIO.

Ha xpajy ce yBubha ma yorre Hije HEOITXOIHO Jla Ce TAYKe YIUCY]y y U3J1a3 Y TPEHYTKY KaJl je
yTBpDeHo Jla ce HaIa3e y TparXKeHOM MHTEPBaJIy, Bell ce MOI'y 3allaMTUTH CAMO I'DAHUIIE HHIXOBOT
olicera y HOCJIe/Iib0j AuMeH3uju crabiia (nap HoKasuBada Ha JBe TAYKe Y 3aBPIIHOM COPTHPAHOM
HU3Y y CTATUIKUM CTabJIUMa, U KOPEH MocTab/Ia KAHOHUIKOD YBOPA y JIUHAMUYIKUAM CTabJIIMa,).
ITomro crabsio Koje craje y pajHy MEeMODPHjy He MOYKE MMATH [IPEBEJINKY BHCHUHY, y3UMa Ce JIa je
sucnna on O(logn) 3a NpakTUIHE MPUMEHe KOHCTAHTHa (HajBUINE IMIUPUHA IIPOIECOPCKE PEdH),
a ce 3a M3J1a3 MOXKe yHampes, ajonuparu badep GpUKCHE BeIUInHE Y KOJU HUTHU YIHCY]y Oncez
nponaljeHux pesysrara, U TO TaKO IITO CBaKa HUT J00Hje CBOj Jieo badepa 3a ymuc, a HUKAKBa
cuHXpoHn3aiuja Huje norpebua. Ha kpajy, I0BO/BHO je Ha N HUTU TPUBUJATHO PA3JIEIUTHA TIOCAO
LIpOIUpUBaba’ ejgemMeHara oBor badepa y HA3 Tadaka pe3y/aTara Koje ce Bpahajy KOPUCHHKY.

3a mpocTe THIIOBE Tadaka €KCIIEPHMEHTAJIHO Ce T0Ka3ajo na ce Hajbosbe mepdopMaHce 10-
6ujajy Kaja ce OPOCTOP Iperpare IOJEJU HA He BUIIE O JBa jeja (JIeBO U JeCHO HOACTabIo y
PBOj JAuMen3uju) u y oba mapasieHo u3Bpiie nperpare. Pe3ysraTu ce NpuKye Kao MOKa3uBaIu
MM TIAPOBH MHJEKCA y Hu3 Masto Belin o 2 - log? ™' n u 3atuM ce ca MakcnmainmM Gpojen HUTH
napaJiesin3yje MmolymbhaBame pe3ysiraTa y JOBOJFHO BEJMKU U3JIa3HA HU3. 3a Bep3ujy mperpare ca
WU3JIA3HAM UTEPATOPOM JIOBOJBHO je W3 jegHe HUTH YIHUCATH CBe pe3ysaTaTe. 1eK aKo je JUMeH-
3UOHAJIHOCT CTabJIa BEJUKa, WM aKO ¢y crabyia m3rpaheHa HaJ CJIOKEHUM THIIOBUMA II0/[aTaKa
ca CriopuM orepanujama mopehema, Kopuiihemne Beher 6poja HUTH UMa CMUCJIA U T00Uja ce MpH-
MeTHO yoOp3ame. OBO je mcupobaHo ca TaukaMma duje Cy omeparuje mopehema Ome cumyaupane

TaKoO Jla Ce U3BPIIABajy IyKe.

4.3 Moryha ynampehema Kiaca

[Tocroje pasum HaumHu HA KOje OM ce MMILIEMEHTallfje KJiaca MOIJIe Jasbe MoDospInaTh. Y
HACTABKY HABOJMMO CaMO HEKe O/ IhUX.

Kopucauky kiace 6u ce moryia gatum MOryhHOCT Ja mapaMmerpusyje objeKaT Tadka, KOr y
TPEHYTHO] UMILIEMeHTaIuju jedUHUINe KJaca, IPOM3BOJGHUM THUIIOM 33 KOjer Ou caMm HMILjIe-
MEHTUPAO NIabJIOHCKU ,ajantep” upeko odauxae munosa (eng. type traits). Opako crabio ne
6u MOpaJIO Ja UyBa COICTBEHY KOIM]y mojaraka, Bel Ou ce MOIVIO M3rpaauTu HaJ HocTojehum
nozanuMa u3 Memopuje (HOp. HaJ HU30M ITIOKa3uBada Ha o0jeKkre m3 Gase) ako ce KJacu Ha
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5 3akbydak

o/roBapajyhiul HAUMH CAOIMIITA KAKO JIa MM IIpUCTyna y TOoKy mperpare. OBo je KOPHCHO jep je
IIPOCTOPHA CJIOZKEHOCT cTabsia orcera Taksa Jjia cTabso Bell ca HEKOJIMKO MHJINOHA BUIIIEIUMEH3N-
OHMX TavaKa Ha JaHAIILIM PadyHapuMa BPJIo OP30 MpeBa3mia3u KOJUIUHY JOCTYIIHE MEMOPHje
y cucremy. Y TakKBO] MMILIeMeHTaIuju 6u cTtabjio caMo ,uHaeKcupaso” mocrojehe mogarke.

3romao 6u 6WJI0 U J1a ce KAo HAIIPEHA OMIKja IPU JIEKJIAPAIji ¢TadjIa, KOPUCHUKY OCTABU
moryhHocT 1a 6upa usmely HEKOJIMKO HAYMHA WHTEPHE OpraHu3allije IoJaTaka y CTabLy IIyTeM
3B, wabsonckur ,nosumure” (eng. policy-based design). Omne 6u ce kKomOuHOBaje y ¢bas3u
npeBobhema mporpaMa, u TUMe He Ou yTuiiaje Ha Op3WHy M3BPINaBarmba, & KODUCHUK OM MOrao Ja
cam omabepe KomipoMuc usMel)y Gpsube usBplnaBama nperpare u 3ayseha memopuje (Hup. ga
KODHUCTH KOMITAKTHHU]Y DEIPe3eHTAIl]y 3apaj Mamer rybuTka Ha Opsunm). Takobe 6u ce ximacu
MOTa0 JATH HAUOBEIITaj Ja JIU ce OvYeKyje Jla TadKe NMajy jeJUHCTBEHe KOOPAWHATE IO jeJIHO]
WM BUIIlE KOOPJIMHATHUX OCA, OJIHOCHO JUMEH3Wja, J1a JIM TadKe Ca UICHTUIHUM KOOPIMHATAMA
MOT'Y UMaTH COIICTBEHE MJIM CaMO 3ajeJ[HUYKe [IPUAPYKeHe BpegHocTy u cji. MHore oj oBakBHUX
mapamMeTapa je moxKeJbHO 3HATH ¥ (ha3u MpeBohema Kako Ou MIabJI0HN OUIN Y CTAMbY Ja T€HEPUIILY
rro 60spu KO, CBu 0BU n360pHU yTUUY HA KPAjiby OPraHU3aIljy MOJaTaKa y MEMOPHUjH, & IOIITO
HUje MPaKTUYHO UMILIEMEHTHPATH IM0CeOHY BEp3Ujy KJace 3a CBaKy OJ lbUXOBHX KOMOWHAIW]a,
KOMITO3UITH]ja TTA0JOHCKUX TTOJUTUKA je 00/be pelerhe.

5 3akJ/pyvak

Y oBOM pajly Cy HMPUKA3AHW AJTOPUTMU 33 KOHCTPYKIIN]Y, MPETPAKUBAGE U aXKypPHUPAHe
crabyia oncera. Paspujene cy C++ nMIiieMeHTaIje CTATUYKE U JIUHAMUYIKE Bep3uje cTadjia Koje
ce MOT'Y M3IPaJIUTH HaJI IPOM3BOJHHUM THUIIOBAMA II0JIaTaKa. Y IIOIVIABJbY @ je HaBeJeHO Koju
cy Moryhu mpaBIu Ja/ber pa3Boja oBe OHOIMOTEKE Kaca.
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