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Heuristicki pristup reSavanju problema rasporedivanja i
prerasporedivanja vozila hithe pomoci po baznim stanicama

Apstrakt:

U radu je prikazana primena metode promenljivog spusta za reSavanje problema
optimizacije rada sluzbe hitne pomodi. Imajuci u vidu da je problem NP-tezak, velika paznja
se posvecuje heuristickim metodama. Ovde je za reSavanje problema koris¢en dinamicki
model, u kome se dopusta premestanje vozila izmedu razli¢itih baznih stanica tokom
razli¢itih perioda dana da bi se maksimizovala efikasnost na lokacijama u kojima se ocekuje
veliki broj incidenata. Po prvi put je koris¢ena metoda promenljivih okolina na ovom
problemu kojim su se po prvi put resile instance vecih dimenzija. Za instance manjih
dimenzija, implementiran je do sada najbolji poznati algoritam u CPLEX reSavacuy, i rezultati
dva algoritma su uporedeni. Predlozen metod je dao optimalna resenja za sve uporedene
instance.

Heuristic approach to solving problem of location and
relocation of ambulance vehicles in base stations

Abstract:

An application of Variable Neighborhood Search method was demonstrated on solving
problem of optimizating the work of ambulance service. As this problem is NP-hard, great
attention was given to heuristic methods. A dynamic model which allows for relocation of
ambulance vechiles between different base locations during different day intervals was
used. Purpose of dynamic model is to allow for ambulance to respond on location where
incidents are expected, when they are expected. For the first time, Variable Neighborhood
Search method was used on this problem, and solutions for large instances were obtained
for the first time. For instances of smaller dimensions, currently best known Linear
Programming algorithm was implemented in CPLEX solver and results were compared with
solution presented in this paper. Novel method was giving optimal solutions for all small test
instances.
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1. UVOD

Poslednjih decenija, kao posledica naglog tehnoloskog napretka, sve veci broj problema se
uspesno resava uz pomo¢ racunara. Medutim, i dalje postoje teski problemi koji se ne mogu
u potpunosti resiti grubom upotrebom procesorske moci.

Problemi pokrivanja su problemi u kojima se odgovara na pitanje da li izvesna kombinatorna
struktura ,pokriva“ drugu strukturu, odnosno da li podprostor odreden jednim skupom
tacaka u nekom prostoru sadrzi sve tacke iz drugog skupa. U kontekstu optimizacionih
problema, trazi se da se odredi optimalna kombinacija ta¢aka, tako da sve ostale tacke
pripadaju prostoru koje te tacke pokrivaju. Najistaknutiji teorijski primeri su minimalni
pokrivajuéi podskup, problem pokrivajucih ¢vorova kao i problem pokrivajucih ivica [27]. U
praksi, primena se nalazi u odredivanju centara mobilne telefonije, planiranje lokacija
supermarketa, zdravstvenih ustanova, Skola, i tako dalje [17]. Mnogi od ovih problema su
NP-teski, pa su algoritmi koji nalaze optimalno resenje u praksi, zbog njihove neefikasnosti,
neprimenljivi. Zbog toga se pribegava heuristickim metodama.

U radu ¢e biti razmatran problem optimizacije Sistema sluzbe hitne pomaodi. Cilj problema je
da se odredi optimalan raspored vozila sluzbe hitne pomodi po zadatim baznim stanicama,
kao i prerasporedivanja vozila iz jedne bazne stanice u drugu tokom razli¢itih razmatranih
perioda, tako da se maksimizuje sposobnost sluzbe da reaguje na ocekivane hitne slucajeve
sa Sto manjim troskovima. Bic¢e koris¢en viseperiodni probabilisticki model pokrivanja koji je
predloZen u radu [58]. Problem ée biti reSavan metodom promenljivih okolina [25].

Rad je organizovan na sledeci nacin. U glavi 2 se uvode NP-kompletni problemi i specijalno,
problemi kombinatorne optimizacije i neke metode za njihovo efikasno resavanje, pre svega
egzaktne metode i primeri njihove primene, kao i heuristicke metode. U glavi 3 se govori o
klasi heuristickih metoda, metaheuristickim metodama, i nekim njihovim primerima. U glavi
4 se definiSe metoda promenljivih okolina, specificna metaheuristicka metoda, dok se u glavi
5 formalno definiSe problem. U glavi 6 opisuje se nacin na koji se metoda promenljivih
okolina primenjuje na reSavanje problema. Kona¢no, u glavama 7 i 8 su izneti
eksperimentalni rezultati i njihova analiza, doprinos ovog rada i pravci za dalje istraZivanje.



2. PROBLEMI KOMBINATORNE OPTIMIZACIE

Kombinatorna optimizacija spada u polje matematicke optimizacije koje je povezano sa
operacionim istrazivanjima, teorijom algoritama i racunske kompleksnosti. Cilj kombinatorne
optimizacije je da pronade optimalan objekat, ili kombinacija objekata iz nekog konacnog ili
prebrojivo beskonacnog skupa [52].

Veliki broj realnih problema se mogu formulisati kao problemi kombinatorne optimizacije.
VaZna oblast primene je upravljanje resursima u cilju poveéanja produktivnosti. Drugi primeri
su problemi upravljanja proizvodnjom, rasporedivanja poslova i masina, optimalnog
transporta, optimalnog dizajna i sl. U poslednje vreme sve ¢esce su i primene u molekularnoj
biologiji, fizici i kristalografiji [9]. U matematici se pomoéu kombinatorne optimizacije mogu
reSavati problemi u kombinatorici, teoriji grafova i logici [9].

Jedan nacin da se definiSe problem kombinatorne optimizacije je slededi:

Definicija 1. Neka je dat diskretan skup S. Neka je funkcija f : S — R Nacdi minimum
funkcije f na skupu S.

Skup S se naziva dopustivi skup, a funkcija f funkcija cilia. Za tacku x € S se kaze da je
dopustivo reSenje problema. Definicija 1 podrazumeva da je potrebno nadi jedno ili sva
dopustiva resenja x* takva da je f(x*) = min,cs f (x). Takva redenja se nazivaju optimalna
reSenja.

Kako je min,eg f(x) = —maxxes(—f(x)), problem minimizacije je ekvivalentan problemu
maksimizacije, te je dovoljno analizirati samo jedan od ova dva problema. Skup S je
diskretan, i kao takav moze biti konacan ili prebrojiv. Ukoliko je skup S konacan, problem
kombinatorne optimizacije se jo$ naziva i problem odredivanja ekstremne vrednosti funkcije
na kona¢nom dopustivom skupu.

Primer 1. Dat je skup od n gradova koje trgovacki putnik treba da poseti po jedanput
takvim redosledom da troSkovi puta budu minimalni. Ovaj problem se naziva problemom
trgovackog putnika [37]. Dopustivi skup reSenja S je ovde skup svih n! permutacija skupa
{1,2,...,n}. Vrednost funkcije cilja f(x) za neku permutaciju x = ji,j, ... ,jn se racuna kao
zbir troSkova putovanja izmedu svaka dva uzastopna grada.

Jasno je da se za primer problema trgovackog putnika moZe pretraziti svih n! resenja.
Potpuna pretraga se moze izvrsiti i za bilo koji drugi problem gde je skup S konacan.
Medutim, ocigledno je da ako skup S ima mnogo elemenata ili je prebrojiv, potpuna pretraga
bi zahtevala neprakticno mnogo vremena. Na primer, ako bi elementi skupa S bili nizovi od
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100 binarnih promenljivih, potpuna pretraga bi zahtevala pretragu reSenja. Ako

pretpostavimo da procena vrednosti jednog reenja zahteva 1071 sekundi, potpuna



pretraga bi trajala preko 3 x 102 godina. Osnovni cilj kombinatorne optimizacije je
konstrukcija efikasnih algoritama za pronalazenje reSenja. Ukoliko je moguée, korisno je
konstruisati algoritam za pronalazenje egzaktnog reSenja. Ukoliko takav algoritam ne postoji,
pristupa se pribliznom reSavanju pomoc¢u odgovarajucih heuristickih metoda [9].

Postoje razliCiti tipovi problema kombinatorne optimizacije u zavisnosti od tipa ogranicenja i
funkcije cilja. Linearno programiranje je problem koji pripada oblasti matematicke
optimizacije, u kome je cilj pronaci najbolju (minimalnu ili maksimalnu) vrednost unutar
matematickog modela koji se moZe predstaviti linearnim relacijama. On pripada oblasti
kombinatorne optimizacije ukoliko je model ograni¢en na celobrojne vrednosti.

Primer 2. Problem linearnog celobrojnog programiranja se definiSe na sledeéi nacin:

min c7x, S={xeZ"|Ax <b}
XES

u kome je A celobrojna matrica dimenzija m X n, a ¢ i b celobrojni vektori odgovarajucih
dimenzija. Ovakav zapis se naziva simetricni oblik. Postoje joS i opSti i standardni oblik, o
¢emu ce vise reci biti u poglavlju 2.2.

Primer 3. Problem linearnog programiranja se definiSe na sledeéi nacin:

r)peiglch, S={x € R*| Ax < b}
Razlika izmedu prethodna dva primera je da je pri linearnom programiranju relaksiran uslov
celobrojnosti. Elementi matrice A i vektora ¢ i b mogu imati realne vrednosti. Problem
celobrojnog linearnog programiranja se Cesto reSava uzastopnim relaksacijama uslova
celobrojnosti. Vazan specijalan slu¢aj celobrojnog linearnog programiranja je:

Primer 4. Problem 0-1 linearnog programiranja se definiSe na sledec¢i nacin:

min c7x, S={x€B"|Ax < b}
XES

gde je B ={0,1}. Matrica A i vektori c i b su celobrojni. Predstavimo konkretan primer
problema linearnog programiranja.

Primer 5. Neka na farmi povrsine L km? treba posaditi kombinaciju dve vrste useva,
koji daju profit od S; i S, po kvadratnom kilometru, i neka svaka od vrsta zahteva F;
kilograma dubriva i P; kilograma insekticida, odnosno F, kilograma dubriva i P, kilograma
insekticida po kvadratnom kilometru. Ukoliko je mogudée koristiti samo ogranicenu koli¢inu
dubriva F iinsekticida P, odrediti optimalne povrSine pod kojima treba posaditi dve vrste da
bi se maksimizovao profit.



Ovaj problem pripada problemu linearnog programiranja, i moze se predstaviti formulama:

Maksimizovati: S1%1 + Syx5, maksimizovati profit

Pri ograni¢enjima: x1+x, <L ograniciti na dozvoljenu povrsinu
Fixy+ Fox, < F ogranic¢enje dubriva
Pixy + Pyxy, < P ogranicenje insekticida
x,20,x,=20 nije moguce zasaditi negativnu povrsinu

Osim problema linearnog programiranja, poseban tip problema kombinatorne optimizacije
predstavljaju optimizacioni problemi na grafovima.

Primer 6. Za dati graf G = (V, E) pronaci put p koji prolazi kroz sve tacke grafa tacno
jednom. Ovo je problem pronalazenja Hamiltonovog puta [1]. MoZe se primetiti da je ovaj
problem slican problemu trgovackog putnika. Problem pronalazenja Hamiltonovog puta se
moze reSavati nad usmerenim ili neusmerenim grafom. Takode, mogude je traziti zatvoren ili
otvoren Hamiltonov put.

2.1 Slozenost algoritama

Neformalno, algoritam za reSavanje unapred fiksirane klase partikularnih slucajeva nekog
problema, je konacan spisak pravila pomocu kojih se, ako postupamo po njima, dolazi do
reSenja bilo kojeg partikularnog slucaja iz zadate klase, u kona¢no mnogo koraka [9].

Problemi cije resSenje pripada binarnom skupu, najéesée skupu {,da”, ,ne”}, se nazivaju
problemima odlucivanja. Ukoliko je poznat skup mogucih ulaznih podataka, problem
odlucivanja se naziva odredenim.

Moze se primetiti da nisu svi problemi problemi odlu¢ivanja. Medutim, razne vrste problema
se mogu svesti na probleme odlucivanja, i obrnuto. U primeru 1 je naveden problem
trgovackog putnika kao optimizacioni problem: ,Odrediti najkraci put trgovackog putnika®.
Varijanta ovog problema u obliku problema odlucivanja glasi: ,Da li postoji put trgovackog
putnika ¢ija duzina nije veéa od zadatog broja D“. MoZe se primetiti da se koristedi algoritam
za reSavanje jednog problema moze resiti i drugi problem. Jasno je da ako je poznat odgovor
na pitanje , Koja je najmanja duZina puta?” moze se odgovoriti i na svako pitanje oblika ,,Da li
postoji put duzine D?”. Sliéno, ako se moZe ustanoviti da li postoji put duZine D, reSavanjem
datog problema za viSe razliCitih vrednosti D moZze se ustanoviti i minimalna duZinu puta.

Ako se, jednostavnosti radi, pretpostavi da su ulazni podaci problema kodirani na neki
pogodan nacin koristeéi konaéan broj simbola iz nekog konaénog skupa, analiza sloZenosti
algoritma se zasniva na analizi vremena izvrsavanja algoritma, relativno u odnosu na veli¢inu
ulaznih podataka. U teorijskom razmatranju, uzima se da za svaki algoritam postoje
elementarni koraci koji se mogu obaviti za fiksno vreme, bez obzira na ulazne podatke i



trenutno stanje masine koja izvrSava algoritam. Ovime se obezbeduje da vreme rada
algoritma bude srazmerno broju elementarnih koraka obavljenih tokom izvrSavanja
algoritma.

Neka se veli¢ina ulaza moZe opisati preko niza brojeva {n, n,,...,n.}, i neka funkcija
f(ny, n,, ...,ny) izrazava vreme rada algoritma. Data funkcija je jednaka najvec¢em broju
koraka potrebnim za izvrSavanje algoritma za sve ulazne podatke date veli¢ine. Radi
jednostavnosti, u daljem tekstu ée se veli¢ina ulaznih podataka opisivati kroz samo jedan
broj n. Na primer, ako su ulazni podaci kodirani u obliku matrice dimenzija m X n, u
zavisnosti od problema mozZe postojati potreba posmatrati dimenzije m i n odvojeno.

Definicija 2. Neka su funkcije f(n) i g(n) dve pozitivne funkcije definisane na skupu
prirodnih brojeva. Ako postoji pozitivha konstanta ¢ takva da je f(n) < cg(n) za svaki
prirodan broj n, tada se kaze f(n) = O(g(n)) kadn - oo,

Za polinom p,(n) stepena k vaZi relacija py(n) = 0(n*) kad n — . Za dati algoritam se
kaZe da je polinomski ukoliko je f(n) = 0(n*) kad n — o, gde je f(n) funkcija koja daje
vreme rada algoritma za najnepovoljniji ulazni problem duzine n [8].

Ako se problem i njegovo algoritamsko resavanje razmatra izvan nekog formalnog sistemaili
jezika, onda se prethodno moraju odrediti definicija dimenzija problema i definicija
elementarnog koraka u algoritmu. Pokazuje se da, sve dok su ove definicije smislene, izvesna
proizvoljnost u njihovom izboru ne utie znacajno na zakljucke razmatranja. Problem i
njegovo algoritamsko reSavanje se mogu razmatrati kao deo nekog formalnog sistema, na
primer Tjuringove masine [27]. Za Tjuringovu masinu vazi da je dimenzija problema broj
simbola u nizu ulaznih simbola kojim je kodiran ulazni podatak, a elementarni korak
algoritma je korak Tjuringove masine.

Definicija 3. Problem odlucivanja pripada klasi P polinomskih problema, ako postoji
algoritam A za reSavanje tog problema i polinom p(n) tako da algoritam A zavrSava rad za ne
vise od p(n) koraka za svaki od partikularnih slu¢ajeva problema dimenzije n. Kaze se takode
da algoritam A ima polinomsku kompleksnost, da se izvrSava u polinomskom vremenu i da
ima osobinu polinomstva [27].

Ako je ulaz za neki problem neki ceo broj n, ili niz celih brojeva, tada se taj broj moZe kodirati
u logn simbola.

Definicija 4. Algoritam je slabe polinomske sloZenosti, ako je vreme izvrSavanja
polinomski zavisno u odnosu na n. Ukoliko je vreme izvrSavanja ograni¢eno polinomom u
odnosu na logn, tada se kaze da je algoritam jake polinomske sloZenosti.

Polinomski algoritmi se smatraju dobrim algoritmima, a problemi koji se mogu resiti
polinomskim algoritmima /laki problemi. Algoritmi ¢ije je vreme rada ograni¢eno funkcijom
oblika c¢™, (¢ > 1), se nazivaju eksponencijalnim algoritmima. Eksponencijalni algoritmi se
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smatraju logim, a problemi za &ije re$avanje nije poznat polinomski algoritam teskim. Cak i
najbrzim racunarima je potrebno neprakticno mnogo vremena za njihovo izvrSavanje vec za
male vrednosti n.

Postoje problemi za koje je dokazano da svi algoritmi za njihovo reSavanje imaju
eksponencijalnu sloZzenost. Medutim, postoje i problemi za koje je poznat eksponencijalni
algoritam ali se ne zna da li postoji i polinomski algoritam. Jedna takva klasa problema su
nedeterministicki polinomski problemi. Problemi koji su prethodno razmatrani se nazivaju
deterministickim problemima.

Neformalno, nedeterministicki algoritam se definiSe kao algoritam koji sadrzi korake u
kojima dolazi do grananja rada algoritma na dva (ili viSe) nezavisna dela koji se (kao deo
algoritma) obavljaju istovremeno. Broj ovakvih grananja nije fiksan, tj. raste sa veli¢inom
ulaza. Rad nedeterministickog algoritma najpogodnije se predstavlja grafom oblika stabla.
Pocetak rada algoritma je predstavljen korenom stabla. ReSenje problema odlucivanja,
izrazeno jednim ,,da” moze da se dobije u viSe grana algoritma i u razli¢itim vremenima (tj.
posle razli¢itog broja elementarnih koraka algoritma), ali reSenje ne mora da se dobije u
svakoj grani. Broj elementarnih koraka potrebnih za dobijanje resenja odreduje se zbirom
brojeva elementarnih koraka koji realizuju grane algoritma duz najkraéeg puta u korenskom
stablu od korena do mesta resenja.

KaZze se da nedeterministicki algoritam reSava zadati problem u polinomskom vremenu ako
je za svaki ulazni problem odludivanja sa pozitivnim reSenjem broj elementarnih koraka od
pocCetka rada algoritma do najblizeg mesta gde se dobija odgovor ,da” ogranicen
polinomskom funkcijom promenljive n. Ovakav algoritam se naziva nedeterministicki
polinomski algoritam [27].

Definicija 5. Klasa problema odlucivanja koji se mogu resiti u polinomskom vremenu
pomocu nedeterministickog algoritma oznacava se sa NP. Problem koji pripada klasi NP
naziva se NP-problem.

Oznaka NP proizilazi iz ,nedeterministicki polinomski”. NP-problemi se mogu prepoznati i na
sledeci nacin. Za ove probleme je karakteristicno da se potvrdan odgovor moze verifikovati u
polinomskom vremenu. Na primer, ako se posmatra problem trgovackog putnika u obliku
problema odlucivanja — ,Da li postoji put duZine manje ili jednake D”, ako se zna da postoji
put kraéi od datog broja D, u linearnom vremenu se moze izraCunati njegova duZina i
uporediti se sa brojem D.

Ako postoji nedeterministi¢ki polinomski algoritam za reSavanje nekog problema, onda
sigurno postoji deterministicki eksponencijalni algoritam [27]. Deterministicki polinomski
algoritam je specijalan sluc¢aj nedeterministi¢kog polinomskog algoritma, a klasa problema P
je podklasa klase problema NP. Problemi koji pripadaju klasi NP a ne pripadaju klasi P se
odlikuju time $to su poznati algoritmi za njihovo resavanje eksponencijalne kompleksnosti,
pri éemu nije poznato da li postoji algoritam polinomske kompleksnosti.
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Moze se joS primetiti da postoje algoritmi koji ne pripadaju ni jednoj od klasa NP i P. Na
primer, problem za koji se moZe konstruisati eksponencijalni algoritam, za koje se moze
dokazeti da polinomski algoritam ne postoji, ali istovremeno je potreban eksponencijalan
algoritam za verifikaciju reSenja.

Neka su A i B problemi odlucivanja. Neka se za problem A moZe konstruisati polinomski
algoritam u kome se kao jedan od koraka pojavljuje algoritam za reSavanje problema B. Tada
se kaze da se problem A svodi u polinimskom vremenu na problem B. Ako u ovoj situaciji za
problem B postoji polinomski algoritam, onda se ocigledno i za problem A moze konstruisati
polinomski algoritam.

Problem A se polinomski transformise u problem B ako se za svaki specijalan slucaj X
problema A moZe u polinomskom vremenu pronacdi specijalan sluc¢aj Y problema B tako da je
za slucaj X odgovor potvrdan ako i samo ako je i za slu¢aj Y odgovor potvrdan.

Definicija 6. NP-problem je NP-kompletan ako za svodenje bilo kojeg NP-problema na
posmatran problem postoji polinomski algoritam, tj. ako se bilo koji NP-problem polinomski
transformiSe u posmatrani problem.

Postojanje NP-kompletnih problema je dokazano. Neki primeri su ve¢ pominjani problemi
trgovackog putnika, problem klika, problem linearnog celobrojnog programiranja, kao i SAT
problem, itd. [27]. Bitno je naglasiti da ako se za bilo koji NP-kompletan problem pronade
polinomski algoritam, time se dokazuje postojanje polinomskog algoritma za svaki NP-
kompletan problem. Konstruktivni dokaz prethodne tvrdnje bi imao nemerljive prakti¢ne
posledice. Medutim, mnogi empirijski i teorijski razlozi navode na hipotezu da vazi P # NP
[7, 27].

Dokazivanje da je neki problem odlucivanja NP-kompletan obi¢no se izvodi tako Sto se prvo
dokaZe da posmatrani problem pripada klasi NP, a zatim da sadrZi kao specijalan slucaj neki
poznati NP-kompletan problem [27]. Nijedan poznati algoritmi za reSavanje NP-problema
nema polinomsku kompleksnost [9, 27]. Problem koji nije problem odluéivanja a cije
reSavanje nije jednostavnije od reSavanja nekog NP-kompletnog problema se naziva NP-
teZak problem. Na primer, optimizaciona varijanta problema trgovackog putnika je NP-teska.

Eksponencijalni algoritmi se ne mogu primeniti na problem ¢ak i vrlo skromnih dimenzija
zbog toga Sto je za njihovo izvrSavanje potrebno nepraktiéno mnogo vremena. U oblasti
kombinatorne optimizacije nailazi se na probleme ¢ije reSavanje uz pomoé egzaktnih
algoritama (algoritama za tacno resavanje problema) nije adekvatno zbog velikog utroska
racunarskog vremena. Zbog toga se odustaje od egzaktnih algoritama i pribegava
heuristikama [50]. Heuristike ne garantuju nalaZenje reSenja problema, ali dobre heuristike
reSavaju problem u velikom broju slu¢ajeva. Kod optimizacionih problema algoritam nalazi
optimalno reSenje, a heuristike daju suboptimalna reSenja. Dobre heuristike daju
suboptimalna resSenja koja su bliska optimalnom resSenju. Heuristike se ponekad nazivaju
heuristickim algoritmima ili pribliznim algoritmima.
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Definicija 7. Kompletan graf G = (V, E) je graf u kome su svaka dva ¢vora povezana
ivicom. Graf G' = (V',E") je podgraf grafa G, ako svi ¢vorovi i sve ivice grafa G’ formiraju
podskupove ¢vorova i ivica grafa G. Klika u grafu G je kompletan podgraf grafa G.

Kompletni podgrafi se prvi put pominju u [16], kao deo teorijske reformulacije Ramzijeve
teorije. Termin ,klika“ se prvi put pojavljuje u [41].

Primer 7. Za dati graf G = (V,E) naéi maksimalnu kliku. Ovo je primer opste
poznatog i proucavanog grafovskog NP-kompletnog problema. Trenutno najbolji

aproksimativni algoritam sa zagarantovanom precizno$éu pronalazi kliku sa brojem ¢vorova

(loglogn)?

login ) u odnosu na maksimum. Stepen aproksimacije ovog

unutar faktora O(n

algoritma je slab, ali dosad najbolji poznat, i ovo predstavlja primer problema za cije se
reSavanje koriste heuristicke metode bez zagarantovane preciznosti.

Definicija 8. Bojenje grafa G = (V,E) skupom X = {x;,x,,...,x;} predstavlja
pridruzivanje elemenata skupa X svakom ¢voru iz skupa V. Pridruzivanje je propisno ako i
samo ako su za svaka dva ¢vora iz skupa V, za koje postoji ivica iz skupa E, njima odgovarajuci
pridruzeni elementi x; i x; razliCiti.

Po dogovoru, elementi skupa X se nazivaju bojama, odakle i potice naziv ,bojenje grafa”.

Definicija 9. Propisno bojenje koje koristi najviSe k boja se naziva k-bojenjem.
Najmanji broj k’ za koje postoji k’-bojenje se naziva hromatskim brojem grafa.

Vise o bojenju grafova i osobinama hromatskog broja se moze naci u [2].
Primer 8. Za dati graf G = (V, E) pronadi njegov hromatski broj.

Varijanta ovog primera koji spada u problem odlucivanja, utvrditi da li dati graf ima
hromatski broj manji ili jednak k je NP-kompletan problem za svako k vece od 2. Vise detalja
o problemima odlucivanja i NP-kompletnosti se moZe naci u narednoj glavi.

Jedna primena problema bojenja grafa je problem zakazivanja. Neka postoji izvestan broj
zadataka koji moraju biti obavljeni, i neka neki od tih zadataka ne mogu biti obavljeni u isto
vreme. Na primer, zadaci mogu zahtevati isti resurs. Hromatski broj grafa ciji svi ¢vorovi
odgovaraju zadacima, a sve ivice odgovaraju konfliktima izmedu zadataka odgovara
minimalnom vremenu potrebnom da se ti zadaci obave.
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2.2 Linearno programiranje

Linearno programiranje je skup metoda za reSavanje optimizacionih problema unutar
matemati¢kog modela ¢iji su uslovi reprezentovani linearnim relacijama. Linearno celobrojno
programiranje u kome su sve promenljive celi brojevi je NP-tezak problem [54]. Celobrojna
varijanta ovog problema se moze resiti takozvanim relaksacijama, ¢ime se problem svodi na
problem linearnog programiranja.

Definicija 10. Neka je A = [aij]mxn data realna matrica sa vrstama Vj, ..., V;, i neka

sub € R™ic € R™ dati vektori. Opsti oblik problema linearnog programiranja je:
min cTx,

V-TX = bl’ l E Il;

VIix=b;, i€,
Vix < b, i €13,
x>0, JjEJ,

gde je LULUIL;={1,...m}, [ nL =0, [nl;=0, ,b,nl;=0i]€{l,..,n}. Ovaj
zapis podrazumeva da se traZi minimalna vrednost linearne funkcije cilia f(x) = c¢Tx uz
uslov da njeni argumenti zadovoljavaju ogranicenja definisana navedenim linearnim
jednacinama i nejednacinama.

Ukoliko je I; ={1,..,m}, ] ={1,...,n}, opsti oblik se moZe svesti na standardni oblik

problema linearnog programiranja:

min cTx,

dok se usluéaju I, = {1, ..., m},J = {1, ..., n} dobija simetri¢ni oblik:
min cTx,
Ax = b,
x =0,

Lako je videti da se problem linearnog programiranja zadat u opStem obliku uvek moze
transformisati u standardni i simetricni oblik. Da bi se doSlo do standardnog oblika, potrebno
je eliminisati ogranicenja tipa nejednacina, Sto se Cini pomodéu takozvanih izravnavajuéih
promenljivih s;,i € I, U I3. Naime, nejednacine V'x > b;,i € I, se zamenjuju jednaginama

VIx —s;=b;,i €I,, uz uslov s; = 0,i € I,, dok se nejednatine V;"x < b;,i € I3 zamenjuju
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jednacinama V'x +s; =b;, i €I; uz uslov s; =>0,i €I;. Najzad, svaka promenljiva
xj, j € {1,...,n}\J, se moZe zameniti u funkciji cilja i svim ograni¢enjima sa xj+ —xj, pri
¢emu je xj+ =20, x;7 20, i na taj nacin doci do problema kod koga je na sve promenljive

nametnut uslov nenegativnosti.

Da bi se problem iz opSteg oblika sveo na simetri¢ni oblik potrebno je eliminisati ogranicenja
tipa jednadina. Jasno je da se jednatine VTx > b;,i € I; mogu ekvivalentno zameniti
nejednacinama Vx > b;, (—Vi)Tx > —b;, i €1,. Takode se svako ograni¢enje oblika
VI x < b; moze pomno#iti sa —1, 3to daje ekvivalentno ogranitenje (—V;)Tx = —b;. Ako se
najzad promenljive x;, j € {1, ...,n}\J na isti naCin kao ranije zamene sa po dve nenegativne
promenljive, dobija se problem simetri¢nog oblika.

Uzimajudéi u obzir prethodno navedene transformacije, lako se vidi da se ne gubi na opStosti
bez obzira da li se posmatra opsti, standardni ili simetricni oblik problema linearnog
programiranja.

Do sada poznati algoritmi za reSavanje problema linearnog programiranja su slabe
polinomske vremenske kompleksnosti. Da |i postoji jako polinomski algoritam za resavanje
problema linearnog programiranja je otvoren problem. U slucaju problema linearnog
programiranja, od interesa je posmatrati veli¢inu ulaza kao broj simbola kojim je ulaz
kodiran. Dodatno, moZe se dokazati da je problem linearnog celobrojnog programiranja
ekvivalentan problemu 0-1 linearnog programiranja, pri ¢emu je pri svodenju veliCina
celobrojnih promenljivih eksponencijalno (nepolinomski) ograni¢ena broju 0-1 promenljivih.
Dalje, 0-1 linearno programiranje je NP-kompletan problem [30]. Stoga se slabo polinomski
algoritmi, a time i metode za reSavanje problema linearnog programiranja, i dalje smatraju
eksponencijalnim algoritmima. Vise o algoritmima za reSavanje linearnog programiranje se
mozZe naci u [10].

U praksi se Cesto koriste razliCiti komercijalni programi za reSavanje problema linearnog
programiranja. U akademskim krugovima, vrlo je ¢esta upotreba CPLEX reSavaca. IBM ILOG
CPLEX studio za optimizacije [57] je softver za reSavanje razli¢itih optimizacionih problema. U
dosadasnjoj literaturi se za reSavanje problema rasporedivanja i prerasporedivanja vozila
hitne pomodi koristi linearno programiranje. U ovom radu je koris¢en CPLEX 12.1 reSavac da
bi smo dobili optimalno reSenje ili donju granicu optimalnog resenja i dobijeni rezultati su
uporedeni sa najboljim rezultatima predloZzene metaheuristicke metode.
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3. METAHEURISTICKE METODE

Kao Sto je pokazano u prethodnoj glavi, velik broj standardnih problema kombinatorne
optimizacije je NP-tezak ¢ime je njihovo resavanje egzaktnim metodama neprakti¢no sporo.
Sa druge strane, problemi kombinatorne optimizacije koji poti¢u iz prakse su obi¢no i slabo
strukturirani i nelinearni, Sto ih sve cini veoma komplikovanim i za modeliranje i za
reSavanje. Zato je do sada razvijen niz specijalizovanih heuristickih metoda koje su
prilagodene karakteristikama i strukturama konkretnih problema.

Medutim, poslednjih decenija se naglo razvijaju opsti heuristicki pristupi reSavanju problema
kombinatorne optimizacije [9]. Veliki uspeh ovakvih opstih heuristika u praksi je doveo do
ubrzanog usavrSavanja njihovih osnovnih koncepata, kao i do daljih teorijskih istrazivanja
koja treba da objasne njihovu efikasnost. Ove heuristike predstavljaju heuristicke
metodologije koje polaze od najopstijeg oblika problema kombinatorne optimizacije

min f (x)

gde dopustivi skup, tj. prostor dopustivih reSenja X ima prebrojivo mnogo elemenata, a
funkcija cilja f(x) moZe biti bilo kakva funkcija oblika f: X — R. Ovakve metodologije daju
opsta uputstva kako treba resiti problem, pri ¢emu njihova konkretna interpretacija zavisi od
specificnosti oblika i strukture problema, i nazivaju se metaheuristicke metode.

3.1 Populacione metode

Populacione metode (Population-Based Methods) su stohasticke metaheuristicke tehnike
koje su do sada uspesno primenjene na brojne realne probleme. Populacione metode
iterativno primenjuju stohasticke operatore na grupu jedinki (populaciju). Stohasticki
operatori sadrZe izvesnu slucajnost kao deo svoje logike. Svaka jedinka u populaciji je
kodirana verzija kandidata reSenja. ReSenja se naj¢esce kodiraju kao niz bitova, odnosno niz
celih ili realnih brojeva, tako da skup svih reSenja predstavlja hiperkocku, odnosno
viSedimenzionalni prostor. Funkcija vrednosti resenja dodeljuje neku vrednost svakom od
reSenja. Ta vrednost reflektuje potencijal (prilagodenost) jedinke da bude konacno resenje
problema. U opstem slucaju funkcija vrednosti reSenja ne mora da bude ekvivalentna funkciji
¢iji se optimum trazi. Probabilisticka primena nekog od operatora nad svakom jedinkom u
populaciji postepeno dovodi populaciju do reSenja veceg kvaliteta.

Kod populacionih metoda koje spadaju u klasu iterativnih metoda se u svakom koraku
trenutno resenje, odnosno skup reSenja problema postepeno menja. Osnovna prednost
populacionih metoda je da ako u okolini nekog kandidata ne postoji reSenje bolje od
trenutno najboljeg, takvo resenje mozZe postojati u okolini druge jedinke. Sa druge strane,
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izvrSavanje svakog od iterativnih koraka zahteva vreme srazmerno veli¢ini populacije.
Algoritmom 1 se opisuje uopsteni algoritam populacionih metoda.

Algoritam 1. Algoritam populacionih metoda

Inicijalizacija
Definisati prostor kodiranih redenja X i funkciju vrednosti reenja f(x)
Izabrati pocetnu populaciju P; = {x1,x3,..,x}} € X
fr=min{f(x}), i=1,..,N}, x* = argf*
n=1
Iterativni korak
Odrediti vrednost f(x]*) za svaku tacku x[*, i = 1, ..., N iz trenutne populacije P,
Generisati P,,; = {xI'*1, ..., x®*1} C X delovanjem operatora algoritma na elemente
populacije P,
finin = min{f(x™*1), i =1,...,N}
AKO finin < f*,tada f* = fiuin i x" = argfmin
n=n+1
Kraj
Ako je ispunjen kriterijum zaustavljanja, uzeti x* za aproksimaciju opsteg resenja i
staje se za izvrSavanjem

Kriterijum zaustavljanja moZe uzeti razlicite forme, npr. kada ukupno vreme izvrSavanja
algoritma prede unapred zadatu granicu, ili ako se u unapred zadatom broju koraka nije
napredovalo u trenutno najboljem reSenju. UopSteni algoritam odgovara vedini
metaheuristickih metoda optimizacije, ali izvesne razlike mogu da postoje. Navedimo
nekoliko primera popularnih metaheuristickih metoda i njihove osnovne karakteristike.

3.1.1. Genetski algoritmi

Prve ideje o genetskim algoritmima (Genetic Algorithms) su izloZzene 1975. u radu Holanda
[26], i javile su se u okviru teorije adaptivnih sistema. lako genetski algoritmi nisu originalno
predvideni za reSavanje optimizacionih problema, pokazano je da se oni mogu koristiti za
optimizaciju nelinearnih funkcija, a u skorije vreme i kao opsta heuristicka metoda [24].
Algoritam odgovara uopsStenom algoritmu populacionih metoda, pri éemu operatori imitiraju
neke genetske procese u bioloskim sistemima — operatori selekcije, ukrstanja i mutacije, dok
se za kriterijum zaustavljanja mogu uzeti razli¢iti uslovi.

Operator selekcije se sastoji u odabiru reSenja koje ¢e ucestvovati u kreiranju nove
populacije reSenja. Operator ukrstanja se sastoji u postupku u kome se stohastickim
procesom kombinuju delovi kodova dva slucajno odabrana resenja iz populacije i tako
dobijaju nova reSenja. Detalji operatora se prilagodavaju razmatranim problemima,
uzimajuci u obzir reprezentaciju jedinku, dopustivost reSenja i karakteristike problema.
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Operator mutacije u opsStem slucaju vrsi, kao i odgovarajuéi genetski process, promenu
sadrZaja koda nekog reSenja iz X slu¢ajnom zamenom pojedinih simbola ovog koda sa nekim
drugim simbolima. Algoritam 2 predstavlja uopsteni genetski algoritam.

Algoritam 2. Genetski algoritam

Inicijalizacija
Definisati prostor kodiranih redenja X i funkciju vrednosti reenja f(x)
Izabrati po¢etnu populaciju P; = {x1,x,..,x}} € X
f*=min{f(x}), i=1,..,N}, x* = argf*
n=1
Iterativni korak
Odrediti P, € P,, podskup re$enja iz trenutne populacije sa najve¢om vredno$cu
funkcije reSenja
Generisati Pp,; = {x'*1,...,x}"1} € X delovanjem operatora selekcije, ukritanja i
mutacije na elemente skupa P,
finin = min{f(x™1), i =1,...,N}
AKO finin < f*,tada f* = fiuin i x" = argfmin
n=n+1
Kraj
Ako je ispunjen kriterijum zaustavljanja, uzeti x* za aproksimaciju opsteg resenja i
staje se za izvrSavanjem

Genetske algoritme je jednostavno implementirati, ali njihovo ponasanje je teSko razumeti.
Specificno, tesko je razumeti zasto ovi algoritmi Cesto uspevaju u generisanju resenja visoke
finoce, tj. vrlo bliska optimalnom reSenju. Neka od ogranicenja genetskih algoritama su
nemogucnost operisanja na dinamicki promenljivim podacima, loSe skaliranje pri velikom
broju dopustivih reSenja, i nemogucénost rada sa problemima gde funkcija evaluacije uzima

”n

mali broj razli¢itih vrednosti, posebno ako su jedine vrednosti ,da” i ,,ne”.

Genetski algoritmi su uspesno primenjeni na problem ranca [23], rasporedivanje poslova po
masinama, raspored ¢asova i druge probleme, o ¢emu se vise moZe naci u radu [24].

3.1.2. Optimizacija rojem Cestica

Algoritam optimizacije rojem cestica (Particle Swarm Optimization) je prvi put objavljen u
[32, 53]. Originalno je bila namenjen simulaciji socijalnog ponasanja [31]. Algoritam radi nad
populacijom (rojem) potencijalnih reSenja (estica). Nova populacija reSenja se odreduje
tako Sto se svaka Cestica iz prethodne populacije ,, pomeri”. Kretanje ¢estica je odredeno kao

x;.n+1

= x;' + v}, gde je v} brzina kretanja Cestice i u koraku n. Brzina cestice se menja
tokom optimizacije prema formuli v = wv® + P (P! — x*) + @(s™ —x"), gde su

w, Y i @ parametri optimizacije, a p* i s™ do sada najbolja poznata resenja Cestice i i celog
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roja, respektivno. Pri raCunanju brzine Cestice za slededi korak, parametar ¢ koliko ¢e se
brzina cestice promeniti tako da se cestica krece ka najboljem reSenju cestice, dok
parametar ¢ koliko ¢e se brzina Cestice promeniti tako da se krece ka najboljem resenju
celog roja. Sa druge strane, parametar w oznacava koliko brzine ée Cestica zadrzati.

Odabir parametara moze imati velikog uticaja na performanse algoritma. Parametri mogu
biti odredeni dinamicki, koriste¢i takozvani koncept meta-optimizacije. Postoji nekoliko
objasnjenja rada algoritma. Najrasprostranjenije je da velika vrednost parametra ¢ oznacava
visok stepen ,lokalnosti” pretrage, tj. algoritam ima veliku verovatno¢u da zapadne u lokalni
optimum, ali ¢e se pretraga vrlo precizno pribliziti datom lokalnom optimumu, dok velika
vrednost parametra 1) oznacava visok stepen ,istraZivanja”, tj. verovatno¢a da ¢e algoritam
da zapadne u lokalni optimum ¢e biti mala, ali ¢e u okolini kona¢nog reSenja verovatno
postojati znacajno bolje resenje.

Teorijska i empirijska analiza optimizacije rojem Cestica se moze naci u [33]. Pregled uspesnih
primena algoritma, kao Sto su planiranje razvoja nalazista nafte i gasa, akusticno
poniStavanje eha i dizajn adaptivnih filtera se mogu naci u [47, 48].

3.1.3. Optimizacija mravljim kolonijama

Algoritam optimizacije mravljim kolonijama (Ant Colony Optimization) je konstruisan po
uzoru na ponasanje mrava i prvi put je predloZzen u [6, 13]. Prednost ovog algoritma u
odnosu na ostale je sposobnost da radi sa podacima koji se dinamicki menjaju tokom
vremena [12].

Mravi se krecu slucajnim putanjama, i po nalaZenju hrane se vradaju u koloniju ispustajudi
tragove feromona. Ako drugi mravi nadu takve tragove, onda verovatno nece nastaviti sa
sluajnim kretanjem, vec ¢e nastaviti da prate taj trag, i ako nadu hranu pojacavace trag
feromona u povratku. Medutim, tokom vremena trag feromona isparava, i tako se smanjuje
njegova atraktivnost mravima. Sto je mravu potrebno vise vremena da dosegne hranu i da se
vrati nazad, feromoni imaju vise vremena da ispare. Sa druge strane, mravi ¢e ¢esce prolaziti
kroz kratke puteve, i time ée gustina feromona biti vec¢a na kratkim nego na dugim putevima.
Dodatno, isparavanje feromona ima za prednost da omogucava algoritmu da zaobilazi
konvergenciju ka lokalnom optimumu. Ako isparavanja uopste ne bi bilo, prvi pronadeni put
bi imao izrazitu atraktivnost i velik broj mrava bi pratio prvi pronadeni put.

Iz prethodno navedenog sledi da ée mravi imati vecu verovatnoéu da prate kratak umesto
dugadak put, i princip pozitivhe sprege ée eventualno dovesti do toga da svi mravi prate
jedan put. Algoritam 3 je uopSteni algoritam optimizacije mravljim kolonijama.
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Algoritam 3. Algoritam optimizacije mravljim kolonijama

Inicijalizacija
Definisati prostor kodiranih redenja X i funkciju vrednosti reenja f(x)
Izabrati pocetnu populaciju P; = {x1,x3,...,x}} € X
fr=min{f(x}), i=1,..,N}, x* = argf*
Odrediti tragove feromona za svaku tacku xl-l, i =1, ..., N naosnovu funkcije f(x)

n=1
Iterativni korak
Generisati P,.q = {x]", ..., x8*1} € X. Svaka tatka x[**!, i = 1,..,N se odreduje

probabilisticki, na osnovu tacke x}* i tragova feromona u nekoj njenoj okolini
AZurirati tragove feromona. Generisati nove i smanjiti intezitet postojecih tragova
feromona (isparavanje)
finin = min{f(x™*1), i =1,...,N}
AKO finin < f*,tada f* = frim ix* = argfmm
n=n+1
Kraj
Ako je ispunjen kriterijum zaustavljanja, uzeti x* za aproksimaciju opsteg resenja i
staje se za izvrSavanjem

Optimizacija mravljim kolonijama je uspeSno primenjena na velik broj problema
kombinatorne optimizacije, na primer problem trgovackog putnika [14], problem ranca [18],
pronalazenje najkrac¢eg puta izmedu dve tacke u grafu [13] i druge.

3.1.4. Optimizacija rojem pcela

Algoritam optimizacije rojem pcela (Artificial Bee Colony) je inspirisan na¢inom na koje pcele
sakupljaju polen [43, 46]. Prvi put je predloZzen u [45]. Algoritam se sastoji u inicijalizaciji
tokom koje se potencijalna reSenja (pCele) sluajno odrede, i pet koraka pri svakoj od
iteracija: regrutacija, lokalna pretraga, suZavanje okoline, napustanje lokacije i globalna
pretraga.

Korak regrutacije se sastoji u tome da se sva reSenja sortiraju, i reSenja (pcele) koja su bolja
»regrutuju” druge jedinke u populaciji, koje se nazivaju sakuplja¢ima. Bolja reSenja regrutuju
viSe jedinki u populaciji. Detalji zavise od implementacije do implementacije. Regrutovane
jedinke pretrazuju okolinu za koju su regrutovane. Ukoliko je bolje resenje nadeno, jedinka
koja je pronasla novo najbolje reSenje postaje novi izvidac. Ukoliko bolje resenje nije
pronadeno, okolina koja se pretrazuje se suzava. Ukoliko se posle dovoljno vremena bolje
reSenje ne pronade u datoj okolini, lokacija se napusta. U svakom trenutku, jedinke izvidaci
vrie globalnu pretragu. Algoritam 4 je uopsteni algoritam optimizacije rojem pcela.

Neke uspesSne primene algoritma su strukturna optimizacija, klasifikacija snimaka
magnetnom rezonancom, procena pozicije lica, i druge [43, 44].
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Algoritam 4. Algoritam optimizacije rojem pcela

Inicijalizacija
Definisati prostor kodiranih redenja X i funkciju vrednosti reenja f(x)
Izabrati pocetnu populaciju P; = {x1,x3,...,x}} € X
fr=min{f(x}), i=1,..,N}, x* = argf*
n=1
Iterativni korak
Odrediti R, = {xﬁ,xl’z,,xl’}w} C X skup tacaka sa najveéim vrednostima funkcije
reSenja i za svaku tacku skupa definisati neku okolinu (oblast)
Za svaku prethodno definisanu oblast, odrediti jedinke koje ¢e vrsiti lokalnu pretragu
Izvrsiti lokalnu i globalnu pretragu. Jedinke koje su dodeljene oblastima definisanim
skupom R; vrie lokalnu pretragu, dok ostale jedinke vrie globalnu pretragu
finin = min{f(x™*1), i =1,...,N}
AKO finin < f*,tada f* = finin i x" = argfmin
n=n+1
Kraj
Ako je ispunjen kriterijum zaustavljanja, uzeti x* za aproksimaciju opsteg resenja i
staje se za izvrSavanjem

3.2 Metode zasnovane na lokalnom pretrazivanju

Metod lokalnog pretraZivanja (Local Search Method) se ¢esto primenjuje i u neprekidnoj i u
diskretnoj optimizaciji. Ovaj metod podrazumeva definisanje neke strukture okolina
(topologije) u prostoru dopustivih reSenja X na sledeci nacin: svakom x € X se pridruzuje
neki podskup N(x) € X, x € N(x), koji se naziva okolina od x, a njeni €lanovi su susedi od x.
U lokalnom pretraZivanju se polazi od proizvoljne tacke iz X kao od pocetnog reSenja, pa su u
svakoj iteraciji pretrazuje okolina trenutnog reSenja i u njoj nalazi, prema nekom
definisanom pravilu, sused koji predstavlja sledece resenje. Ako se takav sused moZe naci,
pretraZivanje staje i za aproksimaciju optimalnog resenja uzima se ono medu generisanim
reSenjima za koje je vrednost funkcije cilja f(x) najmanja. Opsti oblik metode koja se bazira
na principu lokalnog pretraZivanja se moze zapisati kao algoritam:

Algoritam 5. Algoritam metoda zasnovanih na lokalnom pretraZivanju

Inicijalizacija
Izabrati po€etno reSenje x; € X, x™ = xq, f* = f(x1)
Iterativni korak,n=1, 2, ...
U okolini N(x,) trenutnog reSenja x, naci sledece reSenje x,.4, prema nekom
kriterijumu izbora
AKoje f (Xpy1) < f7,tada x* = Xny1 i f* = f(Xps1)
Kraj
Ako kriterijum izbora nije zadovoljen ni za jednog suseda iz okoline N(x,) ili je
zadovoljen neki drugi kriterijum zaustavljanja, izvrSavanje se prekida
x* se uzima za aproksimaciju optimalnog resenja

21



Efikasnost jedne konkretne metode lokalnog pretrazivanja, tj. stepen njene Sanse da u
razumnom vremenu dobije reSenje dovoljno blisko nekom optimalnom resenju, zavisi pre
svega od strukture okolina koje se koriste, kao i od kriterijuma za izbor sledeceg resenja u
svakom koraku metode.

U kontekstu lokalnog pretrazivanja, okolina N(x) nekog dopustivog reSenja x se moze u
opstem slucaju definisati kao skup svih onih elemenata y iz X koji mogu biti dobijeni direktno
iz x primenom neke, unapred definisane, modifikacije nazvane pomak m(x,y) iz x u y. Na
primer, ako je X skup binarnih vektora, tada se okolina N(x) vektora x € X moZe odrediti kao
skup svih resenja iz X koja se dobijaju x promenom neke njegove koordinate od 0 na 1 ili
obrnuto. Drugim rec¢ima, N(x) je kugla polupre¢nika 1 u metrici indukovanoj Hamingovim
rastojanjem [27].

Da bi neka struktura okolina obezbedila efikasnost lokalnog pretrazivanja intuitivno je jasno
da, pri njenom definisanju, treba teziti da budu zadovoljeni slededéi opsti uslovi:

1. okolina svake tacke iz X treba da bude simetri¢na, tj. y € N(x) ako i samo ako x € N(x)

2. struktura okolina treba da zadovoljava uslov doseZivosti, tj. da se, polazeci od bilo koje
tacke prostora X mozZe nizom uzastopnih pomaka doci do bilo koje druge tacke ovog
prostora

3. pomak treda da omogudi Sto jednostavnije i brze generisanje susednih resenja, tj.
preporucljivo je da ova modifikacija bude polinomske sloZenosti

4. okolina ne treba da bude ni suvise velika ni suviSe mala, da bi se, s jedne strane, mogla
lakSe odgovarajuce pretraziti, a s druge strane da bi pruZila dovoljno mogucnosti da se
nade slededa tacka pretraZivanja

Kriterijumi izbora sledece tacke x,,, u lokalnom pretraZivanju mogu se definisati na razlicite
nacine. Tako se kod klasi¢nih metoda spustanja dozvoljavaju pomace samo u susede koji ne
pogorSavaju funkciju cilja, tj. x,,;1 se bira tako da f(x,41) < f(x,). Specijalno, kod dobro
poznate metode najstrmijeg spustanja [9] x,., treba da zadovoljava uslove f(x,4+1) <
fOx) i f(xpe1) < f(x) za svako x € N(x,). Madutim, glavni nedostatak pri primeni
metoda spustanja na problem nalaZenja globalnih minimuma je $to se €esto u procesu
pretraZivanja ne mogu izbeéi zamke lokalnih minimum. Naime, pretraZivanje se moze
»zaglaviti” u okolini nekog lokalnog minimuma, iz koga se ne mozZe izvuéi koriséenjem samo
»Silazeéih” pomaka. Pokusaji da se ovaj nedostatak prevazide tako $to ¢e se neka metoda
spustanja primeniti viSe puta na jedan isti problem, i to za razli¢ita slu¢ajno generisana
pocetana reSenja, u vedini slucajeva se nisu pokazali zadovoljavajuci.
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3.2.1. Simulirano kaljenje

Simulirano kaljenje (Simulated Annealing) je opSta heuristika koja kombinuje princip
deterministicke metode spustanja sa probabilistickim Monte Carlo principom. Naime, u
svakoj iteraciji ova heuristika generiSe ba slu¢ajan nacin nekog suseda iz okoline trenutne
tacke, prihvatajudi ga kao sledecu tacku pretrazivanja, ne samo u sluc¢aju poboljSanja, nego i
u slucaju pogorsanja funkcije cilja, ali sa izvesnom verotano¢om koja se kontrolisano menja
tokom iteracija. Na taj naCin se mogu izbedi zamke lokalnih minimuma i tako povecati
mogucnost dobijanja kvalitetnih resenja. Metod je nezavisno predlozen u [35] i [4].
Algoritam 6 predstavlja opsti oblik algoritma simuliranog kaljenja.

Algoritam 6. Algoritam simuliranog kaljenja

Inicijalizacija
Izabrati poCetno reSenje x; € X, x* = xq, f* = f(xq)
Iterativni korak, za n=1,2, ...
Naci na slucajan nacin x u okolini N (x,,) trenutnog resenja x,,
Ako f(x) < f(x,),tada xp 1 = x
Ako f(x) < f*,tadax* =xif* = f(x)
Ako f(x) > f(x,), izabrati slu¢ajan broj p uniforman na [0, 1]
Akop < p,, tadax,,1 =x
Akop > p,, tada x,,11 = x,
Kraj
Ako je zadovoljen kriterijumj zaustavljanja, izvrSavanje se prekida, a x* se uzima za
aproksimaciju optimalnog resenja

Vrednost p,, predstavlja verovatnocu prihvatanja pogorsanja funkcije cilja u iteraciji n. U
osnovnoj verziji ova verovatnocda je jednaka, analogno procesu kaljenja:

fOeng1)—f(xn)
Dp =€ tn

gde je t,, vrednost takozvane temperature u iteraciji n. Temperatura je pozitivan kontrolni
parametar, Cije su vrednosti zadate nizom t;, t,, ..., takvim da je

tl = tz 2, hm tn = 0

n—->oo

Ovakav niz se naziva Sema hladenja i ona definiSe nacin i brzinu smanjivanja temperature
tokom iteracija.

Metod je uspesno primenjen na brojne probleme optimizacije, na primer za reSavanje
problema trgovackog putnika [55], maksimalne klike, rasporedivanja vozila po rutama i
druge [15].
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3.2.2. Tabu pretraga

Osnovni koncept tabu pretrazivanja (Tabu Search) kao heuristicke metodologije za reSavanje
problema optimizacije predloZeno je u radovima [19, 20, 22]. Tabu pretraga se bazira na
principu lokalne pretrage i koristi, kao svoju najvazniju komponentu, takozvanu adaptivnu
memoriju.

Adaptivha memorija predstavlja podatke o prethodnim fazama procesa pretrazivanja koji
utiCu na izbor sledecih tacaka u ovom procesu. U osnovnoj verziji algoritam koristi samo
jedan tip memorije, takozvanu kratkoro¢nu memoriju. Adaptivha memorija pamti samo p
prethodni koraka pretrage, koji predstavljaju tabu — dalja pretraga se neée vrsiti u tim
tackama. Drugi tipovi memorije koji se ¢esto upotrebljavaju su srednjero¢na memorija, koja
sluzi da bi se pretraga koncentrisala na regije koje imaju veliku verovatnoc¢u da poseduju
dobro resenje, i dugoro¢na memorija, koja sluzi da bi se pretraga diverzifikovala. Algoritam 7
predstavlja opsti oblik algoritma tabu pretrage.

Algoritam 7. Algoritam tabu pretrage

Inicijalizacija
Izabrati podetno reSenje x; € X, x* = x4, f* = f(x,)
Istorija H je prazna
Iterativni korak, za n=1,2, ...
Definisati modifikovanu okolinu O (x,,, H) i funkciju vrednosti reSenja f(x, H)
Generisati podskup 0'(x,) € 0(x,, H)
Odrediti x,,,; minimizacijom f(x, H) na 0'(x,)
Ako f(xp41) < f*tadax™ = xp4q i f7 = f(Xp41)
AZurirati istoriju H
Kraj
Ako je zadovoljen kriterijumj zaustavljanja, izvrSavanje se prekida, a x* se uzima za
aproksimaciju optimalnog reSenja

Opsti koncept tabu pretrage je izuzetno Sirok i omogucava razliCite strategije memorisanja sa
razli¢itim ciljevima. Vise o dugoro€noj memoriji se moze pronadi u [49]. Neki primeri uspesne
primene tabu pretrage su problem trgovackog putnika i spajanje puteva [3].

3.2.3. lterativna lokalna pretraga

Iterativna lokalna pretraga (lterated Local Search) se zasniva na ponavljanju obi¢ne lokalne
pretrage, a prvi put je opisana u [39]. Lokalna pretraga moZe dovesti do reSenja koje je
lokalno, ali ne i globalno optimalno. Takva reSenja ujedno postaju i konacna reSenja metode,
ukoliko se ne uvede neka strategija da se pretraga nastavi izvan okoline trenutnog lokalnog
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minimuma. Jedan od nacina da se pretraga nastavi je da se lokalna pretraga ponovi vise
puta.

Najjednostavniji nacin da se lokalna pretraga ponovi viSe puta jeste da se svaki put zapocne
od slucajno odabranog reSenja. Medutim, kada se bira pocetno reSenje za novu iteraciju
lokalne pretrage, mogude je iskoristiti informacije dobijene tokom prethodnih iteracija. Ideja
je da se na osnovu prethodnih iteracija, za sledeéu iteraciju lokalne pretrage odabere
pocetno reSenje koje je vec¢ u startu blizu lokalnog (globalnog) optimuma. Algoritam 8
predstavlja uopsteni algoritam iterativne lokalne pretrage.

Algoritam 8. Algoritam iterativne lokalne pretrage

Inicijalizacija
Izabrati pocetno resenje x; € X, x* = x4, f* = f(xy)
Istorija H je prazna
Iterativni korak, za n=1,2, ...
Odrediti x3t4* na osnovu Hi x,,
Odrediti x,,,.; lokalnom pretragom pocev od tacke x3:4*
AZurirati istoriju H
Kraj
Ako je zadovoljen kriterijumj zaustavljanja, izvrSavanje se prekida, a x* se uzima za
aproksimaciju optimalnog resenja

Takav algoritam, koji se sastoji od viSestrukog ponavljanja lokalne pretrage, pri ¢emu se
svaka sledeéa pretraga zapocinje od resenja Ciji se izbor bazira na osnovu prethodnih reSenja
se naziva iterativna lokalna pretraga. Detalji implementacije zavise od problema do
problema. Algoritam je uspeSno primenjen na problem sekvenciranja poslova [38], problem
protoka kroz prodavnice [29], kao i problem kretanja vozila [42]. Vise se moZe pronaci u [40].

Metoda promenljivih okolina, koja je koris¢ena u ovom radu ¢e biti opisana detaljnije u
narednoj glavi.
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4. METODA PROMENUIIVIH OKOLINA

Metaheuristika metoda promenljivih okolina (Variable Neighborhood Search, VNS) se zasniva
na viSestrukom ponavljanju lokalne pretrage. Struktura okoline se menja pri svakom
uzastopnom ponavljanju pretrage, ¢ime se pokusava izbedi lokalni optimum bilo koje od
pojedinacnih okolina. Ukoliko pretraga pri nekoj okolini dosegne lokalni optimum, definise se
naredna okolina i pretraga se nastavlja. Metoda je predlozena 1995. godine, od strane
Mladenoviéa i Hensena [25].

Prilikom pretrazivanja dopustivog prostora reSenja, primecene su tri Cinjenice:

1. Lokalni optimum u odnosu na jednu okolinu ne mora biti lokalni optimum u odnosu
na neku drugu okolinu.

2. Globalni optimum je lokalni optimum u odnosu na bilo koju okolinu.

3. Lokalni optimumi u odnosu na razli¢ite okoline su medusobno bliski.

Pretraga po viSe okolina ima smisla uzimajuci u obzir ¢injenice (1) i (2). Ove dve cinjenice se
lako dokazuju razmatrajuci proizvoljnu neprekidnu funkciju nad jednom promenljivom. Ako
je funkcija lokalni optimum u odnosu na sve definisane okoline, ona ne mora ujedno biti i
globalni optimum. Cinjenica (2) iskljucivo ukazuje na to da ako re$enje nije lokalni optimum u
nekoj tacki, onda nije ni globalni optimum. Cinjenica (3) je empirijska, i na osnovu nje se
moze zakljuciti da se pretragom okoline lokalnog optimuma, promenom definicije okoline
moze ocCekivati poboljSanje reSenja. Metoda promenljivih okolina se zasniva na navedene 3
¢injenice. Postoje 3 glavne varijacije algoritma: deterministicki, stohasticki i kombinovani.

4.1 Metoda promenljivog spusta

Metoda promenljivog spusta (Variable Neighborhood Descent, VND) je varijacija metode
promenljivih okolina prilikom koje se koriste iskljuivo deterministicke metode. Neka je
0 ={04,0,, ...,0,} skup odabranih okolina. Za svaku od odabranih okolina se sekvencijalno
vrsi lokalna pretraga.

Pocev od okoline 0;, metoda promenljivog spusta vrsi lokalnu pretragu sve dok se ne
dosegne lokalni optimum za tu okolinu. Pocev od lokalnog optimuma za okolinu 0, vrsi se
pretraga za okolinu 0,, zatim za okolinu O3, i tako dalje - pretraga se nastavlja do okoline

Okmax gde je kpur < 1, kada se pretraga ponovo vrsi za okolinu 0,. Algoritam se zaustavlja

kada se nade reSenje koje je lokalni optimum za sve okoline {04, 0,, ..., 0,}.

Ukoliko postoji samo jedna okolina, tj. za n = 1, metoda promenljivog spusta je ekvivalentna
klasi¢noj lokalnoj pretrazi. Algoritam 9 predstavlja metodu promenljivog spusta.
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Algoritam 9. Algoritam metode promenljivog spusta [25]

Funkcija VND(x, k)

Repeat
k<1
Repeat
x' < arg minyeok @ f(x) //Pronadinajbolje reenje u okolini trenutnog kandidata redenja
PromeniOkolinu(x,x', k) //x « x', k<k+1
Until k = k., 4,

Until dalja poboljsanja nisu moguca

4.2 Redukovana metoda promenljivih okolina

Redukovana metoda promenljivih okolina (Reduced Variable Neighborhood Search, RVNS) je
varijacija metode promenljivog spusta prilikom koje se koriste stohasticke metode. Neka je
0 ={04,0,, ...,0,} skup odabranih okolina. Za svaku od odabranih okolina se redom vrsi
stohasti¢ka pretraga: za trenutno reSenje i posmatranu okolinu Oy, slu¢ajno se bira jedna
tacka, i ukoliko novoizabrana tacka daje bolje reSenje, pretraga se nastavlja od te tacke.

Prilikom redukovane metode promenljivih okolina, pretraga se zapocCinje od okoline 0, i
neke pocetne tacke x, i bira se jedno reSenje x’ iz skupa 0;(x). Ukoliko x' predstavlja
poboljSano reSenje u odnosu na resenje x, resenje x' postaje tekuce reSenje i pretraga se
nastavlja od tog resenja. U suprotnom se prelazi na okolinu 0,, zatim na okolinu 05 i, sli¢no
metodi promenljivog spusta, sa okoline Okmax se prelazi na okolinu 0,. Algoritam se moze

zaustaviti nakon unapred definisanog vremena t,,,4, ili nakon $to odreden broj iteracija I,,qy
ne dovede do poboljSanja rezultata. Redukovana metoda promenljivih okolina se moze
predstaviti sledec¢im algoritmom:

Algoritam 10. Algoritam redukovane metode promenljivih okolina [25]

Funkcija RVNS(x, Ky tmasxer Imax)
Repeat
k<1
Repeat
x" <« Razmrdaj(x, k) // primeniti funkciju razmrdavanja
PromeniOkolinu(x,x', k) //x « x', ke<k+1
Until k = k0
t « Vremelzvrsavanja()
Until ¢t > ¢,,,, ili poboljsanja nisu u pronadenja u [,,,, iteracija

Redukovana metoda promenljivih okolina je korisna za dobijanje dobrog pocetnog resenja, ili
kod optimizacionih problema velikih dimenzija. Okoline se trebaju birati tako da svaka
slededa okolina bude vece kardinalnosti od prethodne.
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4.3 Osnovna metoda promenljivih okolina

Osnovna metoda promenljivih okolina (Basic Variable Neighborhood Search, BVNS)
kombinuje prethodne dve metode. Pri ovom pristupu algoritam vrsi lokalnu pretragu kroz
visSe razli¢itih okolina (slicno metodi promenljivog spusta). Kada se pretraga izvrsi za sve
okoline, vrsi se korak razmrdavanja.

Neka je O ={04,0,,...,0,} skup odabranih okolina. Pri Osnovnoj metodi promenljivih
okolina, u prvom koraku se vrsi lokalna pretraga u odnosu na okolinu 0, zatim okolinu 0,,
sve do okoline Oy, . . Pre nego sto se prede na okolinu 0y, vrsi se korak razmrdavanja (eng.
Shake)Ovaj korak je stohasticki da bi se izbegla cikliéna pretraga. Cesto su okoline
{04, 0,, ...,0,,} ugnjeidene, i cilj koraka razmrdavanja je da se izbegne lokalni optimum.
Algoritam se moze zaustaviti nakon unapred definisanog vremena t,,, ili nakon Sto
odreden broj iteracija I,,, ne dovede do poboljSanja rezultata. Osnovna metoda
promenljivih okolina se moze predstaviti algoritmom:

Algoritam 11. Algoritam osnovne metode promenljivih okolina [25]

Funkcija VNS(x, kinax, Kmaxs tmaxs Imax)
Repeat
k<1
Repeat
X'« Razmrdaj(x, k)
x" <« VND(x', kingyx)
PromeniOkolinu(x,x', k) //x « x', k<k+1
Repeat k = k44
t « VremelzvrSavanja()
Until t > t,,,,, ili poboljSanja nisu u pronadenja u I,,,,, iteracija

Na Slici 1 je predstavljen primer rada osnovne metode promenljivih okolina. Za neko reSenje
T, 01(r) je skup svih reSenja koje imaju istu vrednost X koordinate, dok je O,(r) skup svih
reSenja koje imaju istu vrednost Y koordinate. Na slici, O, i O, predstavljaju korake pretrage
u odgovaraju¢im okolinama.

Razmrdavanje -~

Slika 1. Primer rada osnovne metode promenljivih okoline
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5. FORMULACIJA PROBLEMA

Rad hitne pomodi sadrzi niz specificnosti koje se moraju uzeti u obzir prilikom definisanja
matematickog modela.

5.1 Planiranje i rad hitne pomodi

Hitna pomoc¢ se bavi pruzanjem medicinskih usluga pacijentima sa urgentnim potrebama.
Kada poziv stigne u pozivni centar, ambulantna vozila se zaduZuju za poziv. Verovatnoca
prezivljavanja pacijenta je direktno zavisna od vremena koje je potrebno kolima hitne
pomodi da stignu na mesto gde je neophodno ukazati pomo¢ [36]. Zato je od izuzetne
vaznosti da vreme od trenutka poziva do prihvatanja pacijenta bude Sto krace. U
beogradskoj hitnoj pomodi, za najurgentnije slucajeve postavljen je zahtev da od trenutka
poziva do dolaska na mesto poziva vozila hitne pomodi stignu za najvise 15 minuta.

Da bi se smanjilo vreme od poziva do dolaska vozila na mesto poziva, vozila hithe pomodi su
rasporedena po baznim stanicama po gradu. U Beogradskoj hitnoj pomodi, svaka stanica ima
jedna ili viSe vozila, i zaduZena je za zasebnu opstinu. U specijalnim slucajevima, vozila mogu
biti poslata do dela grada za koja nisu zaduzena.

Kada se vozila posalju na poziv, ona viSe nisu slobodna za druge pozive. Ovo dovodi do
smanjene pokrivenosti. Jedan nacin da se poboljSa pokrivenost jeste da se poveca broj vozila
po stanicama. Medutim, takvo reSenje nije prakticno primenljivo, jer veéina sluzbi hitne
pomoci ima ograni¢en budZet. Druga opcija je da se uvede ocekivano pokrivanje, koje se
racuna uzimajuci u obzir ofekivan broj poziva, brzinu kretanja vozila, broj slobodnih vozila i
ocekivani procenat vremena tokom kojeg su vozila slobodna.

Ovakva postavka generiSe graf, sa ivicama od baznih stanica do svih delova grada do kojih
vozila mogu sti¢i za manje od zadatog vremena. Cilj ovog rada je da, koristedi
metaheuristicke metode kombinatorne optimizacije, minimizuje vreme izra¢unavanja
optimalnog raspodela vozila hitne pomoc¢i u razliCitim periodima dana tako da se
maksimizuje oéekivana pokrivenost uzimajuéi u obzir gore navedene parametre.

5.2 Dosadasnji rezultati

Medu prvim modelima za pozicioniranje baznih stanica hitne pomodi je lokacijski problem
skupova koji se razmatra u radu [56]. Ovaj model minimizuje potreban broj ambulantnih
vozila sa ciliem da se pokrije svaka tacka sa koje se ocekuje poziv sa najmanje jednim
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vozilom. U radu [5] se koristi model maksimalnog pokrivanja lokacija. Ovaj model
maksimizuje broj pokrivenih ta¢aka pri ograni¢enom broju ambulantnih vozila. Oba ova
modela ignorisu ¢injenicu da su vozila nedostupna tokom intervencije. U radu [21] se koristi
dupli standardni model, koji maksimizuje broj tacaka pokrivenih sa najmanje dva vozila.
Medutim, ni pri ovom modelu ne postoji garancija da ée postojati dostupno vozilo pri
svakom od poziva. Da bi se prevazisao ovaj problem, u radu [11] se koristi probabilisticki
model maksimalnog ocekivanog pokrivanja lokacija. Ovaj model ne uzima u obzir da su pri
razli¢itim vremenskim intervalima parametri modela (pre svega ocekivani broj poziva i vreme
putovanja) razlic¢iti. Ova ¢injenica je prvi put iskoris¢ena u radu [58], u kome se koristi model
iznet u prethodnoj glavi. Autori rada koriste metod linearnog programiranja, koji ne
omogucéava pronalazenje reSenja za velike instance. U radu [28] se koristi heuristicki
algoritam koji se moze skalirati na veliki broj ambulantnih vozila, ali ne i na veliki broj baznih
stanica. U radu [34] se predlaze iterativni heuristicki algoritam koji uzima u obzir dinami¢nost
sistema, ali se ne omogucava rad algoritma na velikim instancama. Do sada u literaturi za
reSavanje ovog problema nije koris¢en metod promenljivih okolina.

5.3 Matematicka formulacija problema

U ovom radu se koristi matematicki model predlozen u radu [58]. Neka je g verovatnoca da
su neka ambulantna vozila zauzeta u bilo kom trenutku vremena. Vrednost g je jednaka
ukupnom vremenu koja sva vozila provedu na zadatku tokom jednog vremenskog intervala,
podeljeno sa ukupnim trajanjem intervala.

Definicija 11. Ocekivana pokrivenost neke tacke je oCekivana vrednost broja poziva sa
te tacke na koje sluzba hithe pomodéi mozZe reagovati. Marginalna pokrivenost tacke je
ocekivana pokrivenost tacke pri nekom ograni¢enju. Marginalna pokrivenost tacke k-tim
vozilom je ocekivana pokrivenost tacke ako se posmatra samo k-to vozilo.

Ako se pretpostavi da do neke tacke u gradu moze doci najvise k vozila hitne pomoci u
zadatom vremenu (15 minuta za Beograd), tada je ocekivano pokrivanje date tacke jednako

Marginalna pokrivenost date tacke k-tim vozilom je jednaka
Ex—E1=1-q)-Q0-¢"D=(@""-q¢)=0-q)q""

Neka su dati slededi ulazni podaci:

T — skup svih vremenskih intervala unutar jednog dana 1, ..., t,0x

V — skup svih regiona do kojih kola moraju doci

W — skup svih potencijalnih baznih lokacija za kola hitne pomodi
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W, — skup svih potencijalnih baznih lokacija za vozila hitne pomoci koje mogu reagovati na
pozive koji dolaze iz regiona i € V tokom intervala t € T u zadatom roku

P — maksimalan broj kola hitne pomoci
d;: — oCekivan broj poziva iz regiona i € V uvremenskom intervalut € T

B — parametar koji predstavlja penal za svaku novu iskoris¢enu stanicu. U praksi su sluzbe
hitne pomoci ograni¢ene budzetom i korisno je upotrebiti Sto manjui broj stanica

y — slicno parametru [5, ovaj parametar predstavlja penal za svako premestanje vozila
izmedu dve stanice

Na osnovu prethodnih ulaznih podataka, cilj je odrediti sledec¢e promenljive:
Xj; — broj vozila lociran na poziciji j tokom intervala t

Vike — je jednako 1 akko je tacka i pokrivena sa najmanje k vozila tokom intervala t, inace
Yike j€ 0

z; — je jednako 1 akko je bazna lokacija koris¢ena najmanje jednom, inace z; je jednako O

1;j¢ — je jednako broju vozila koja su premestena iz stanice i u stanicu j izmedu vremenskih
intervalatit+1

Tada je unkcija koju treba optimizovati:

145
Z Z Z die(1 — 99 yie — B Z z; — )/Z Z Z Tijt
teT i€V k=1 jEW IEW JEW tET

Prvi ¢lan predstavlja ocekivanu pokrivenost u odnosu na sve regione tokom svih vremenskih
intervala. TraZi se da se maksimizuje ocekivani broj poziva na koji vozila mogu odgovoriti,
zbog Cega se ocekivani broj poziva mnozi sa marginalnom verovatno¢om da ce vozila
odgovoriti na poziv. Drugi ¢lan se odnosi na kaznu za svaku iskoris¢enu baznu stanicu, dok je
treci ¢lan kazna za svako premestanje vozila izmedu dve stanice. Drugi i treéi ¢lan imaju
negativni predznak jer predstavljaju kazneni deo funkcije cilja. Skup ograni¢enja modela je
slededi:

z ZZyikt, ieV,teT (1)
ZthSpt, teT (2)

ijtSsz, JEW (3)
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th + z rijt - z rijt = xj(t+1)' t e T\tmax,] EW (4)

jew jew
Xjtmax + Z Tijtmax z Tijtmax = Xj1 (5)
LEW lEW
Xje, Tije € N (6)
yikt'zj € {0'1} (7)

Ogranicenje (1) osigurava da, u svakom vremenskom intervalu, iz baznih stanica do svakog
regiona moze sti¢i najmanje k vozila, ukoliko k vozila moZze odgovoriti na pozive. Ogranicenje
(2) garantuje da nece biti koriséeno vise of p vozila u bilo kom vremenskom intervalu.
Ogranicenje (3) garantuje da je broj aktivnih vozila u nekoj stanici za neki vremenski interval
veci od nule, samo ako se ta stanica koristi. Ovo ogranicenje koristi veliko-M ogranicenje.
Ogranicenja (4) i (5) osiguravaju da r;;; (broj vozila koja su premestena iz stanice i u stanicu j
izmedu intervala t i t+1) odgovara vrednostima x;; (broj vozila koja su stacionirana u stanici j

tokom intervala t). Ogranicenja (6) i (7) oznacavaju dozvoljene vrednosti za promenljive.

Ovaj model se mozZe nadi u [58] u kome je, za male instance, reSen algoritmom linearnog
programiranja.
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6. PRIMENA METODA OKOLINA NA RESAVANJE PROBLEMA

Za reSavanje problema koriséena je osnovna metoda promenljivih okolina (Basic VNS) Cije su
osnovne karakteristike opisane u glavi 4 ovog rada. Za lokalnu pretragu, koriS¢eno je 6
ugnjezdenih okolina. Koriséena su Cetiri razli¢ita koraka razmrdavanja (Shake), pri cemu svaki
ima razli¢éitu verovatnoéu primene. Parametri su podeSeni tokom preliminarnih
eksperimenata u cilju Sto boljih performansi algoritma. Interpretacija odabira tih parametara
je data zajedno sa njihovom odabranom vrednoséu.

6.1 Lokalna pretraga

Za lokalnu pretragu, koriséeno je |T| = t,qx UgnjeZdenih okolina. Za sve test instance, t,,qx
= 6, da bi se odrzala konzistentnost sa radom [58]. Za datu raspodelu vozila po baznim
stanicama X, tacka X' je u okolini 0,(X), 1 <t < t;4x , ako i samo ako postoje stanice S i
S,, takve da se premestanjem jednog vozila iz stanice S; u stanicu S,, pocevsi od raspodele X
dobija raspodela X', pri cemu se premestanje vozila vrsi za sve vremenske intervale iz skupa

| _{{j,j+1,...,j+t—1} . akoj+t—1<ty
ot {];] + 1'---'tmax1 11 21---1t - tmax +] - 1} ) inaée

Prvo se vrsi pretraga tako Sto se vozila premestaju iz jedne stanice u drugu za ceo dan, zatim
se premestaju za t,, 4, — 1 vremenskih intervala, itd.

Yreme Yieme

1.2 3 4 5 6 1.2 3 4 5 6
sl 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2
200 0 0 0 0 0o = 0 0 1 0 0 0
P31 111 11 1111 11
<1l 2 2 2 2 2 2 2 1 2 2]
€2l 0 0 0 o] = 0 110 0
D311 11 11 10111 1]
w2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 2
2200 0 0 0 0 of = 0 11 1 0
P31 111 11 1111 11

Slika 2. Primeri lokalne pretrage za okoline t jednako od 1 do 3

Na Slici 2, za t = 1, vozilo se premesta iz stanice 1 u stanicu 2 za interval 3. Za t = 2, vozilo se
premesta iz stanice 1 u stanice 2 za intervale 3 i 4. Sli¢éno, za t = 3, vozilo se premesta iz
stanice 1 u stanicu 2 za intervale 3,4 5.
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6.2 Korak razmrdavanja

Korak razmrdavanja je u osnovi stohasticki i koristi se radi izbegavanja lokalnih optimuma.
Tokom preliminarnih eksperimenata, primeéeno je da sva globalno optimalna reSenja imaju
relativno mali broj baznih stanica. Preliminarni testovi su pokazali da je algoritam koji se
sastoji isklju¢ivo od lokalne pretrage nalazio lokalno optimalna reSenja koja dobro
rasporeduju vozila u razli¢itim vremenskim intervalima, ali su odabrane bazne stanice u
kojima su ta vozila bila stacionirana ¢esto bile pogresne. Ovakva reSenja predstavljaju lokalne
optimume koje treba izbeéi koracima razmrdavanja. Specificno, ako bi se odabrali i fiksirali
mali broj dozvoljenih baznih stanica, algoritam bi nalazio reSenje optimalno na smanjenom
dopustivom skupu.

Moze se primetiti da, kako se pretraga priblizava lokalnom optimumu, u izvesnim stanicama
e biti stacionirano sve vise, a u ostalim stanicama sve manje vozila. U Definicijama 12 i 13 se
formalno definisu ove dve grupe stanica kao popunjene i prazne.

Definicija 12. Popunjenost bazne stanice je prosecan broj vozila hitne pomodi
stacioniranih u toj stanici tokom celog dana. Rac¢una se po formuli:

tmax

w
tmax

t=1

gde je w; broj vozila hitne pomocdi stacioniranih u baznoj stanici s tokom interval t, a t,,4x
broj vremenskih interval na koje je dan podeljen.

Definicija 13. Neka je F = (F;,F,, ...,Fiy), i neka je F' = (F',F'y,...,F'\y), gde
svaki element niza F’ odgovara ta¢no jednom elementu niza F, i F';,; < F';, i =1, ..., |W]|.
Neka je k takvo da je F'yiq — F'y = max;=q jwj-1(F'i+1 — F';). Za stanicu S; kaZe se da je
prazna ako je i < k, a u suprotnom, za datu stanicu se kaze da je popunjena.

6.2.1 Slucajno premestanje

Slu¢ajno premestanje predstavlja premestanje izvesnog broja vozila hitne pomoci iz jedne
slu¢ajno odabrane bazne stanice u drugu, za sluajno odabrani vremenski trenutak.
Premestanja se vrse iskljudivo iz popunjene u drugu popunjenu stanicu, i iz jedne prazne u
drugu praznu stanicu. Odabir stanica iz koje, i u koje se vrsi premestanje vozila se vrsi po
uniformnoj raspodeli na skupu svih stanica koje omogucavaju premestanja. Na ovaj nacin se
obezbeduje da broj praznih i popunjenih stanica ostaje konstantan.
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Wreme YWreme

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 86
1[4 4 4 4 4 4 2 5 3 6 5 3
m 203 4 3 4 3 4 5 3 4 2 2 5
F 33111111 = 000 1 2 0
“ 40000 0 0O 01 10 0 0
50101 0 1.0 2 0 1 0 0 1

Slika 3. Primer slu¢ajnog premestanja

Na slici 3 se vidi primer slu¢ajnog premestanja. Mali broj vozila je premesten, i to tako da je
ukupan broj vozila koje su stacionirane u praznim stanicama i ukupan broj vozila koje su
stacionirane u popunjenim stanicama zadrzan.

6.2.2 Uklanjanje popunjene stanice

Od svih baznih stanica koje su popunjene, bira se jedna i sva vozila se slu¢ajno premestaju u
druge stanice. Cilj ovog koraka je da se izbegne lokalni optimum koji nije ujedno i globalni
optimum. Ovaj korak smanjuje broj popunjenih, i povecéava broj praznih stanica.

WVreme Wreme
1 2 3 4 5 8§ 1 2 3 4 5 8§
1| 4 4 4 4 4 4 5 4 5 4 4 6
w 2/ 3 4 3 4 3 4 0D 0O 0O 0O 0 O
F 311111 1 = 2 2 1 1 2 1
“ 4 0 0 0 0 0D D 1 1 1 2 1 2
5110 1 0 1_0 11 2 1 2 0

Slika 4. Primer uklanjanja popunjene stanice

Na slici 4 predstavljen je primer uklanjanja popunjene stanice. Sva vozila locirana u jednoj
popunjenoj stanici se premestaju u druge stanice slu¢ajnom raspodelom.

6.2.3 Uklanjanje iz praznih stanica

Imajuéi u vidu kazneni parametar f3, koji reflektuje ograni¢enja budzeta, u optimalnom
reSenju samo ograni¢en broj baznih stanica sadrzi vozila hitne pomoéi, dok su ostale stanice
u potpunosti prazne. Da bi se smanjilo vreme potrebno algoritmu da dosegne optimum,
uvodi se korak razmrdavanja koji se sastoji u tome da sva vozila u svim stanicama koje su
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prazne premestamo u sve stanice koje su popunjene. Ovim korakom se povecéava broj
praznih stanica.

Yreme Yreme
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1| 4 4 4 4 4 4 [ 4 5 5 5 4 5
m 203 4 3 4 3 4 5 4 4 4 5 4
F 311 1111 = D000 0 O
® 40 0 0 0 0 O 0D 0D 0 0 0 O
510 1 0 1_0 | 000 0 0 0 0

Slika 5. Primer uklanjanja iz praznih u popunjene stanice

Primer uklanjanja iz praznih stanica se moze videti na Slici 5. Sva reSenja dobijena tokom
eksperimenata imaju ovakav oblik. Sva vozila se nalaze u samo nekoliko stanica, ostale
stanice su prazne.

6.2.4 Zamena prazne i popunjene stanice

Slicno kao i korak ,Premestanje iz popunjene stanice", korak zamena prazne i popunjene
stanice ima za cilj da izbegne lokalni minimum koji nije globalni. Razlika je u tome Sto se
vozila iz slucajno odabrane popunjene stanice premestaju u jednu praznu stanicu, umesto da
se premestaju u razli¢ite sluajno odabrane stanice. Ovaj korak zadrZava broj praznih i
popunjenih stanica. Za razliku od ostalih koraka razmrdavanja, ovaj korak se ne izvrSava
ukoliko promena ne dovodi do poboljsanja.

Yreme Vreme
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1[4 4 4 4 4 4 1 0 1 0 1 o0
m 20 3 4 3 4 3 4 304 3 4 3 4
F 311 11 1 1 = 11 1 1 1 1
“ 40 0 0 0 0 D 0 0 0D O O O
5110 1 0 1.0 | 4 4 4 4 44

Slika 6. Primer zamene prazne i popunjene stanice

Slika 6 predstavlja primer zamene prazne i popunjene stanice. Za svaki vremenski interval,
broj vozila u stanicama 1i 6 je zamenjen.
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6.3 Struktura primenjene osnovne metode promenljivih okolina

U svim primerima, dan je izdeljen na 6 jednakih vremenskih intervala koji generiSu 6 razli¢itih
okolina koje se koriste za lokalnu pretragu definisanu u glavi 4.3. Pocetna reSenja su slucajno
generisana. Algoritam prvo vrsi pretragu unutar prve okoline trenutnog resSenja, zatim
unutar druge okoline, sve do Seste, najgranularnije okoline. Svaki korak pretrage se obavlja
tako Sto se slucajno odabere jedno resSenje iz date okoline, i ukoliko je novo resenje bolje od
trenutnog, trenutno resenje se zamenjuje sa novim. Iz jedne okoline se prelazi u narednu
okolinu ukoliko 10 uzastopnih provera ne da bolje reSenje, izuzev za najgranularniju okolinu,
za koju se provera vrsi sve do 10+c uzastopnih neuspeha, gde je ¢ jednako ukupnom broju
ciklusa. Jedan ciklus se sastoji od svih uzastopnih koraka lokalne pretrage, i jednog koraka
razmrdavanja. Korak razmrdavanja je bilo koji od koraka navedenih u glavama 6.2.1 — 6.2.4.
Parametri koraka razmrdavanja su navedeni u Tabeli 1. Pseudokod primenjene osnovne
metode promenljivih okolina prikazan je Algoritmom 7.

Tabela 1. Parametri pri izvrSavanju koraka razmrdavanja

Ucestalost Parametri
Zamena prazne i popunjene stanice Za svaku popunjenu stanicu, isprobava se
100% jedna slucajno odabrana prazna stanica.
? Zamena se vr$i samo ako je novo reSenje
bolje.
Uklanjanje iz praznih stanica 0.5#
Uklanjanj i tani 1 _n-1
anjanje popunjene stanice Z(l B 0_510Nmax_1>
Sluc¢ajno premestanje 3 __n-1l Ukupan broj premestanja je jednak 1/10
—( 1 — 0.510Nmax-1 . . .
4 broja ambulantnih vozila.

U Tabeli 1 broj n oznatdava u kom ciklusu se korak izvrSava, a
10N,,,qx broj ciklusa nakon kojeg pretraga staje ukoliko napredak nije napravljen, koji ¢e
upravo biti objasnjen.

Preliminarni eksperimenti su pokazali da ovakva postavka daje najbolje rezultate. Potpuna
pretraga cele okoline zahteva previse vremena po koraku za velike primere.
Eksperimentisano je sa varijantama algoritma gde se nakon 5, 10, 15 i 20 neuspesnih
pokusaja prelazi na sledece resSenje, i najbolji rezultati su postignuti za broj 10. Pri kraju
pretrage, kada se trenutno resSenje razlikuje od optimalnog za svega nekoliko promena,
algoritam povecava intezitet pretrage unutar okoline maksimalne kardinalnosti.

Pri svakom koraku razmrdavanja, zamena prazne i popunjene stanice se isprobava | W| puta.
Ukoliko nijedan od pokusaja ne da bolje resenje, izvrSava se jedan od ostalih tipova koraka
razmrdavanja. Tip koraka koji ¢e se obaviti se bira stohasti¢ki. Precizne formule za odabir tipa
koraka su navedene u Tabeli 1. Verovatnoéa da se obavi korak uklanjanje praznih stanica
vremenom raste. U prvom ciklusu je 0, dok je u ciklusu 10X jednaka 0.5, gde je X broj ciklusa
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nakon kojeg pretraga staje ukoliko napredak nije napravljen. Obrnuto, uklanjanje praznih
stanica ima verovatnocu 0 u prvom koraku i postepeno raste. Sliéno, verovatnoéa slucajnog
premestanja je trostruko veca od verovatnoée uklanjanja praznih stanica, tako da
verovatnoc¢a odigravanja ova dva koraka konvergira ka i i %‘ Korak zamene praznih i

popunjenih stanica se izvrSava samo ako daje bolje resenje, te je koristan u svakom trenutku.
B sluéajno premeitanje

1.0 I Uklanjanje popunjene stanice

B Uklanjanje iz praznih stanica

Werovatnoda izvriavanja koraka

Broj ciklusa

Slika 7. Grafik verovatnoda da se izvrsi neki od koraka razmrdavanja

Na slici 7 se moZe videti da verovatnocda da se izvrsi korak ,,Uklanjanje popunjene stanice”
vremenom opada, dok se verovatnoc¢a da se izvrSe koraci ,Slucajno premestanje” ili
,Uklanjanje iz praznih stanica” vremenom povecava. Pseudokod se moZe predstaviti kao:

Algoritam 12. Pseudokod primenjene osnovne metode promenljivih okolina

Funkcija VNS(x, tax Imax)
trenutniCiklus < 0
Repeat
fort=1..¢,,.,
0.(x) « OdaberiOkolinu(x, t)
fori=1..(t = t;,qr 710 + trenutniCiklus : 10
x'" « SlucajnoOdaberiElement(0:(x))
if reSenje x’ bolje od resenja x then
x < x'
0.;(x) « OdaberiOkolinu(x,t)
end then
end for
end for
trenutniCiklus « trenutniCiklus + 1
x <« Razmrdaj(trenutniCiklus)
Until poboljsanja nisu pronadena u [,,,,, iteracija

Uklanjanje iz popunjene stanice sluzi da bi se izbegao lokalni optimum koji nije globalni
optimum. Ukoliko algoritam radi kao Sto je oéekivano, Sto vise ciklusa se izvrsi, algoritam je
blizi globalnom optimumu i udaljavanje od trenutno lokalnog optimuma je ujedno i
udaljavanje od globalnog optimuma. U prvim koracima, ukoliko algoritam konvergira ka
nekom lokalnom optimumu, verovatnoéa da je taj optimum ujedno i globalni je mala.
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Sa druge strane, posto je poznat oblik svakog lokalnog optimuma, uklanjanje iz praznih
stanica sluzi da bi se taj lokalni optimum brze dosegao, i taj korak ima viSe smisla Sto
izvrSavanje traje duze.

Slucajno premestanje sluzi da bi se uvela izvesna slucajnost pri , kretanju” trenutnog resenja
kroz prostor dopustivih resenja. U slucaju deterministicke varijante, algoritam de
jednostavno konvergirati ka najblizem lokalnom optimumu. Ukoliko uvedemo izvesnu
slu¢ajnost u pretrazi, algoritam ¢e paralelno konvergirati ka razli¢itim lokalnim optimumima i
vrsiti globalnu pretragu. Pretpostavka, koja je empirijski potvrdena, je da u proizvoljnom
trenutku, trenutno resSenje ima vedu verovatnocu da konvergira ka boljem lokalnom
optimumu nego ka loSijem. Kao posledica prethodno navedenog, moZe se ocekivati da
uvodenjem slucajnosti u pretrazi algoritam konvergira sporije, ali ka boljem lokalnom
optimumu.

Poredenjem optimalnih resenja dobijenih CPLEX 12.1 resSavaem, i medurezultatima
heuristickog resenja, utvrdeno je da je prosecan najduzi niz ciklusa bez popravke resenja, a
da optimalno resenje vec nije dosegnuto, jednak 1.59W + 22.6, gde je W broj baznih
stanica. Nijedan od testova nije posedovao niz ciklusa bez popravke resenja, a da optimalno
reSenje vec nije dosegnuto, veci od 1.59W + 52.4. Na osnovu prethodnog, postavljeno je da
se algoritam zaustavlja kada prode 1.6W + 60 ciklusa bez popravke najboljeg resenja.

Radi brzeg izracunavanja, algoritam je optimizovan na nekoliko nacina. Graf povezanosti
baznih stanica i regiona je zapisan u nizu listi, umesto u matrici. Za sve vrednosti k, ¢lan

1453
Z Z Z die(1 — 40 qE Vi

teT i€V k=1

.......

kreira se matricu y” &iji je svaki element y;i, = y; — yj, za svako i,j € V. Dok je neke
korake sa mnogo promena (uklanjanje popunjene stanice) efikasno izracunati svaki put,
druge korake sa malo promena (svaki korak lokalne pretrage) je korisno izra€unavati kao
razliku u odnosu na prethodno resenje, koriste¢i podatke smestene u kes tabelu.

Algoritam je testiran na 2.1 Ghz Dual-Core procesoru sa 4 GB RAM-a, pri operativnom
sistemu Windows 7. Heuristicki algoritam je implementiran u C# jeziku. Da bi se iskoristila
oba procesora, u svakom koraku lokalne pretrage su paralelno izraCunavana 2 reSenja iz
trenutne okoline. Ukoliko bi oba reSenja bila loSija od trenutnog resenja, broja¢ uzastopnih
neuspesnih pokusaja bi bio poveéan za 2. Ukoliko bi najmanje jedno novo reSenje bilo bolje
od trenutnog, najbolje novo reSenje bi bilo uzimano za trenutno reSenje i brojac uzastopnih
neuspesnih pokusaja bi bio postavljen na nulu. U sluéaju da je dozvoljen samo jedan korak,
samo jedno novo reSenje bi bilo generisano na jednom procesoru, bez paralelizacije. Kao
osnova za poredenje, implementiran je program u CPLEX 12.1 reSavadu, prema
specifikacijama iz rada [58]. Ovaj program predstavlja deterministi¢ko resenje.
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7. ANALIZA EKSPERIMENTALNIH REZULTATA

7.1 Test instance

U ovom radu su koriséene jedna realna test instanca i slu¢ajno generisane test instance.
Realna test instanca je kreirana na osnovu podataka iz sluzbe Hitne Pomo¢i Beograda. Podaci
su dobijeni za period jun-jul 2015. godine, za najhitnije, ,,crvene” slu¢ajeve. Gradski zavod za
hitnu medicinsku pomo¢ Beograda operiSe na podru¢ju od ukupno 11 opstina. 22
ambulantna vozila su rasporedena po baznim stanicama na ukupno 10 opstina. Dan je
podeljen na 6 jednakih vremenskih intervala od 4 sata. Ucestalost poziva i o¢ekivano vreme
putovanja tokom razli¢itih perioda su izracunati na osnovu dobijenih podataka. Svaka
opstina predstavlja potencijalnu lokaciju za bazne stanice.

Za potrebe ocene predlozenog algoritma za veée dimenzije problema, generisane su instance
veéih dimenzija po uzoru na instance koje mogu da se pronadu u radu [58] za slucaj
Amsterdama. Za svaku instancu, generisan je izvestan broj tacaka sa slu¢ajno odabranim xiy
koordinatama izmedu 0 i 1. Raspodela tacaka je uniformna. Sve tacke predstavljaju regije sa
kojih se poziv moZe ocekivati. Prvih 10% tacaka su potencijalne stanice ambulantnih vozila.
Maksimalan dozvoljen broj vozila je dva puta veci od broja baznih stanica. Slicno kao i za
realni primer, dan je podeljen na 6 jednakih vremenskih intervala od 4 sata.

Tabela 2. Parametri testiranja u razliitim vremenskim intervalima

Interval Ucestalost poziva Vreme putovanja
00:00 — 04:00 0.6 0.8
04:00 — 08:00 0.5 1.1
08:00 — 12:00 1.2 1.1
12:00 - 16:00 1.5 0.9
16:00 — 20:00 1.3 1.2
20:00 — 24:00 0.9 0.9

Tokom dana ocekivani broj poziva i brzina kretanja ambulantnih vozila se mogu razlikovati. U
radu [51] se moZe naci da brzina kretanja u razli¢itim periodima moZe da varira do 25% u
odnosu na dnevni prosek. Podaci u Tabeli 2 su uzeti iz rada [58]. Na osnovu tih vrednosti se
generiSu stepen zauzetosti vozila i do kojih regija ambulantna vozila mogu doéi u
otekivanom vremenu. Stepen zauzetosti je relativan u odnosu na posmatrani vremenski
interval, i raduna se preko prosec¢nog broja poziva za taj interval, broja ambulantnih vozila i
ocekivanog vremena potrebnog da vozila budu slobodna nakon $to dobiju poziv. Za prose¢no
vreme potrebno kolima da budu slobodna uzeto je 50 minuta, isto kao i u radu [58], Sto je
vreme koje odgovara Holandiji za ¢ije podrucje je rad [58] i pisan. Ovo se razlikuje od
proseénog trajanja intervencije u Beogradu. Vreme od 50 minuta je uzeto da bi se odrzala
konzistentnost sa postoje¢om literaturom. Vozila iz bazne stanice mogu da odgovore na
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poziv iz neke regije ako mogu da stignu do njih za manje od 15 minuta. Vreme potrebno da
se iz jedne tacke (stanice) dospe do druge tacke (koja predstavlja regiju u gradu) se racuna
kao Euklidska distanca pomnoZena sa konstantom, u ovom slucaju 35 (vrednost preuzeta iz
rada [58]), pomnoZena sa procenom odstupanja vremena putovanja od proseka za
posmatrani interval iz tabele 2.

Za parametre 3 i y uzete su vrednosti 0.001 i 0.00001. Vrednost 8 parametra 0.001 moZe se
u ovom slucaju interpretirati da znaci da ée se nove bazne stanice uvoditi samo ako mogu da
pokriju 0.1% do sada nepokrivenih poziva. Slicno, y parametar znaci da ¢e se premestanja
vozila tokom dana dozvoliti samo ako to dovede do povecanja ocekivane pokrivenosti od
najmanje 0.001%. Primetimo da se u radu [58] koriste vrednosti 0.005 i 0.00005. Za velike
instance koje su koris¢ene u ovom radu, a nisu bile moguée u radu [58], ove vrednosti su
davale rezultate u kojima je koriS¢en vrlo mali broj stanica, bez premestanja vozila.

7.2 Rezultati dobijeni za realnu test instancu

Da bi smo dobili uvid u realnu primenljivost modela, evaluirali smo model dva puta. Prvi put
smo fiksirali bazne stanice i vozila hitne pomoc¢i na postojece lokacije. Drugi put smo
izracunali optimalne lokacije na osnovu modela. U oba slucaja koris¢en je egzaktni resavac
CPLEX 12.1, a zatim i predlozena metoda promenljivih okolina u cilju procene kvaliteta
reSenja heuristike. Testiranja su izvrSena na istoj platformi pomenutoj u sekciji 6.3.

Isti rezultati su dobijeni koris¢enjem CPLEX reSavaca 12.1 i metodom promenljivih okolina.
CPLEX reSavac 12.1 je davao reSenje nakon 0.872 sekundi, dok je heuristika davala resenje
nakon 0.758 sekundi. Uclestalost poziva je bila normirana na 100, te je teorijski maksimalna
moguca vrednost oCekivane pokrivenosti takode jednaka 100. Za parametre i ¥ su uzete
vrednosti 0.001 i 0.00001, respektivno. Trenutni raspored vozila i preporuceni raspored na
osnovu modela se mogu videti u Tabeli 3 i na Slici 8.

Tabela 3. Raspored vozila hitne pomoci po opStinama Beograda

Optimalni raspored na osnovu modela

Opstina Trenutni raspored 00-04 04-08 08-12 12-16 16-20 20-24
Stari Grad 1

Vracar 0 6 7 7 7 6 6
Savski Venac 5

Rakovica 1

Zvezdara 1

Novi Beograd 3 7 6 6 6 7 7
Zemun 2

Palilula 4 2 2 2 2 2 2
Vozdovac 2 5 4 4 4 5 5
Cukarica 2 2 3 3 3 2 2
Surdin 1
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Ocekivana pokrivenost dobijena na osnovu modela je za trenutni raspored jednaka 98.72,
dok se rasporedom dobijenim algoritmom dobija vrednost 99.44. Beogradski zavod za hitnu
medicinsku pomo¢ koristi veliki broj stanica, Sto indikuje da su vrednosti parametara S iy
koje odgovaraju realnoj situaciji znacajno manje od onih koriséenih u prethodnoj proceni.
Algoritam je davao slicne rezultate i za manje vrednosti parametara. Specifi¢no, kada su obe
vrednosti 0, rezultat se razlikuje u tome $to su samo 2 vozila u po 2 vremenska perioda
premestena iz opStine Vracar u opsStinu Stari grad, i 1 vozilo u jednom periodu iz opstine
Vozdovac u opstinu Cukarica. Pri novim parametrima, ocekivana pokrivenost na osnovu
realne situacije je 99.72, a na osnovu algoritma 99.95.

Ukoliko se ura¢una cena koriS¢enja baznih stanica, rezultati pokazuju da se vrednost ciljne
funkcije moze povecati za 0.72%, a da se pri tom koristi samo 5 umesto 10 stanica koje se
trenutno koriste na teritoriji Beograda. Slicno, ukoliko se pretpostavi da je dozvoljen
proizvoljan broj stanica, vrednost ciljne funkcije se moze povedati za 0.23%, pri smanjenju
broja baznih stanica sa 10 na 6.

[a) Trenutne lokacije baznih stanica (b) Optimalne lokacije baznih stanica

Slika 8. Trenutni i optimalni raspored baznih stanica

Na Slici 8 se moZze videti da je ukupan broj baznih stanica manji pri optimalnom rasporedu.
Ovakvi rezultati ukazuju na to da se najveéi broj poziva dogada iz nekoliko poslovnih i
komercijalnih centara.
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7.3 Rezultati na generisanim instancama manjih dimenzija

Za sve test instance, broj ambulantnih kola i regiona je srazmeran broju potencijalnih baznih
stanica |W|. Test instance su generisane za razli¢ite vrednosti |W|. Najmanja instanca ima 10
potencijalnih baznih stanica, i svaka sledeéa instanca ima 10 potencijalnih stanica vise.
Algoritam za reSavanje problema linearnog programiranja preuzet iz rada [58],
implementiran u CPLEX 12.1 reSavacu i rezultati dobijeni njegovim izvrSavanjem su uzeti kao
osnova za poredenje sa rezultatima dobijenim VNS algoritmom. Dobijeni rezultati su
prikazani u Tabeli 4.

Tabela 4. Uporedni rezultati VNS algoritma, i algoritma linearnog programiranja

4 Max,p Maxyys Typ Tins Tyns Trea

10 535.36 535.36 3.538 0.303 1.531 56.73
20 1161.13 1161.13 82.465 1.159 3.658 95.56
30 1769.33 1769.33 344.388 3.530 5.609 98.37
40 2384.20 2384.20 272.726 4.660 15.923 94.16
50 2976.18 2976.18 524.389 9.322 24.726 95.28
60 3578.55 3578.55 3442.764 121.762 133.480 96.12
70 4177.13 4177.13 2541.610 153.799 156.441 93.84
80 4772.26 4772.26 3393.810 220.890 335.245 90.12
90 5344.39 5348.46 7214.318 231.526 539.423

Kolona Max;p u Tabeli 4 oznacava najbolji rezultat dobijen izvrSavanjem modela linearnog
programiranja koji je implementiran u CPLEX reSavacu 12.1, dok kolona T;p, oznacava vreme
koje je algoritmu bilo potrebno da dobije rezultate. CPLEX 12.1 reSavac je izvrSavan na
instancama pocev od najmanje, sve do instance za Cije reSavanje je bilo potrebno preko 2
sata (7200 sekundi). ReSavanje instance za |W| = 90 je prekinuto posle zadatog ograniéenja
od 7200 sekundi i zabeleZeno je do tada najbolje zagarantovano pronadeno resenje. U Tabeli
4 osencene Celije predstavljaju resenja dobijena prekidom izvrSavanja CPLEX 12.1 reSavaca
usled prekoracenja vremenskog ogranicenja.

Kolone Maxyys i TEys se odnose na VNS algoritam, i sadrie najbolje pronadeno re3enje, i
vreme potrebno da se to redenje pronade. Preciznije, kolona Tjys ozna¢ava vreme koje je
bilo neophodno VNS algoritmu da dostigne najbolje redenje, dok je u koloni Ty zapisano
vreme potrebno algoritmu da ispuni kriterijum zaustavljanja. Za svaku instancu vrednosti
predstavljaju prosek u 10 testova sa razli¢itim inicijalnim vrednostima.

Razlika u vremenu izvrSavanja dva algoritma je zapisana u koloni T,.., i predstavlja ubrzanje
dobijeno koris¢enjem VNS algoritma u odnosu na LP algoritam. Ubrzanje je predstavljeno u

E
obliku procenata i dobija se formulom 100 X (1 - %)
LP
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U Tabeli 5 se mogu pronadi detaljniji podaci o rezultatima izvrSavanja predlozenog VNS
algoritma. Kao osnova za poredenje uzeti su rezultati dobijeni trivijalnim, Greedy
algoritmom, zapisani u koloni Maxg,ceqy- Algoritam pocinje od svih praznih stanica. Pri
svakom koraku proverava se koliko ¢e se unapredenje u ocekivanoj pokrivenosti dobiti
ukoliko se novo vozilo postavi u neku stanicu u nekom vremenskom intervalu. Takve provere
se vrse za svaku stanicu i svaki interval za koje to ogranicenja dopustaju, i novo vozilo se
postavlja tako da se unapredenje maksimizuje za dati korak. Ovakav algoritam je slican
algoritmu najstrmijeg spustanja.

Tabela 5. Detalji rezultata izvrSavanja VNS algoritma na instancama manjih dimenzija

W Maxgreedy Maxyys Yovns AvgErr
10 509.66 535.36 100 0.000
20 1111.85 1161.13 90 0.525
30 1699.89 1769.33 90 0.680
40 2274.78 2384.20 100 0.000
50 2809.45 2976.18 70 0.051
60 3359.50 3578.55 80 0.120
70 3873.91 4177.13 80 0.152
80 4382.11 4772.26 80 0.168
90 4843.46 5348.46 70 0.273

Kolona %yys predstavlja u kom procentu sluéajeva je VNS algoritam dosegao optimalno
reSenje. Za svaki test tokom koga je VNS algoritam dao sub-optimalno resenje, zabelezeno je
odstupanje od optimalnog reSenja i prosecno odstupanje je zapisano u koloni AvgErT.
Greska je relativna u odnosu na trivijalno reSenje, tj. smatra se da razlika izmedu vrednosti
dobijenih Greedy i VNS algoritmom ima viSe smisla od razlike izmedu VNS algoritma i O
vrednosti. Formula za izradunavanje je prosek svih vrednosti 100 x ——2XVNS=Ri za
Maxyns—Maxgreedy

testove koji nisu dosegli optimalno reSenje, gde je R; rezultat dobijen za partikularni test i.

7.4 Rezultati na generisanim instancama vecih dimenzija

U slucaju generisanih instanci vecih dimenzija, implementacija algoritma linearnog
programiranja iz rada [58] ne moZe dati optimalna reSenja u doglednom vremenu
izvrSavanja. Dopusteno vreme izvrSavanja algoritma linearnog programiranja je bilo 2 sata
(7200 sekundi). Instanca sa 80 potencijalnih baznih stanica je bila instanca najveéih dimenzija
za Cije reSavanje je algoritmu linearnog programiranja bilo potrebno manje od 7200 sekundi.
Iz tog razloga, na instancama vecih dimenzija testiran je samo VNS algoritam koji se relativno
brzo izvrSava imajuci u vidu dimenzije i teZinu instanci.
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Eksperimentalni rezultati dobijeni na generisanim instancama vecih dimenzija su prikazani u
Tabeli 6, na isti na¢in kao u Tabelama 4 i 5. Za svaku partikularnu instancu, maksimalne
dobijene vrednosti u 10 testova su dobijene u dovoljno velikom procentu testova (30% -
70%) da indikuju da su dobijena resenja visokokvalitetna.

Tabela 6. Rezultati VNS algoritma na veéim instancama

14 Maxgreeay Maxyys TI}S'NS TI/ENS Yovns
100 5347.97 5804.03 198.30 376.02 60
110 5806.88 6306.18 198.45 370.55 50
120 6251.41 7139.13 312.00 573.78 60
130 6678.34 7110.79 394.32 714.40 40
140 7105.73 7866.51 581.72 1038.42 30
150 7525.62 8218.89 411.44 723.81 60
160 7935.67 8772.98 444.61 770.97 50
170 8320.06 9136.97 324.65 555.00 70
180 8684.84 9872.48 1032.49 1740.41 40
190 9018.51 10358.88 812.82 1351.21 60
200 9370.57 10728.39 935.99 1534.77 40

Na Slici 9 se moze videti znacaj ubrzanja dobijenog koris¢enjem heuristickog algoritma.
Vremena izvrSavanja, pored dimenzija instanci, znacajno zavise i od konfiguracije. Medutim,
predloZeni algoritam promenljivih okolina je stabilno reSavao problem za instance velikih
dimenzija (|JW| = 200) za manje vremena nego $to je algoritmu linearnog programiranja bilo
potrebno za instance manjih dimenzija (|W| = 60).
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Slika 9. Poredenje vremena izvrSavanja na test instancama
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8. ZAKLJUCAK

U ovom radu prikazana je implementacija osnovne metode promenljivih okolina za resavanje
problema rasporedivanja i prerasporedivanja vozila sluzbe hitne pomodéi po baznim
stanicama koja odgovara karakteristikama problema i garantuje brzo izvrSavanje. Dat je opis
problema, teorijska osnova i opis implementacije metode, i analiza rezultata testiranja na
instancama generisanim u skladu sa postoje¢om literaturom, kao i na realnoj instanci za
teritoriju Beograda.

Naucni doprinos rada se ogleda u ¢injenici da je prvi put za ovaj problem upotrebljena
metoda promenljivih okolina. Za instance manjih dimenzija koje algoritam linearnog
programiranja implementiran u CPLEX 12.1 reSavacu uspeva da reSi, metod pronalazi
optimalne rezultate. Za instance vecih dimenzija, algoritam linearnog programiranja ne
pronalazi optimalno resenje u doglednom vremenu. lzvrSavanje predloZzenog algoritma
osnovne metode promenljivih okolina se zavrSava za znacajno manje vremena, i ¢injenica da
se u velikom broju testova za istu instancu dobija isto reSenje daje razlog da se veruje da su
ta reSenja ujedno visokokvalitetna.

Dalji rad se moZe odvijati u vise pravaca, medu kojima su:

1. Granularnija paralelizacija koja se moze skalirati na veliki broj procesora
Hibridizacija metode promenljivih okolina sa drugim heuristickim ili egzaktnim
metodama
3. Unapredivanje modela, i to tako da:
uzeti u obzir moguénost velikih incidenata kao Sto su saobracajni udesi
uracunati lokaciju vozila tokom, i neposredno nakon pruzanja usluge
uvesti u model moguénost dodeljivanja razlicite hitnosti razli¢itim pozivima
prilagodavanje modela za reSavanje problema optimizacije nekih drugih sistema
za reagovanje u hitnim situacijama (vatrogasci, policija) uzimajuéi u obzir njihove
specificnosti
4. Poredenje sa drugim heuristickim metodama
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