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I'maBa 1

YBoOI

2KuBumo y TpenyTKy Kaja cy uHpopmaluje jako Bpeane. CBaKOIHEBHO ce
MPUKYILbajy TepadajTH MmojaTaka O TOMe KaKO KPajibU KOPUCHUIM KOPUCTE Pa-
3HE TMPOU3BOZe. Y CKJAILY Ca PACTOM KOJIWIWHE MPUKYIJBEHUX MOJIATaKa Pacia
je m morpeba ma ce TO MHOINTBO MMojaTaka eUKACHO aHAIU3UPA KAKO OU ce
U3/BOJUJIN TIOJIAIIA KOjU MOrY jia ce ymorpebe. OcHOBa cBake aHaJju3e je mpe-
tpara. Ca BpeMeHOM, CMUIIJbEHE Cy pa3He CTPYKType Io/aTaka Kako O ce
nperpara yauHuiIa OpyKoM U epuKacHujoM. JesHa 011 epUKACHUJUX CTPYKTYPa
3a mpeTpary BeJUKOr cKyla mojgaraka je @ubonaumjeB xun. Y HACTaBKY pajia
je mpukazan Teopujcku KoHmenT cTpykrype @ubonaumjeB xun. Objammene cy
OCHOBHE OIIepaIlije ca TOM CTPYKTYPOM, KaKO C€ KOPUCTH y TEOPHUjU U MPAKCH,
Kao U IMporpaMcka peaJjim3aiiija came crpyktype. Ha Kpajy je cepujom exkcriepu-
MeHaTa yTBpheH oxHoc usMelhy nepdopmancu bunapHor xuna 1 PuboHaunjeBor
xuna. C 063upom Ha TO na ce PubOHAYUM]EB XU HE KOPHUCTH TOJUKO YeCTO y
IpakKch, MOCTOjU jaKO MaJjio JinTepaType Koja obpalyje OBy CTpyKTypy IOIa-
Taka. Y pajy je Hajsurie Kopunihena Kmura “Intoduction to Algorithms" koja
je HaBeJleHA Yy JieJly O JINTEPATYPU.
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I'maBa 2

XTI

2.1 DbunaapHM Xumn

Xwur je 6GuHApHO €TAbJIO KOje 3a/I0BO/bABA YCAOE TUNG: KIBYY CBAKOI YBOPA
je Mamu WM jeJHaK OJi K/bydeBa HeroBHX cuHOBa. Herocpeana mocieauna
nedbununuje (360r TPAH3UTUBHOCTH pejanuje <) je Ja je y XUy CBAKH 94BOD
MarbU WM jeJHAK O KJbYy9eBa IHEOBUX ITOTOMAKA.

XU je orojiaf 3a peaanu3alijy Aucme ca npuopumemom, aucTpakTHe CTPYK-
Type mojaTaka 3a KOjy Ccy JeduHucame aBe omeparmje:

e umetni(z) - yMerHu y CTpyKTypy Kibyd T

e ukloni() - o6pumu HajMamu KIbYT U3 CTPYKTYDE.

Bunapnu xum ce Moxke peajn30BaTH UMJIMIIMTHO WJIM €KCIIUIIATHO 331aTUM
crabyioM. Y HACTABKY Ce KOPUCTHU UMILIUIIATHA PEaM3allija jep ce oneparije
MOT'Y U3BOJIUTH TaKO Jia cTabJ/io yBeK Oyjie ypaBHOTEKEHO.

Jlakye, K/bydeBH XHIIa Cy CMeNITeHH y BeKTop A, mpu demy je k ropma
rpaHuiia 3a 6poj esiemenara xuna. Ako je n Tekyhu 6poj ejleMeHaTa XuIa OHJIa, Ce
3a CMeITambe eJIEMEeHATa XUIa KOPUCTe JIoKaruje y Bekropy o 1 o n. Ilpurom,
aKoO je eJIleMeHT Ha -TO]j MMO3UINjH, OHJIa CY IherOBU CHHOBU Ha MO3UNIAjaMa 2 U
21+ 1.

ITox BucuurOM h cTabia ce moapasymeBa OPOj IBOPOBa O KOPEHA 10 Hajy1a-
JbeHHjer JINCTA.

Kowmmrerno 6bunapuo ctabsio Bucuse h je crabiio ca m IBOpoOBa y KoMme bu ce
TUX N YBOPOBa MOIJIO HyMepucaru OpojeBuma ox 1 10 n, Kao Kaja 6u To 6mio
MPBUX N YBOPOBA y MyHOM cTabsy Bucume h. Ilyno bumnapmo ctabiio je 6mHAPHO
crabio BucuHe h Koje caapxu 2 — 1 uBoposa.

Kowmmerno cTabio ce momymasa ¢ jeBa Ha JECHO:

® CBU JIMCTOBU CYy Ha MCTOM HHUBOY MJ/IX Ha JIBa CyCe€lHa HUBOA,

® CBHU YBOPOBHU Ha HAJHIKEM HUBOY Ce€ HaJjia3e IITO je Morylie Buiie JieBo.

7



8 I'JIABA 2. XUIT

VYKiaamame ca Xulla ejieMeHTa ca HajMamuMm KJbydem. Kibyda Haj-
mamber esemenTa je A[l], nma ra je mako npomahu. Ilocse Tora je morpeGHO
TpaHchOPMECATH TIPEOCTANH CaJIp’Kaj BEKTOpa TaKo Ja NPeJCTaB/ba UCIPaBal
xun. To ce moxke mocruhu rako mro ce A[n] npekonupa y koper A[l] u 6poj
esleMenaTa n, cMamn 3a jeran. Osmaummo ca © = A[l], HOBE KJbyY KOpeHa, a ca
y=min{A[2],A[3]} mamu ox kipyueBa cuHOBa KOpeHa. Ilogcrabiaa ca KOpeHHMa
y A[2] u A[3] cy ucupaBH XumoBn, ako je ¥ < Yy OHJA jeé KOMIUIETHO CTabJIo
ucnpaBaH Xui. Y IOPOTUBHOM akKo je T > Y, IHOCJIe 3aMeHa MecTa KJbydeBa
x Uy, y crabily, OTHOCHO BEKTOPy A, MOACTab/I0 ca HEMPOMEHeHUM KOPEHOM
OCTaje WCIpaBaH XUII, a y APYTOM TOACTabsy je mpomemsen (yBeham) Kibyd y
kopery. Ha To mpyro momcrabiio ce mpuMemsyje PeKyp3UBHO (MHIYKIHja) UCTA
IIpoIeIypa Koja je mpuMemeHa Ha MOJa3HO cTabs0. VHIyKTHBHA XUIIOTE3a je
Jla aKo je mocJe i Kopaka x Ha nosunuju A[j], onga camo mojerabiio ca KOpeHoM
Alj] eBenTyasiHO He 3aj10BOJbaBa ycioB xuna. lasme ce x ynopelyje ca A[2j5] n
A[2j 4+ 1] (ako mocroje) u aKo HUje MamU WK jeAHAK 07 oba oBa KJbyda, 3a-
Membyje MecTo ca BehuM on mux. Jlakmie, Kbyd T ce CIyIlTa Ha J0Je, CBE 0K
He JIOCIIE Y JIACT WJIM y KOPEH HEKOr MojCcTab/ia y KOME je MAarbl WU jJeJHAK O]
KJbyda 06a cHHA.

VYmMerare HOBOT ejleMeHTa y XUIl. Bpoj esemenara n ce nmoseha 3a jegan
u Ha cia060aHy no3uimjy A[n] ce ynume HoBu Kibyd. Taj Kibyd ce ymopebyje ca
KJbydeM ora [i], Tie je i=[n/2], na ako je Mamu 0 Bera, 3aMermbyjy UM ce MecTa.
Osa 3amena MOxKe caMo Jia yMamu Kibyd Afi], na fie usop ca xkibydem Ali] 6uru
KOpPEH nCIpaBHoT xuna. Moxke ce mokasaTn 1a je ciaejnelia nHyKTUBHA XATIOTE3a
TavHA: aKO je yMETHYTH KJbyd IOCJIe HU3a MPEMEIITama J0CTIeo y eqeMenT Alj],
oHzia je cTabio ca KopeHoM A[j] mcmpasaH xui, a ako ce HojcTabiIo YKJIOHH,
ocTaTak cTabJIa 33/10BO/bABA yCJIOB XUla. 1Iponec ce HACTAB/bA IIPEMEIITAHEM
KJbyJa HaBWINE, CBe JOK He Oyne Behn mim jeHax o Kibyda oI, WA JIOK He
mobje 10 KopeHa, Taja KOMILIETHO CTabJIo 33/I0BOJbaBa YCJIOB XHIIA.

Bpoj ynopehuBama npuinkoM n3BpiraBama 00e oreparyje je OrpaHnIeH BU-
CHHOM cTabJIa, jep je ToTpeOHO M3BPIINTH HajBUINEe h 3aMeHa KOpeHa moacTabira
ca jeTHIM O] FbeI'OBHUX II0TOMAaKa KaKo 01 y MOTIYHOCTH BayKMJIO CBOjCTBO XWUIIA,
onuocHo (logn). Henocrarak GuHAPHOI XUIIA je Y TOME IITO CE TPayKermhe 3a-
JIaTOT KJbyda He m3BpinaBa edukacHo. Ocum Tora, criajameM JIBa HU3a KOjU
perpe3eHTyjy OnHapHE XUITOBE KOPUIITNEHEM OIePAIlje KPenpamba MUHAMATHOT
XHlla, ollepalyja unija, ce y HajropeMm ciydajy usspinasa 3a speme ©(n). Omue-
panyja Kpenparma MAHAMAJIHOT XUIIA Ce M3BPIIaBa TAKO IITO ce Kpehe Kpo3 Hu3
oJ1 eJleMeHaTa KOju je OoTall uYBopa ¢ /10 1. ejgemMeHnTa Hu3a. llo3uiuja IBOpOBa
CHHOBA U 0YeBa C€ MeHa aKO HUCY y UCIPABHOM IIOPETKY.
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Cmuka 2.1: Ilpumep GuHApHOr XHUIA MPEJICTAB/HEHOr MPEKO cTabiia, OHOCHO
Hu3oM. Kibyu cBakor uBopa Behu je oj1 K/byueBa CHHOBA.

2.2 M-xun

M-xur je amcTpakTHa CTPYKTypa MojaTaka Koja moap:kasa ciernehe omepa-
nmje: kreiraj, ubaci(H, x), minimum(H), izvadi_min(H), unija(H,, Hy).
Omnepanpje kao mro cy: ubaci(H, z), unija (Hi, Hy), umanji_kljué(H, k,
x) OubOHAIM]EBOT XUIIA Ce U3BPINABAjy 38 KOHCTAHTHO aMOPTH30BAHO BPEME, 3a
pa3JIMKy O UCTHUX Ollepalinja OMHAPHOL XUIla. 300T TOTa je OBa CTPYKTYpa jaKko
TIOT0JTHA, 33 AIIUKAIIAje KOje YUECTAJIO0 TO3UBAjy MPETXOJIHE TPU OIepalnje.

M-xwuIl je CTpyKTypa MojaTaka y K0joj CBaKU eJeMeHT (YBOD) UMa KJbYd U
KOja moaprKaBa ciefiehux meT orneparyja.

1. kreiraj () - kpeupa u Bpalia HOBU XUII KOjU He CAIAPKU HUJEJIAH EJIEMEHT.
2. ubaci(H, x) - ybanyje eJeMeHT & KOMe je IPUAPYKEH Kibyd y Xuil H.

3. minimum(H) - Bpaha nokasusad Ha ejneMeHT y xuny H 4uju je Kibyd
HajMambHu.

4. izvadi min(H) - 6pume u3 xuna H ejleMeHT ca HajMAmbUM KJbydeM U
Bpaha moKa3WBaY HA €JIEMEHT.

5. unija(H;, Hs) - kpeupa u Bpaha HOBU XHUII KOjU CAJPXKU CBE €JIEMEHTE
xunoBa Hy; u Hy. OBoMm onepanujom ce 6punry xunosu Hy u Hs.
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Dubonaunjes xuil (Tauka 2) je peasnuzanuja M-xuia Koja ocUM CTaHIADIHUX
oneparyja M-xuma, moap:kaBa joIIr JiBe oreparyje:

1. umanji_klju¢(H, z, k) - nonemyje enementy x u3 xuna H HOBY BpesHOCT
KJbyda, 3a KOjy Ce IPEeTIOoCcTaB/ba Ja Huje Beha 0o TPEHyTHE BPEIHOCTH
KJby4a.

2. ukloni(H, z) - ykiamwa ejeMeHT ¢ u3 xuna H.

IToxpazymesana Bapujanta M-xumra moaprkasa oneparje minimum, izvadi

umanji kljué. Anasorno ce Moxke KOpUCTUTU CUMETPpUYHA BapujaHTa M-xura

ca omeparujama maksimum un uveéaj kljuc.

Y tabenmu 2.1 nmpukazaHo je mopeheme CII0KEHOCTH olepaliija OnHapHOT U
®ubonaunjepor xurna (moryeJaTH Morasbe 3). 3a GUHADHU XUII Cy [IPUKA3aHe
CJIO’KEHOCTH OIlepallija y HajropeM ciiy4ajy, 1ok cy 3a PuboHauujeB Xull mpu-
Ka3He aMOPTH30BaHe CJIOXKEHOCTH, OTHOCHO ITPOCEYHE CJIOKEHOCTHU 33 JIyTradak
HU3 Olepalryja MUCTOr THMa. ¥ TAadKd 3, IPUKA3AHU Cy PE3yJITarTu mnopehema
ouuapHor y omHocy Ha PubonaumjeB xum y omepanujama ubaci, minimum,
izvadi_min u umanji_kljué.

Omneparyje Bunapuu xun (naj- | Pubonauuje xun
ropH CJIydaj) (amopTH30BaHO
BpeMe)

kreiraj hip O(1) O(1)

ubaci O(logn) 0(1)

minimum O(1 o(1)

izvadi_min O(logn) O(logn)

unija O(n) O(1)

umanji_ kljuc O(logn) O(1)

ukloni O(logn) O(logn)

Tabena 2.1: Ynopehusame cioxkenoctu omneparuja dunapuor xuna u Pudona-
YHjeBOI' XUIIQ

Y rabenu 2.1, QubonaumjeB Xuil uMa O60J/bY ACUMIITOTCKY BPEMEHCKY T'pa-
HUIy Hero OuMHApHM XuI 3a omepanumje ubaci, unija, umanji kljué¢, nox je
CJIO’KEHOCT OCTAJINX ONePAIija UCTa Kao KO OMHAPHOT XUMa. Y KOJUKO Y AIlIN-
KaIliju HEje moTpebHa omepalija unija OMHAPHU XUII jeé CACBUM IIPUXBATI/HUBO
pemteibe. MebhyTum, ako je ona HeomxojHa, mepdopmarnce OMHAPHOT XWUMa Cy
3HATHO JIOIIHje.

min,
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Crpykrypa PudoHaumjeBor
XUIIa

Craka CTpyKTypa MOJATAKa Ce CACTOJU OJT YBOPOBa. UBOPOBH Ce Pa3/InIUTO

HedUHUILY y 3aBUCHOCTH OJI CTPYKTYyPe IO/IaTaKa KOja X CAJIPIKU.

Ysop crabsa ce cacToju of] Kibyda (BPEIHOCTH) U HOKA3UBAYA KOjU
aJIpecy CHHA.

YBop ABOCTPYKO IIOBE3aHE JIUCTE Ce CACTOJU OJ1 Kibyda (BPeJHOCTN)
3UMBada KOjU CaJIpIKe aJIpecy MPeTXOIHOT u ciejaeher aBopa.

Dubonaunjes xun ( D-xun ) je KpyzKHA JIMCTA KOPEHOBa cTabaja Koja 3a-
JIOBOJbABA]y CBOJCTBO (YCJIOB) XHUIIa, OJJHOCHO CBAKU YBOD CTA0JIa UMa BPEJIHOCT

KJby4a Belly WiIu jeJIHaKy OJf BPEJIHOCTH KJbYUa CBOT OIfa.

H.min
Y
@ "ilr Sesmemmeanees f;_ kl?}" -eme-{24)

Cinuka 3.1:
[Tpumep PubonaxnjeBOr XWUIIA.

11
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1 IIOKa-
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H.min
Y
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Cimmka 3.2:

Herapra crpykTypa PuboHaUMjeBOT XUIIA.

Ciuka miycrpyje Kako cy mnoBe3anu uBopoBu PubonauumjeBor xmma. Kao
mTo BUAUMO, oTarl uBopa 3 je NIL, 10K je uBOp ca KibydueM 52 jeaH OJT CHHOBA.
Jlucra nene uBopa 3 je cacrasipera o uBoposa 18, 52 u 38. JleBo ox uBopa 52
je uBop 18, necno ox uBopa 52 je uBop 38. Usop 39, 41, 30 nau nak 35 cy jenunu
cuHOBH cBor ora. [Ipenusnuju omuc crpykrype P-xuna cjaeau y HaCTABKY.

CBaku 4BOp & CaJIPXKM [TOKa3MBave x.otac KOju NoKa3yje Ha OIla U T.Sin KOju
nokasyje na cuna usopa r. CHHOBU YBOpa X Cy KPYXKHO IIOBE3aHU, JTBOCTPYKO
IIOBE3AHOM JINCTOM, KOjy HAa3WBAMO AUCMOM CUH06a 4eopa xr. CBaKW CUH Y y
JINCTH CHHOBA, NMAa MoKa3uBade y.levo u y.desno Koju moka3yjy Ha JIEBUA U JIECHU
IIOTOMAK, PECIIEKTHBHO.

[ToTommu ce Mory 1ojaBUTH y OMJIO KOM HOPETKY y JIMCTU CHHOBA. UWUIbeHUIA,
Jla ce OBa CTPYKTYpa CacTOju M3 KPYXKHUX, JBOCTPYKO [OBE3AHUX JIHCTA, UMA
onpebenux npegaoctu. Moxke ce 101aTn 1 00pucaTH YBOP ca OUIIO KOje JIOKAIHje
3a Bpeme O(1), a morylie je u cnajame JBe KPy:KHO II0Be3aHE JILCTE Y jelHY, 3a
Bpeme usBpiiasatba O(1).

YKOJIUKO je Yy jeJVHU CHH, OHJIA je 3aJ0BOJbeH Ccjenenu ycJioB:

y.levo = y.desno =y
Csaku uBop x uma cienehe arpubyre:
e x.stepen - campku OPOj CHHOBA IBODA T,
e x.markiran - mpuKa3yje ma Ju je OOpHUCcaH HEKN O CHHOBA IBOPA & TIOC/IE
TPEHYTKa KaJa je X IMOCTa0 CHH HEKOT HOBOT 4BOpa. ATpubyT MOXKe na

uMa BpesHOCT true mim false. YBOpoBM KOju Cy MapKUpaHWU Ha CIAUKAMa
Cy O3HaYeHU I[PHOM OOjOM.
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HoBo-kpenpanu 4BopoBu Cy HEMApPKUPAHHU U CBAKU IIyT KaJia & IOCTAHE JIeTe
HEKOI' HOBOI' YBOpa, HeroB arpudyt x.markran jpobuje speauoct false. OBo ce
JeraBa y OKBUPY ollepalluje upis 0 Kojoj he KacHuje OuTH pedu.

Oubonaunjepom xuiry H ce mpucTyma mpeko nokasuBada H.min Koju moKa-
3yje Ha YBOp KOpeHa cTabjia ca HajMamoM BpemHomhy kibyda. OBaj 4Bop ce
30Be MUHUMAAHYU 480p DubomaumjeBor xumna. YkKoauko PuboHAM]EB XUI
UMa BUIIlE YBOPOBa YHjU KJ/bYUEBH MMAa]y UCTY BPEIHOCT KOja je IPUTOM U MU-
HUMAJIHA y OJHOCY Ha €0 XWII, OHJa OWJIO KOjU OJf TUX TBOPOBA MOXKE OUTH
vuanMasHA 9Bop H.min. Kama je @ubonaumjeB xum nmpas3aH OHIA je 3a10BO-
JbeH yemoB H.min = NIL.

Arpubyr ®-xuita Koju MpeicTaB/ba YKyIllaH Opoj YBOpoBa ce obejierkaBa ca
Hn.

Craku 4Bop crabsia y PuboHAYMjeBOM XUITY je TIOBE3aH IMPEKO JIEBOT U JIECHOT
[TOKa3WBa4Ya KPY?KHOM, IBOCTPYKO [TOBE3AHOM JILCTOM, C& CYyCEIHUM KOPEHHMA,
aJIi UCTO TAKO je MOBE3aH U Ca CBOjUM CHHOM U orieM. JIucra Koja je cacTaBbeHa
0J1 JIBOCTPYKO IIOBE3aHE JIUCTE CYyCEJIHUX UBOPOBA, KOjU HEMajy OIla, Ce HAa3WUBa
Kopera aucma Pudbonaunjesor xuna. Y okBupy Pubonadnjesor xuna, crabia
ca MOTY TI0jaBJbUBATH y OMJIO KOM ITOPETKY.

3.1 Meroma moTeHIIjaJIa 3a aHAJIN3Y aMOPTU30-
BaHe CJIOYKEHOCTH

3a anajusy nepdopmancu oneparja OuboHauMjeBOr Xuiia KOPUCTH CE Me-
TOIa, MOMEHUUJAN.

Merosa norenrujaga pajan Ha ciegaehn HaUUH:

U3BpIIABA Ce 7T Ollepanyja, HOYnEynu oJ MHUIMjaaHe CTpyKType Sp. 3a
cBako ¢ = 1,2,3,..,n HeKa je ¢; IeHa i-Te omepanuje n HeKa je D; CTPyKTypa
mojlaTaka Koja je HacTajla Kao pPe3yJITaT IpUMeHe ¢-Te Ollepaliije Ha CTPYKTYDPY
nonaraka D;_1. Oyukruja norennuja ¢(D;) mpecinkasa CTpyKTypy HOAATAKA
y Heku 6poj. OBze ce yBOIM U aMOpPHUT30BaHa IIeHA i-Te Olepallyje Koja ce
nedunnite Ha ciaegehn HaduH:

¢ =c¢+ (I’(Dl) — (I)(Di_l)
IIpema Tome, amopTH30BaHa II€HA je jeqHaKa 30MPy CTBAPHE IIEHE U IPOMEHE
IIOTEHIIHjAJIa.

Ha OCHOBY HPETXOJAHOI', YKYIIHa aMOPTHU30BaHa II€Ha IIpU U3BpPIIaBakby N
omeparyja je:

Zc = Zc +®(D;) — B(Di_y)) = Zc + ®(D,) — ®(Dy)

Axo pmedunumenmo norennujanny dyukuujy ® 3a kojy saxu: ®(D,) >
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®(Dy), Taga 1obujamMo ropiby IpDaHUIly YKYIHE II€He jep BaXKH Ja je:

n n
E ¢ > E ¢
i=1 i=1

YV mpakcu He 3HAMO KOJIMKO he OuTH MOTPebOHO Olepalnja MPU U3BPIIEY,
TaKO J[a jeJHOCTABHO MOXKE J1a Ce KaxKe Jia je MOTPeOHO 7@ Cce 3a/I0BOJHH YCJIOB
®(D;) > ®(Dy) 3a cBako i. O6uano ce nedunume na je Y(Dy)=0 u HaKoH TOTA
ce nokaxke: ®(D;) > 0 3a cBako i.

MuaTyuTuBHO, aKo je pasJiuka IIOTEeHIMjala i-Te onepanuje no3utusHa (¢; >
¢i), OHJIA je aMOPTU30BaHa IeHa ¢; nperivialiena W HOTEeHIMjaJ CTPYKTYDe II0-
naraka ce moBehasa. MehyTuMm, ako je pa3janka HeraTwBHa, OH/Ia HUje JTOBOJHHO
mwrahena ¢-Ta omepalja U MOTEHIHjal Ce CMaIbyje.

Crora aMopTu3oBaHa IieHa 3aBUCH O u3bopa mnorennujaitne ¢yukmnuje P.
Pasnmanre nmorennujasse GpyHKIMje MOTY BOIUTH J0 PA3IUIUTAX aMOPTU30BA-
HUX II€HA, a Ja aMOPTH30BaHA IeHA U Ja/be OCTaHEe TOPHha TPAHUIA CTBAPHE
TieHe oreparmje.

Crakn @ubonaunjes xun H nma cienehe KapakKTepUCTUKE:

e s(H) - 6poj crabasna y KOPEHO] JIUCTH U

e m(H) - 6poj MapKUpaHUX YBOPOBA.

Iorennujan ®(H) Pubonaunjepor xuna H ce mMoxke JedUHECATH U3PA30OM:
O(H) = s(H) + 2m(H)

[Torennujan je menerarusan 6poj. Ilorenmujan npa3Hor xuia je jeJHaK HYJIH.
[Torenmnujan ckyna @ubonadnjeBux XUIMOBA je jeIHAK CyMU IOjeIHUHAIHAX IO~
Teunujaia PudoOHATMjEBUX XUTOBA.
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Omnepanuje M-xumna mpuMeHOM
PudoHavnjeBOr Xumiia

3a pasnuky on OMHApHOr Xwia, M-XWI omeparmje OfjIaKy [ocao IITO je
myke Mmoryhe.

4.1 MakcuMaJgHu CcTeleH

ITpernocTaBuMo fa 3HAMO TOPEY rpaHuily, D(n), MAKCHMAJHOT CTErneHa
(6poj nene uBopa) 6usto Kor usopa y PuGOHAYMEBOM XUITy. YKOJIUKO Cy IO-
Jpxkane camo M-xun omeparuije oHIa je:

D(n) < [logn)|
MebyTm, axo cy moapzxane u onepanuje umanji kljué u ukloni onza je:
D(n) = O(logn)

Jloka3s mpeTxojiHe TBp/me je y Tauku 6, mocaemura 6.0.4.1.

Ako umamo npazan @uboHaunjeB xui u ybairyjemMo k usopoBa, PuboHaUUjeB
XUl OM ce cacTojao caMo OJi JIUCTe ca k IBOPOBa KOjH MPEJCTaB/bajy KOPEHOBE
crabasa. AKo ce HaKOH yGanuBarba IPUMEHH oneparyja izbaci  min ( Buzern
noryasbe 4.6), YBOpP KOju MMa MUHUMAJHY BPEIHOCT Kjbyda ce u3bailyje u3
JimcTe u moka3uBad H.min ce mocrassba Ha HOBU YBOD Ca HajMambUM KibydeM. [la
OU ce MPOHAIIA0 HOBU MUHUMYM, HEOIIXO/IHO je Jia ce mpeTpaxku k — 1 yBoposa.
V TOKy IpoHaJaKemkha MUHUMAJIHOI YBOPa, YBOPOBH Ce MOI'Y II0BE3aTH y CTabJIO
ca MamuM OpojeM YBOPOBaA Y KOPEHCKO] JincTu. BemdnHa HOBE KOPEHCKE JINCTE
je majsumme D(n) + 1. TuiaBua uueja Koja ce OBJie KOPUCTH je JIa CBH YBOPOBU
umajy pasiauuute crenere ( a majsehu crenen usopa je no npernocrasuu D(n)

Bes 063upa Ha TO KaKo je KOpeHa JINCTa PaHUje U3IJIeala, TPUMEHOM OIle-
pamuje izbaci min, ceaku uBop u3 Jucre fie umaTu crenen Koju he ce pasim-

15
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KOBATH OJf CTeleHa GH/I0 KOI JIPYror YBOpa W3 Te UCTe JIACTe. BesndnHa HOBe
KOpeHe JiucTe HaKkoH izbaci  min je majsume D(n) + 1.

4.2 Kpeupame PuboHauMjeBOr XUMA

Jla 6u ce kpeupao npazan Oubonaunjes xur, TOTPEOHO je TPUMEHUTU OIle-
panujy kreiraj xoja asonupa n Bpaha ®@ubonauujeB xur kox Kora je H.n = 0
u Hmin = NIL. Tlomrro y meMmy Hema crabajia, jep je Opoj YBOpOBa jeHAK
nysu, ogaocuo s(H) = 0, u Baxku ga je m(H) = 0, oHJa je IIOTEHIUjA IPA3HOT
xuta Takohe jenuax wymnu, 1j. ®(H) = 0. IIpema ToMe, poMeHa HOTEHIHjAIA
je Hyma, Te je aMOPTHM30BaHO BpeMe M3BpINaBama omeparuje kreiraj jegmako
CTBapHO] 1leHN U3BpmIaBama, ogHocHo O(1).

4.3 YbanuBame YBOpPA

Ouepanuja ubaci(H, z), ybaiyje usop & y @ubonaunjes xun H mox nper-
ITOCTaBKOM J1a 94Bop Beh cagpxku x.kljuc.
Cneneliem TceyI0Ko/1 OUCyje aaropuTaM.

1. x.stepen =0
2. x.otac= NIL
3. xsin=NIL
4.  x.markiran = false
5. if Hmin == NIL
6. kreiraj korenu listu za H u kojoj se nalazi samo ¢vor x
7. Hmin=x
8.  else ubaciti x u korenu listu Fibonacijevog hipa H
9. if x.kljuc < H.min.kljuc
10. Hmin =z

11. Hn=Hn+1

Kao mro ce Bujm u3 1ceynokoa, JUHUjE jeJlaH, JIBa, TPU U YeTUPU UHUIU-
jamusyjy arpubyre uBopa x. JluHuja mer Tectupa ja Ju je PuboHaUMjEB XUIT
npasan. AKo jecre, oHJa ce YBOp x yballyje y KOpeHy JIUCTY Koja je mpe orme-
parmmje Omra mpasua. Hakon Tora, moctaB/ba ce TokasmBad H.min Ha 9BOp .
VKoIuKO XuIl HUje 610 mpa3aH, YBOP ce caMo yballyje y KOpeHy JIHCTY, U axy-
pupa ce nokaszuBad H.min. Ha xpajy nunuja jemanaect yehasa 6poj IBOpoBa
dubonatmjeBor Xxuma 3a jejan 300r J10/1aBamba HOBOI' YBODA.
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Ja 6u ce ompeansio aMOPTU30BAHO BpeMe M3BpIaBarmbha MOTPEOHO je m3pa-
gyHaTH npoMeny norennujana. Heka cy H u H' ®uboHa4dujeBu XUIIOBU IIpEe U
IocJIe Ollepallyje, PeCIeKTUBHO.

Kako Baxu:

s(H') =s(H)+1
m(H') = m(H)
TaJla je MpOMeHa MOTEHIINjaJIa:
((s(HY+1)+2m(H))— (s(H)+2m(H)) =1
Kako je creapua nena O(1), aMOPTH30BAaHO BpeMe U3BPINABaba je:

0(1) +1=0(1)

. m.t'n

@@O@o
&

Cnuka 4.1: @uboHadnjeBor Xuia mpe oreparije yHOCA.

Y oBaj xun ybarryjemo uBop 21. Onu ce ybailyje Tako mITO ce J0Ja KOPEHO]
smctu. Pe3ynrar xuma je gaT HaApeJIHOM CIIMKOM.

H. mm

®0® @@
¢@®@'o

39)

Cruka 4.2: ®@uboHadnjeBor XuIa Mocje ornepalmje YHOCa
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4.4 IIponanakewe MUHUMAJIHOT KJby4a

Mununmanau aBop y PuboHaMHjeBOM XUILy ce BeoMa JIaKo IpoHasasu. llo-
kasuBad H.min Beh nmokasyje Ha YBOp ca MUHUMAJIHOM BpeaHOmNy Kibyda. Ha
OCHOBY TOT'a UMaMO JIa je BpeMe IPUCTyIarba MUHUMAJIHOM €JIEMEHTY jeTHAKA
O(1). Kaxko ce 3a npoHajakerme MUHUMAJIHOI YBOPA HE Merba IIOTEHIHjall,
IMaMOo JIa je aMOPTH30BaHO BpeMe M3BpInaBamba jenHako O(1).

4.5 Cnajame nBa PuboHadMjeBa XUMA

Ouepanuja unija (H;, Hs) cnaja asa @uboHavumjeBa XUl y jeIat, Ipu YeMy
ce xunoBu H; u Hs 6pumy. Crajame ce Bpiu Beoma jennocrasuo. Crajajy ce
IbUXOBE KOPEHE JIUCTE M TIOTOM ce ojpeljyje MUHUMAJIHU €/IEMEHT.

IIceymokomn anroputma 3a yuujy apa PuboHaxmjeBa Xura.

1. H = kreiraj()

2. H.min = Hy.min

3. spojiti korenu listu F-hipa Hs sa korenom listom F-hipa H
4. if (Hy.min == NIL)or (Hy.min # NIL and Hy.min.kljué¢ < Hy.min.kljuc)
5. H.min = Hy.min

6. H.n:Hl.n—FHg.n

7. return H

Jluamja 1 kpeupa npasan @Pubonaunjes xur. JluHuja 1Ba MOCTAB/HA MUHU-
MaJjIHU eJIeMEeHT HOBO-KpempaHor P-xwira HA MUHUMAJHU €JIeMEHT IIPBOI XUIIA.
VY cnenehoj munnju kopena gucta O-xuna Hs xuna mocraje KOpeHa JIMCTa HOBOT
xuna. Hakon Tora ce Ha/la3u ycjaOB y KOMe Ce HCIHUTYje Ja JIU je IPBU XUI
IIpa3aH, Wik aKo MOCTOJU JIPYTU XUII Ja JIU je TheTrOB MUHUMAJIHU €JIEMEHT MAaFhU
0J1 MUHUMAJIHOT €JIEMTEHTA, IIPBOT XUIIa, OHJa je MUHUMATHU ejeMeHT DPuboHa-
qujesor xumna H, ynmpaBo Taj MUHIMAJIHN eJIEeMeHT APYTor xuma Hy. Y HapemHo]
JIMHUjU, OPOj IBOPOBA HOBO-KPEMPAHOI XUIIA je jeTHAK 30Mpy YBOPOBA XUIIOBA
KOJU yJia3e y HeroBy U3TPaJIiby.

IIpomena morenrmjana je ciaeneha:

O(H) — (P(Hy) + P(Ho))
= (s(H) +2m(H)) — ((s(H1) + 2m(H1)) + (s(Hz2) + 2m(Hz)))
=0

saro 1o je s(H) = s(Hy) + s(Hz) u m(H) = m(Hy) + m(Hs).
IMormro ce moTeHImjal Huje TPOMEHNO, AMOPTU30BAHO BPEME U3BPIIABAIbA je
jeJlHaKO CTBAPHOM BpeMeHy u3Bpinasamba, 1j. O(1).
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4.6 VYKJjgamamhe MUHUMAJIHOT eJIEMEeHTa

[Ipunnkom n3BOhema OBe omepaliije IPETHOCTaB/ba Ce Ja Ce IMOKA3UBAYM
Yy OKBHUDPY JIUCTE aXKypHUPajy, a Ja IMOKa3UBadIu IBOPa KOju ce u3balryje ocrajy
HEITPOMEFHEHH.

ITocne Balhewa uBOpa ca MUHUMAJIHUM KJbydeM rmoceOHa TOMOhHA (DyHKITH)ja
IPOJIa3u KPO3 IBOPOBE KOPEHCKE JIICTE U IPYIUINE UX y XUIOBE Ca PASIUIUTIM
CTelNeHOBUMa, MTO 00e30ehyje cMamerme MyKuHe KOPEHCKe JIUCTE.

YV HacTaBKy je Icey10 Ko/l OCHOBHOT ajIl'OPUTMa KOjU OJI YBOPOBA JIelle MUHU-
MaJIHOT YBOpa Kpernpa KOPEeHY JIUCTY, yKIamajyhu MunuManu ejemedT. Hakon
TOra M3BpIaBa ce moMohHe (DYHKIMje Koja ce 30Be CjeINEbaBAThE.

1. z=Hmin

2. if 2! =NIL

za svakog sina x ¢vora z
dodaj ¢vor = korenoj listi Fibonacijevog hipa H
z.otac = NIL

ukloniti z iz korene liste hipa H

if z == z.desno

H.min = NIL

© ® N e W

else

10. H.min = z.desno
11. sjedinjavanje(H)
12. Hn=Hn-1

13.  return z

Ha nunauju jenan nmocrassba ce IOKa3MBad z HA MUHUMAJIHHI YBOP. Y KOJIUKO
z He noctoju, Pubonauujes xut je Beh mpazan. Mehyrum, ako MUHUMAJIHA YBOD
[I0CTOjHU, OHJA Ce IPOJIAa3u KPO3 CBAKO JIeTe UBOPa Z U CBAKO OJ IbUX Ce J0/aje
KOPEHOj JincTu. THMe OHU ITOCTajy IBOPOBU KOPEHE JINCTE, & HUXOBU POIUTEIHI
NIL. Kazma je 3aBpiien mposia3ak Kpo3 CBY JIEIly, UBOp z ce m3ballyje u3 KopemHe
mucre (Oubonaumjesor xuna H). Ako je z jeqHak cBOM JIECHOM TIOTOMKY TIOCTIE
JIMHUje IIeCT, OH/Ia je YBOP 2 JeJMHHU YBOP Y KOPEHO] JINCTU, U KAKO OH HEMA JIelle
jemnHo mMTO MpeocTtaje jecte Ja ce H.min nocrasu va NIL. Nuade, H.min ce
IIOCTaB/ba HA JIECHU TIOTOMAK 9BOpA 2. 10 IITO je Ha Iera MOCTAB/bEH ITOKA3NBAY
H.min we 3naum ma je oH 00aBe3HO M MUHUMAJIHE UBop PuboHaTMjeBOr XuUIIa,
Beh ce oH camMO TpeHyTHO HAJIa3H TY.

Crenehin kKopak je cmamerme Opoja crabajia ca XUIl CBOjcTBOM y P-xwmiry,
CIIajarbeM BHIIE YBOPOBA U3 KOPEHE JIUCTE, 3aje/[HO Ca EeMOBUM IIOTOMIMMA, Yy
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Buiie Mamux xumoBa. CjenmaBame ce 3aBpIlaBa OHOI' TPEHYTKA KaJjia CBAKU
YBOP MMa CTEIleH KOjU Ce Pa3JInKyje OJi CTelleHa OMJIO KOr' JIpyror 4Bopa u3
KOpEHE JIICTE.

IIporec cjeumaBama ce Bpim Hacjeaehn HAYWH:

1. Be3 cMmamermna OIIITOCH MOXKE Cce OPETIIOCTaBUTHU Ja 3a JBa 9YBOpa T U Y
U3 KOPEHCKE JINCTE, UCTOI' CTCIICHA BazKW:

x.kljuc < y.kljuc.

2. YKJIOHUTHU Yy W3 KOPEHCKe JIMNCTe, II0BE3aTU YBOP Y Ca IBOPOM X, TAKO Ja
49BOp ¥y Oyzae cun uBopa x. Tume ce crernen uBopa x mosehasa 3a jegaH, a
aTpubyT uBopa y.markiran nocraje false.

3a onepanyjy sjedinjavanja xopucru ce nomohun Huz A[0..D(H.n)| 3a uay-
Barbe nHdOopMaIrja O CTeleHuMa YBOPOBa Yy KopeHcke jucre. Ako je Afi] =y, o
3HAYMU Ja je iy KOPEH ca CTEIMeHOM i, OJHOCHO ¥.stepen = i. Takobe, oBme ce Ko-
PUCTH IIPETIOCTABKA J1a Ce 3HA T'OPba IPAHUIA MAKCHMAJIHOL CTEleHa, OJTHOCHO
D(H.n).

Crenehu miceyno Koj OmuCyje omeparnyjy CjeInbaBarba.

1. neka je A[0..D(H.n)| niz
2. fori=0to D(Hmn)

3. Ali] = NIL
4.  za svaki ¢vor w u korenoj listi H
5. r=w
6. s = x.stepen
7. while A[s]! = NIL
8. y = Als]
9. if x.kljuc > y.kljuc
10. zameni mesta ¢vorova x i y
11. povezati y i  u Fibonaéijevom hipu operacijom uvezati(H, z,y)
12. Als] = NIL
13. s=s5+1
14. Als| ==

15. H.min=NIL
16.  for i =0 to D(H.n)
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17. if A[i)l = NIL

18. if Hmin == NIL

19. kreiraj korenu listu Fibonacijevog hipa H koja sadrzi samo A[i]
20. H.min = Ali]

21. else ubaciti A[i] u Fibonadijevu korenu listu

22. if A[i].kljué < H.min.kljué

23. H.min = A[i].

uvezati(H,y, )

1. ukloniti y iz korene liste Fibonacijevog hipa H
2.  postaviti da je y dete ¢vora x, uvecati stepen ¢vora x

3. atribut ¢vora y markiran se postavlja na false.

Y mpBe Tpu JUHHUjE ce AJONUpa U UHUIIN]AJIN3Yje HI3, TAKO IITO CBAKU eJie-
MeHT j106uje Bpegroct NIL. Hus A koju ce nHunujaausyje 3ampaBo uMa JIBOjaKy
ysrory. IlpBa je ja TpeHyTHO UyBa mMH(MOpPMAaIUje O CTEIEHNMa YBOPOBA JIOK Ce
He 7o0De /10 crajmjymMa Kaja He MOCTOoje JIBa IBOpa Ca MCTOM BPEIHOIINY CTe-
[eHa U JAPYra J1a ce Ha OCHOBY IOIYE-EHOT HI3a PEKOHCTPYWUINe CTPyKTypa. Kom
JINHUj& 9eTUPHU JI0 YeTPHAECT KOpucTu ce for merspa, Kako O6u ce Mpomuio Kpo3
CBaKM IBOp w Kopewe Jjmcre. Mumekc uuza A mnpejcraBiba CTENEH YBOPaA, TAKO
na Als] = x 3Haun na je crenen uBopa = S. IIpoJiakereM KpPO3 KOPEHY JIHCTY
mocMaTpaMo TeKyhu 4Bop. YKOJUKO y Hu3y A He MOCTOju YBOp 4uja je Bpej-
HOCT CTEeIeHa jeIHaKa TeKylieM 4BOpYy, Ha MHIEKCY jeJHAKOM CTEIeHy YBODA,
CcTaB/ba Ce TIOKA3WBad Ha TeKyhn dBop, MuHUja deTpHaecT. MehyTum, ako IBOp
ca creneHoM S, Beli mocroju y Hu3y, OHJIA BaxKu s = x.stepen = y.stepen ma
ce 300r TOra BPIIN ITOBe3nBarhe TeKyher YBopa T M 4BOpa y Ha cjenehu HAYUH.
VKOJIIKO BayKu Jia je BPeJIHOCT KJbyda uYBopa & Beha of BpPeIHOCTH KJbyUua YBOPa
Yy, OHIIa Ce Ipe MOBe3WBarba M3BIMU pa3MeHa IBOPOBA, JIMHWja JeceT. lume T
mocrtaje y, a y x. Hakon Tora, y ce m3baIryje n3 KOpemHe JINCTe U MOCTaje IeTe
yBopa x. Kaja ce 3aBpiu Taj mporiec noBe3nBama, CTeleH YBopa = ce yBehasa
3a jeman. Tume ce mocrynak y okBupy while nmetspe HacTaBspa cBe JIOK MMa IBO-
poOBa ca MCTHM CTEIeHOM JIOK ce for mersbe HacTaBsba CBe JIOK IMaMO YBOPOBA U
KOPEHO]j JUCTH.

Beh nomenyta while merspa, omoryhasa ja ce U3BpIIHN Cje/inibaBalbe U OCH-
rypasa fa he y HU3y TTOCTOjATH CaMO jeIaH IBOP Ca jeTHIM CTEITEHOM.

Haxkon 3aBpmerka for meribe, ocraje ja ce M3BPINHU JIMHUjA METHAECT KOja
noctaB/ba H.min ma NIL, HakoH Koje ce BpIN PEKOHCTPYyHCAIbe CTPYKType Ha
ocHOBY HHu3a A.

Tume je 3aBpmuen omuc onepanuje izbaci  min. Osa onepanuja ymamyje y
smuuju 11 H.n u y auauju 12 Bpaha noka3uBad Ha 0OpUCAHU YBOD 2.
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Anasmmsa Koja ciiein mokasyje Jia je aMOPTU30BaHO BpeMe U3BPINaBaiha Olle-
paruje izbaci _min ®ubonaunjesor xuma O(D(n)).

C1oKeHOCT m3padyHaBama MOXKe Ja ce Tporenn Ha cieaehn wauwmn. [Ipo-
Jla3ak Kpo3 JuHuje o7 2 o 3 u ox 16 mo 23 usuckyje D(n) onepanuja. Octaje
jorn Jia ce ananusupajy Jaunuje om 4 jmo 14. BenmunmHa KOpEHCKE JIUCTE TTOCTIE
nosuBa onepanuje cjeaunu je najsuime D(n) + s(H) — 1, nomro y jauctu uMamMo
s(H) unanoBa (6poj crabasa), MUHYC jefaH m3badeH 4BOp M IIIyC GpOj Jene
n3badeHor YBopa (Koju HOCTajy KOpeHoBM) Koju Hajuiie usnocu D(n). Bpoj
ntepanyja kpo3 while met/by 3aBrUCKH 01 BeTMUMHE KOPEHE JINCTE, jep je CBaKu
YBOP U3 T€ JIACTE MOBE3aH Ca JPYTUM M MMa UX KOJUKO M eJIeMEHATa y JIACTH.
ITpema ToMe, yKymnHa KosmduHa mocia usuocu D(n) + s(H), oqHOCHO yKyman
nocao je cpazmepan O(D(n)+s(H)). C apyre crpane, IOTpebHO je U3padyHATH
npomeny norennujasa. Ilorennujas upe onepanuje je: s(H )+ 2m(H), a moren-
[ujaJl HAKOH the uznocu Hajsuite, (D(n) + 1) + 2m(H), rue je D(n) + 1 ropma
rpaHuIa JIy>KUHE KOPEHCKe JIUCTE, a Y TOKY u3Bohema olepaiyje He MapKupa
ce Hujemad 9Bop. Jlakie, aMOPTU30BAHO BPEMe U3BPINABamba Ollepaluje je:

OD(n)+s(H))+ (D(n)+1)+2m(H)) — (s(H) +2m(H))

W3 aumenure 11a je
D(n) = O(lgn)
(cnemu w3z nociaenune 6.0.4.1) ciaequ ma je aMOPTH30BAHO BpeME U3BPIIABALA

ouepanuje O(lgn).

¥ mapeIHOM JieTy CIeiu MIycTpalwja onepanumje izbaci  min.

H.min
¥
[ Y . ) o 2
o & O @
D6 @ ? 4)
110 f
@ @

Cruxka 4.3: [Ipumep @ubonaqdujeBor xuia mnpe omnepanuje Bahermba MAHAMYMA.

Ysop 3 ce Bajim u3 xuna. Hberosa jemna ce mojajy xkopenoj juctu. V3rmiesn
OBOT JIeJIa je TPUKA3aH HAPETHOM CJIMKOM.
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Hrm'n

@@@g@

g % 40
Ciauka 4.4: Tlpumep @uboHaumjeBor Xuiia HAKOH IIPBOT JI€JIa OlePaIlje

Babhemem muHEMATHOT YBOpa, onepaliija ce He 3aBpIiaBa. HeonxogHo je
Kpeuparu Hu3 A.
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Cimka 4.5: Kpenpa ce HuU3 A 49uju eJeMeHTH MMOKa3yjy Ha YBOPOBE TaKO Ja je
MHJIEKC YBOPA je/THAK CTEIleHy YBOpa U3 KOPEHCKE JIICTE

Bpennoctn elemMeHara HHU3a Cy IIOKA3UBadl Ha YBOPOBE, a MHJEKCH Cy CTe-
IIEHU YBOPOBa U3 KopeHe jucre. [JonaBame y HU3 ce 3amounmse of, H.min.
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Cruka 4.6: Une ce pemom. EjeMenT ca HHIEKCOM JiBa MOKa3yje Ha YBOP KOPEH-
CKe JIUCTEe YUjU je CTEIeH JIBA.
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Crka 4.7: EjemenT HM3a ca HHIEKCOM HyJIa CaJia IIOKa3yje Ha YBOP Ca CTEIIEHOM
HYJIA.
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Ciuka 4.8: Cnenehu uBop je 7, ca creneroMm 0, Tako Ja ce BPINH CIAJaHe IBO-
poBa 7 u 23. Hume ce oMax U axKypupa BPETHOCT CTEIEeHa, IBOPa 7.

Kana 1Bop Koju MMa MCTH CTelleH Kao M HEKU JPYTU YBOP U3 KOPEHeE JINCTE,
OHJIa Ce BPIIN CIajarbe, aJId TaKO Ja je UCIYIbEH YCa08 Tuna. ¥y HA3Y IBOD 23, I
9BOp 7 MMajy UCTHU cTerleH. Taa 9Bop ca MamUM KJbYIeM IIOCTaje OTAIl 9BOPY
ca BehoM BpezHONThy Kibyda. Y oBOM cirydajy 7 mocraje orar 1Bopy 23. OBakan
IIPOIIEC Ce HACTaBJba CBE JIOK Yy KOPEHO]j JINCTH NMaMO YBOPOBE YUjU CY CTEIEHU
HCTH.
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Cmuka 4.9: Omge ce cmajajy uBopoBu 7, ca cremeHoM 1 uw uBop 17, mcro ca
CTeIeHoM 1.

Cimka 4.11: Crenen uBopa ce yBeliaBa MPUJIMKOM CjeIMHaBAA.
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Crmka 4.12: CrasHo ce axkypupajy CTeIeHu.

Ciuka 4.13: Crenenu uBopa 18 u 7 ce pasjimKyjy Tako Jia He J10J1a34 10 BUXOBOT
criajarba.

Cnuka 4.14: CBu crerneHu ce pasiiukyjy.
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H.min
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Cmuka 4.15: Ha kpajy ce axkypupa IOKa3yBad XWIla Ha HajMarby BPEHIOCT
KJby4a.

Pesynryjyhu xun onepanuje izbaci min. UsopoBu nmajy paziamdure cre-
[eHe.

4.7 VYmameme KJbyda

Omnepanujom umanji _kljuc(H, z, k) ce Bpmm nocrasibame HOBOI' K/byda k
y IBOp &, IPUTOM CE BOJHM padyHa Ja HOBU KJbyd He Oyje Behu o7 Kibyda Koju ce
Beh Hautazm y aBopy. [IpermocraBka ca KojoM ce Kpehe y u3BpInaBarbe Omeparmje
je ma ce OGpucameM YBOpa W3 MOBE3aHE JIUCTE HEe Mehajy aTpudyTu oOpUCAHOT
YBOpA.

1. if k> z.kljuc
greska "novi kljué je vedéi od tekuceg kljuca"
z.kljuc =k
y = x.otac
if y! = NIL and z.klju¢ < y.kljuc
odseci(H, z,y)
kaskadno _odseci(H, y)

if x.kljuc < Hmin.kljuc

© ® N e ok W

Hmin=z

Ouepanuja odseci (H, z,y)

1.  izbaciti ¢vor z koji je dete ¢vora y, smanjiti stepen ¢vora y
2.  dodati z u korenu listu

3. z.otac = NIL
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4.  x.markiran = false

Omnepanyja kaskadno _odseci(H, y)

1. z=y.otac

2. if zl=NIL

3 if y.markiran == false
4 y.markiran = true

5. else

6 odseci(H, y, z)

7 kaskadno odseci(H, z)

Jluruje oz jeman 0 Tpu 06e36elyjy ja HOBU Kibyd He Oyie Behu o Kjbyda
YBOpa X, a OHJA ra JOJEJbY]y UBOPY Z. YKOJIUKO je T KOopeH win x.kljuc >
y.kljuc, e je y oral 9Bopa T, OHJA HEeMa CTPYKTYPHHX IIPpOMEHE jep HUje Ha-
pylieH MuHUMAJHE Topegak xuna. OBo je TpuBmjanan ciaydaj. Jdasme, smHuje
YeTUPHU U TEeT TeCTUpajy oBaj ycaoB. IIpuTom ako je HApyIIeH mopeax, ajaropu-
TaM BpIIU OjCelame YBopa = Ha JmHuju mect. Onepanuja odseci ozcerna Be3y
u3mely x u y, npasehn o uBopa = KopeH. Kako 4BOp & mocraje KOpeH OHJIa
OH ayTOMAaTCKH TOCTaje HeMapKupaH. HakoH ojcenarma e ce y U3BPIIABAHE
KaCcKaJHOT ojiceriamba. Ty ce mocMaTpa OTall OJICEYeHOT IBOPA, Y U OTAIl FHero-
BOT' o114, y.otac. AKo je y HeMapKupaH, OHJa Ce M3BPIIaBa JIMHUjA YETUPH U
OH TIOCTaje MapKUpaH U u3jia3u ce u3 GpyHKImje. AKO je y MapKupaH, OHJIA Ce
OH OJICeIla U PEKYyP3UBHO Ce I03WBa KACKaJHO ofcelame. KacKajiHo ojcerame
ce II03UBa CBe JIOK IIOCTOj€ OYEBH KOjU Cy MapKHPaHHU, OJIHOCHO PEKYP3Hja ce y
OKBHPY KaCKaJIHOT OJICelarha 3aBPIaBa OHJa KaJla ce Hanhe Ha KOPEH UJIH KaJia
HeMa BHUIle MapKupannx d4BopoBa. H.min na kpajy he uim u majbe MOKa3uBaTH
HA OPUTHHAJIHY BPEJIHOCT KJ/byda XHIA WJIA HA YBOP T Ca HOBOM BpejHOIIhy
KJby4a.

H.min
¥

@y QD
FOD @ O @

Dww®w &

&

Ciuka 4.16: Cianka @uboHauMjeBOr XUIIA [IPE OIEPAIINje YMAmhemha KIbyda
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Ha xun ce mpumemyje oneparmja umanjenje kljuca gsopa 46 ma HOBY
BpeJiHOCT 15.

H.min

'

(13- ; 15 T

@ G2
(33

Cnuka 4.17: Cmambyje ce KJbyd 9BOpa U OH ce mpebalryje y KOPEHCKY JIUCTY.

WsBprmaBa ce mpomeHa BPEIHOCTH KJbyda, a IOTOM ce 4BOp 15 ybamyje y
KODEHy JINCTY jep je Mamu O BPEIHOCTH cBora omna. Hakon Tora, BpHIEMO
yMameme YBOopa 35 Ha HOBY BPEJIHOCT 5.

Cruka 4.18: Cruenehe je cmamerme 1Bopa ca KibydeMm 35 Ha 5.

Ysop 5 ce nomepa y Kopeny Jaucty. Taxkohe, u uBop ca kjpydeMm 26 mnpesiasu
y KopeHy Jcty ( jep je Gmo MapKupaH) Kao W UBOp ca Kibyuem 24 (ucrto je
MapKUPaH).
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H.min
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Comka 4.19: YUsop ca npomemeHoM Bpegonomly (Bpemronthy 5) oqyasu y Ko-
peHcKy Jincry. U josia3u J10 mpeMeniTama 0CTaIuX YBOPOBa KOJU Cy MapKUPAHHU.

H.min

'
OB @ O @
- T I
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Ciuka 4.20: Ciouka @uboHadnjeBOT XHITa HAKOH Olepalyje yMambemha Kibyda

AwmopTuzoBano Bpeme u3spruasaiba onepanuje umanji _kljué je O(1). Ilo-
gyelieMo ca aHa/M30M CTBapHe IleHe u3Bpmasamba. Onepanuju umanji kljué
je morpe6ro O(1), mayc Bpeme 3a U3BIIABabe KACKAIHOT OJICENArba.

ITpernocrasumo ma mosmsambe onepanuje umanji  kljué pesynrupa mosu-
BaIbEM C IyTa olepalyje KacKaJHOT ojicenarma. CBaKu MO3UB KACKAHOT OJICe-
nama ce uzspmasa 3a speme O(1). IIpema Tome, Bpeme U3BpIaBamba Oeparyje
umanji_kljué, yxmyuyjyhu cse pekypsuBHe IIO3UBE Ce H3BPIIaBa 3a BpeMe
O(e).

Y HacTaBKy cjiefu IIpoMeHa norenrujasaa. llosuBameMm omeparuje odseci
Ha JIMHHjU mIecT, onmepanujoM umanji kljué, xpeupa ce moso crabmo 4mju je
KOpEH 9BOp & W aTpubyT uBopa markiran ce nocrasiba Ha false. CBaku mozus
KACKaITHOT OJICElalba, OCUM IOCJEIbEr, OJCela MAPKUPAHU YBOP U IOCTABIbA
arpudyT Ha false. Ojicename MapKupaHOr YBOpA JOIPUHOCH TOME JIa C€ OIPIKU
pucnHa O-xuna. Hakon Tora, ®ubonaumjes xun caapxu s(H) + ¢ crabana (
opurunnayuaux $(H) crabana, ¢ — 1 cTabyio HACTANO KACKAJIHUM OJCEIAHLEM U
kopel x), u Hajsuie m(H) — ¢ + 2 mapkupanux, o3HadeHux usoposa ( ¢ — 1
Cy HEMapKUPAHU IPUMEHOM KACKA HOT OJICEIAbA U OCIIEHY TO3UB KACKAHOT
oficenama MOYKe UMaTH MapKupaHu 9Bop). [IpoMeHa y moTeHIMjasy je HajBuIle,

((s(H) + ¢) + 2(m(H) — c +2)) — (s(H) + 2m(H)) = 4 — .
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ITpema ToMe, aMOPTH30BAaHO BpeMe H3BpINaBamba onepanuje umanji  kljuc
je majsume: O(c) +4 —c=0(1).

W3 oBora ce m3Biaum 3ak/bydak 300r dera ce y jedUHUIU]Y TOTEHIINjaa,
JiBa IIyTa YKJbydyje Opoj MapKuUpaHUX YBOpoBa. Kajia ce MapKupaHu 4UBOD &
oJicerna KacKaJJHUM OJICEIIarheM, OH MIOCTaHe HEMApPKUPAH, YAMe Ce IMOTEHITH]jas
CMamyje 3a JIBa.

4.8 Dbpucame uBopa

Crenehn niceynokoz 6purire usop n3 PubonaumjeBor xura 3a aMOPTH30BAHO
sBpeme O(D(n)). IlpernocraBibaMo ja He [OCTOjU KJbyd YHja je BPEIHOCT - OO
y ®PuboHaYINjeBOM XUITY.

obrisi évor(H,z)

1.  umanji_kljué (H,z,—00)
2. izbaci_min (H)

Ounepanujom obrisi 4yBop x nocraje MUHEMAJIAH YBOP TAKO IITO MY C€ JIOEJIH
KJbyd ca Bpexpomhy - oo. Haxom Tora, onepamujom izbaci min ce usop x
uzbalryje u3 xuma. AMOPTH30BAHO BpeMe M3BpIIaBarha OBe omeparyje je 30up
aMOPTH30BAaHUX BPeMeHa 3a yMambeme Kibyda O(1) u uzbanusame MUHUMAJIHOD
uyBopa, oguocuo O(D(n)). Kako ce nokasyje ga je D(n) = O(logn), onna je
amoprusoBano Bpeme O(logn).
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I'maBa 5

POudoHauYnjeB XUII Y TeOpUju U
IIpaKcu

Ca rteopujckor cranoBuinta, OuOOHAUMjEB XUII je jaKO MOTOMAH 33 ATLIHKA-
Imje Koje mMajy MaJsu Opoj mosusa omepammja izbaci min u obrisi y ogmocy
Ha ocTaJjie omepanuje. Ha mpumep, HEKHM aJropuTMH KOjU ce THUY IIpobiemMa
rpacosa mory nosusaru umanji_kljué camo jegmom mo meunu rpada. Kox
JIOBOJBHO TycTux rpacdosa oneparmuja umanji klju€ mva cnoxenoct uzspma-
Bama O(1) (amopru30BaHO BpeMe) 3a CBAKH MO3UB IITO j€ BEJUKA IPEIHOCT Y
OIHOCY Ha WCTY OIepalnyjy OMHapHOT XHUIla KOja Cce Y HajropeM CIydajy U3Bp-
masa 3a O(logn). Cuoxenocr oneparuja PubOHAUM]EBOI XUNA y OJHOCY HA
HEKe JIpyre CTPYKType ce HajO0/be BN MPUIUKOM [PABJbeJba MUHIMAJHOL IO~
Besyjyher crabia m npuimkoM Hajaykeme Hajkpaher myrta o1 UBOpa JI0 CBHUX
OCTAJINX IBOPOBA.

Ca mpakTudHe CTpaHe, KOHCTAHTaH (PAKTOP M MIPOrPAMCKA KOMJIEKCHOCT
crpykType @PuboHaUNjeBOr XUIa, YMHE je Malhe MOKEebHOM CTPYKTYPOM O Ou-
HApHOI' Xxuna 3a BelinHy ansjmkaimja, OCUM OHHUX KOje PaJie Ca BEeJIMKOM KOJINYNU-
HOM TIojiaTaka. 30or Tora je PubOHAYNjEB XUIT UIIAK 3HAYAJHUJU Y TEOPUJU HETO
y npakcu. Kaga 6u @-xun 6uo jegHocraBHUjU, Oap IITO Ce CTPYKType TUUIE, a
Ia ce TPUTOM 3aJIpXKe BPeMeHAa CJIOYKEHOCTH OIlepalija, TPAKTHIHA CTpaHa He
Ou Omta JOBeIeHA yV IIUTAIbE.

Bunapun xun, kao n PubonauunjeB cy HeedUKACHU CTO C€ TUUE ONEpaIlije
pronadji. Tpazkeme ejleMeHTa ca JaTUM KJbydeM MOXKe IoTpajaru. 300r Tora
onepanuje kao mto cy umanji_kljué€ un obrisi xao ymazmm mapamerap 3axre-
Bajy MOKa3mBad Ha TpaxkeHu ejieMeHT. DPuboHAUMjEB XU Cce MOXKE KOPHUCTUTHU
U Kao CTPYKTypa Ca CBHM CBOjUM OIe€paIlfjaMa, ajd U Kao CTPYKTypa y KO-
joj ce mory uyBaTtu objekTu ammukanuje. Kacamje he oBaksa ymorpeba Outu
objarrmeHa y Jiely IpUMeHe, Ha IpuMepy XadMaHOBOT KoJia.

33
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I'maBa 6

IIponiena ropmwe rpanuiie 3a
MaKCUMAaJIHU CTeIleH

Jla 6u ce JoKa3ajio Jia je aMOPTH30BAHO BpEMe 3a M3BPIIaBarbe Oleparmja
izbaci__min u obrisi O(log n), norpe6Ho je 1a ce moxazke Ja je roprma rpaHuIa
D(n) crenena 6umo kor usopa y ®@utonaumnjesom xury O(logn). Wcmocrasiba
ce na je D(n) < logg n, rue je ® 3maTHU npecek, NedwuHucaH jexHaxoly,
® = (1++/(5))/2 = 1.61803...

3a cBaku uBop x Pubonaunjesor xuma ce Aedunuine veli€ina(x) koja npen-
cTaB/ba OPOj IBOPOBa KOjUMA je T OTall, M y Taj Opoj ysIa3u U caM IBOp .

Hapenmom jeMom ce mokasdyje ja je BeIWYWHA IBOPA T €KCIIOHEHITH)aJIHA
dyHKIIIja cTeleHa YBOpa T.

Jlema 6.0.1 Hexa je © 6uro xoju weop Pubonauujesoe xuna, npemnocmasumo
da je cmenen ueopa x jednax k. Hexa cy y1, Yo, ---, Yr deua ugopa x y nopemry
Yy Kom cy nosezana ca x. Tada je yi.stepen > 0 u y;.stepen > i — 2 3a c6a%0

i=2,3, ..k

Hokaz. Tpusmjamano y;.stepen > 0. 3a i > 2, Kajia je y; MOBe3aH ca &, CBU Y1,
Yo, ..., Yi—1 IBOPOBHU Cy JIella IBOPa T, 3aTO Mopa jia Oyze z.stepen > i—1. 3aro
IITO je CBaKMW Y; IIOBE3aH Ca T CaMO aKo je x.stepen = y;.stepen, Taja BaXKud U
yi-stepen > ¢ — 1. Oz Taga, 9BOp ¥y; je U3ryOHMO HAJBUIIE jEIHO JeTe, HOIITO Ou
6mo omceveH of x, na je y3ryomo nBa gerera. C Tora MOxKe Ja ce 3aKJ/bydH JIa
je y;.stepen > ¢ — 2.

Y macraBky caenu objamnmerse HasuBa Pubonauuje xun. DPuboHaunjeBU
OpojeBu cy mepUHUCAHN PEKYPEHTHOM PEJIAIjoM U TO Ha CjaeJeNu HATIWH:

0 akoje k=0
F. = 1 akojek =1
Fip_1+ Fr_o akojek > 2.

Cireneha jiema j1aje apyraduju HAYUH IpeCcTaB/bamba Fj.

35
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Jlema 6.0.2 3a csaku ueo 6poj k > 0 sasicu:

k

Fro=1+ ZFz
i=0

Hoxkaz. oka3 je 3acHOBaH Ha MaTeMaTHIKOj WHAyKIuju 1mo k. Kama je

k =0, umamo :
0

1+ Fi=1+F=1+0=F,
=0
Caga IPETIIOCTAaBUMO JIa d)OpMy.Ha BazKH 3a

k—1

Frpa=1+ Z F;
i=0

1 OH/Jla MMaMO:

k—1 k
Fiyo=Fp+ Frp1 = Fr + <1+ZFZ-> :1+ZF¢
i=0 i=0

JIema 6.0.3 3a cse yeae bpojese k > 0, (k+2) Qubonauujes xun 3a00606a6a
caedehy Hejednarocm:
Fiio > ®F

Jokaz. Jlokasz ce pamu Ha ocHOBY WHAyKnuje 1o k. bBaza wnmyknumje cy
caydajesu 3a k =0 u k = 1. Kaga je k = 0 umamo

F=1=2a°

u kaja je k=1,
F3=2>1.619 > ®!

UNuaykrusHa xunoresa. 3a k > 2 mpeTmocTaBuMoO Jia BayKu

Fiyo > 9
rae je: 1 =0,1,...,k — 1. Takohe, ® je mo3uTUBaH KOPEH jeIHATIHE

P =z+1
Te nmanmo,

Frio = Fiy1 + Fj, > 081 4 9h2
( Ha OCHOBY MHJIyKTUBHE XHIIOTE3€)
=02 +1) =292

(HA OCHOBY jeJJHAKOCTH)

= pF
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Jlema 6.0.4 Hexa je x 6unro xoju wgop y Pubonanujesom xuny 4uju je cmenen
jednax k. Onda je veli¢ina(x) > Fiyo > ®F, 2de je

¢ = (1+/(5))/2

Hoxka3z. Hexka je s muamMasna moryhia BejndnHa OMJIO KOT 9BOpA CTEIIEHA
k y ®uboHaMjeBOM XMUILY.

Tpusujanno, so = 1 u s; = 2. Bpoj sy je najsume veli€¢ina(x) u 36or no-
JlaBarba CHHA y IBOP, HE MOXKE Ce CMAIbUTH BEJINYIUHA 9BOPA, TAKO JIa BPEIHOCT
S, MOHOTOHO pacte 1o k. Heka je uBop z, 6uso koju upop @uboHaumjeBor Xuma
TakaB fa je z.stepen = k, u veli¢ina(z) = si. Homro je s < veli€ina(z), onga
ce u3padyHaBa loma rpanuia veli¢ina(x) tume mro ce oapeau noma rpaHuia
sk. Kao mro cMo mmasm y jemu, HEKa CY Y1, Y2, ... , Y, CHUHOBH UBOpA Z, Y
[OPeTKYy y KOM Cy moBe3aHu ca z. Jla 6u ce orpaHuvmo Si, mMocMaTpa ce z u
[IPBU CHUH Y1, 1aTO CA:

k
veliéina(m) Z Sk Z 2+ Z Sy, .stepen
1=2

k
>2+ Z 8i—2
i—2

Osa nocyeama unuja ciaeau u3 jgeme 6.0.1 (rue Baxku 1a je y;.stepen > i —2)
7 300T MOHOTOHOCTH Sj, BasKH Ja j€ Sy, stepen = Si—2-

Hakon Tora, mokasyjemo muAyKnujoM 1o k ma je s > Fyio 3a cBe memera-
TuBHe 1iesie 6pojese k. Baza unnyknuje je: k = 0, £k = 1 u 1o je TpusBHjasHO.
3a MHIYKTUBHY XHUIIOTE3Y MPETHOCTABUMO Ja je: k > 2 u ma je: s; > Fiio 3a
1=0,1,...,k — 1. Cama umamo:

k k k
Sk 224—281‘4 22+ZFi = 1+ZFi = Fo >
=2 i=2 i=0
Osa aBa mocjeama peja cjejie Ha OCHOBY IIPeTXOJHE JIBE JIeMe.
OsuM je mokazano ga je: veli¢ina(z) > s, > Fpyio > ®F,

IMocaenuua 6.0.4.1 Maxcumanrnu cmenen D(n) 6uao xoe usopa y Qubonaru-
jesom zuny je O(logn).

Hoxka3z. Heka je x 6uio koju uop PuboHaunjeBOr Xuia U k HEroB CTEIEH.
Ha ocuosy Jleme, mmamo ma je n > veli¢ina(x) > ®*. Ilpumenom ocHoBHEX
ocobuna ajropurMa jobujamo ga je: k > logg n. Tume ce mokasaso jga je
MaKcHMaJHu crerieH Hekor yBopa D(n) = O(logn).
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I'maBa 7

IIporpamcka peaJsmuzaiiuja,
pe3yJaTaTu u IIpuMeHe

VY cneneheM fenty cy mpecTaB/beHe IIPOrPAMCKE DEATI3AIlje eKCIIePIMEHATa
u pesyarara. Oneparuje ca oba Xuia, peajn3oBaHe Cy y CKJAJIY Ca OIICOM
y mornasby 2. Koja je mpuior pama Kao um mporpaMu KOjuMa Ce peasu3yjy
ekcriepumenTu. ExcrepumenTu cy pabenu y mporpamckom jesuky C.

Bunapuu xui je peajm3oBaH MpeKo HU3a. 3a CMEINTAE eJIeMEHATa XU CY
KopuirtheHe Jjiokaruje ox 1 10 n, rje je n Tekyhu 6poj ejleMeHaTa XUIIa.

Hedununmja cTpyKType OMHAPHOT XUIIA:

typedef struct element {
unsigned long podatak;
} Element;

typedef struct binarniHip {
long velicina;
Element * element;

} BinarniHip;

QuboHaUMjeB XUI je Peasn30BaH IOMONY CTPYKType KOja ce CACTOjU U3 II0-
Ka3mBada Ha Olla, CHHA, JIEBO W JIECHO, aTpudyTa KOju O3HAYABA Ja JIU je IBOD
MapKHpaH, CTelleHa YBOPa U KJby4a, OJHOCHO CaJIpKaja IBOPA.

Hedpununmja crpykrype @uboHaUINjeBOT XUIIA:

typedef struct fibonacijevHip {
struct fibonacijevHip* sin;
struct fibonacijevHip* otac;
struct fibonacijevHip* levo;
struct fibonacijevHip* desno;
char markiran;
unsigned long stepen;

39
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unsigned long kljuc;
} FibonacijevHip;

7.1 VYmnopehuame pesyiiTara 3a onepaliije Baheme
MHUHUMYMa U YIIUC

®ukcupa ce N = 10%. Kopucru ce reneparop ciayuajaux 6pojesa ( 31 - 6ut-
X HeosHawennx). Xun ( Gumaprm n @uGonaunjes) ce mynu ca 2% caygajumx
6pojesa, a ouza ce pagu N ciydajHo uzabpanux onepanuja ( He3aBUCHO uzabpa-
HUX ca jesHaKoM BeposarHohoMm 1/2 ) u3 ckyua onepaiuja: Baljerse MEHUMYMA
u ymuc ciydajaor 6poja. Mepu ce Bpeme. Pesynrar je Hu3 BpemeHa 3a 0b6a xura,
3a k =9,10,...,15.

/f 1 12 13 14 15

Cmuka 7.1: YnopehuBame Tpajarba BpeMeHa U3BpIaBakba ollepaluja Baleme
MUHUMYMa U YIIAC CJIydajHor 6poja kox 6unaprnor u @ubona«dnjeBor xura

-1

IIpBenom 6ojoMm je o3HaUEH rpadUK KOjU MPEICTAB/bA PEATA3AIN]Y eKCIIEPHU-
MEHTa TIPEeKO OMHAPHOT XWIIa, JOK je eKCIepuMeHT peasm3oBan PuboHaInjeBUM
XUTIOM O3HadeH ITaBoM 6ojom. X-KOOpJAWHATA MPECTaB/ba (PUKCUpAHE TadKe,
k =9,10,11,12,13,14,15 nok y-koopamHaTa npejacrasiba logt ( tae je ty ce-
KYHJ[aMa), JIOTApUTaM BPEMEHA.



7.2. YIIOPEBUBAKE PE3YJ/ITATA 3A [IPEOUKCHU KO/

k Bunapun xun | PuboHAUUjEB  XUII
(Bpeme  wu3BpmIa- | (BpemMe  W3BpIIa-
Bamba y CEKYHJIaMa) | Bamba y CeKyHJaMa)

9 1.120 0.411

10 4.267 0.842

11 19.064 1.731

12 60.813 3.632

13 226.565 8.590

14 901.621 16.649

15 3556.827 38.902
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Tabena 7.1: Ynopehusame BpeMmena M3BpIIABaiba €KCIIEPUMEHTA HA OMHAPHOM
xuny 1 PubOHAYTNjEBOM XUITY

7.2 YnopehuBame pe3yarara 3a MpedUKCHA KO,

Kpeupan je nporpam xoju npasu XadMaHOB (ONTHUMATIHA MPEeOUKCHA) KOJ
3a a30yKy of n cuMboJia 3a KOjy Cy 3a1aTu OpojeBH IOjaB/bUBama cHUMOOJIA,
ckyn A = a1,az,...,a,. Y €KCIEPpUMEHTY Ce KOPUCTE olepalyje ynuc u Baheme
muauMyMa. Heka je n X n gyuna HE3a A U HEKa Cy y9eCTAHOCTH PeasTn3allije
CJIydajHe MPOMEHJbUBE Ca CJIYYajHO PABHOMEDPHOM DPACIOJEJIOM M3 HHTEPBAJIA
[0,22° — 1]. Heka n y3uma BpejHOCTH 2k tne je: k = 15,16, ...,28. Hanprauu
rpaduk Mepu 3aBucHocT logt (e je ¢ BpeMme u3BpIIaBamba y CEKyHIaMa) Bpe-
mena ox logn = k. Ha raj nauun cy ynopehene tpu onepanuje ( yuuc, noseliame
KJbyda U Balerbe MUHUMYMA).

XadMaHOBO KOAUpambe je KOAuparmbe KOoje ce KOPHUCTU 3a KOMIIPECH]y MO~
TaKa KOjU MPOHAJA3U ONTUMAJHHU CHCTEM KOJHpama objeKaTa 3aCHOBAHOM Ha
pesaTuBHO]j (DPEKBEHITN)U TT0jaB/HUBAIHA CBAKOT 06jekTa y Kosmeknuju. Kom Xad-
MaHOBOI' &JITOPUTMa, KPEUPA]y ce CUMOOJI IPOMEHJbUBE JIy2KIHE KOjU 3aMemyjy
ynazue cumboste. Ilto je BepoBaTHOha TOjaB/pUBaKa cuMbosa Belia TO je 6poj
buTa KOjuM ce pempeseHTyje cumboa Mamu. Komupame, IeKoaupare ce BPIIN
TaKO IITO C€ IPOJa3u KPO3 CTAbJIO MOYEBINHN O KOpeHa. ¥ KOpeHy crabia ce
Haja3u cuMOOJT ca HajBehoM BepoBaTHONOM I0jaB/HUBAILA, JOK CE Ca MAIbOM
HaJIa3e J1ajbe, IpeMa JINCTOBUMA.

YV HacTaBKy je Jar Iceyiaokol 3a XadgmaHoB ajropuTaM. Heka je S Hucka
3HAKOBa KOja ce IojaBbyje y TekcTy, F' dbpeksBeniuje u T KOIHO cTabIIO.

1.  ubaciti sve znake u hip prema njihovim frekvencijama
2. while H neprazan

3. if H sadrzi samo jedan znak X

4. formiraj stablo T" koje ima samo koren, ¢vor X

5. else
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6. skini sa hipa H znakove X iY sa najmanjim frekvencijama F,, F,
7. zameni X i Y novim znakom Z, sa frekvencijom F, = F, + F),

8. ubaci Z u hip H

9. povezi X 1Y tako da budu sinovi u 73; Z jo§ nema oca

CrpyKTypa Xulla je IpOIMUpPEeHa ca JBa HOBA aTPUOyTa, a TO Cy: (DPEKBEHIIH]ja
u ped. ¥ arpubyry dpekBennuja ce dysa nadopmalmja o Opojy mojaB/buBama
cuM00J1a, JIOK ce cuMOOJI HaJla3u y arpubyTy ped. Ajiropuram Io4YnEbe TaKO
IIITO Ce Bajie JiBa eJleMeHaTa ca HajMarmbuM (PpEKBEHIHja, padyHa ce CyMa HhU-
XOBOT' OPOja IM0jaB/bUBaba, KOHKATEHUPA]Yy ce CUMOOJIM M OHJA Ce Te JIBE HOBE
nndopmaryje, 30up GpekBeHIrja U CIojeHn cUMO0/H, yoaIyjy y CTPYyKTYpY.
[TocTrynak ce HactaB/ba CBe JIOK XUII HE OCTAHE CA JEIHUM TJIAHOM.

—2 | -

/

Cruka 7.2: Yuopehusame Tpajarba BpeMeHa ITPOHAJIAXKEHa TPephUKCHOr KOIa
Ko, bumapmor u PuboHAYNjeBOT XU,

IIpBenom 6ojoM je o3HaUEH rpadUK KOjU MIPEICTAB/bA PEAIU3AIN]Y eKCIIEPH-
MEHTa TIPEeKO OMHAPHOT XWIIa, JOK je eKCIepuMeHT peasm3oBan PuboHaInjeBuM
XUTIOM O3HadeH ITaBOM 00joM. X-KOOpJAWHATA MPEACTaB/ba (PUKCUpAHE TadKe,
k =9,10,11,12,13,14,15 nok y-koopamHaTa npejacrasba logt ( rae je ty ce-
KYHJIaMa), JIOTApUTaM BPEMEHA.
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k Bunapun xun | PuboHAUUjEB  XUII
(Bpeme  wu3BpmIa- | (BpemMe  W3BpIIa-
Bamba y CEKYHJIaMa) | Bamba y CeKyHJaMa)

15 7.718739 0.001751

16 24.452 0.003218

17 142.25 0.004812

18 422.88 0.019608

Tabena 7.2: YunopehuBame BpeMeHa U3BpIIaBamka €KCIIEPUMEHTa Ha OMHAPHOM
xuiy 1 PuboHaunjeBoM XUILy

7.3 YmopehuBame pe3ysTara 3a MUHUMAJHO IO-
Be3yjyhe crabJio

Heka cy N = 10, k = 5,6,...N, u neka je n = 2¥, 6poj usoposa. Hexa je
m 6poj rpana, m = an(n — 1)/2. Heka je ciaydajHa cuMeTpUYHA MATPHUIA N
X n, ca 2m jenuHniia, Oe3 jeJUHUIA Ha AujaroHaaun. MarTpuma ce myHHU Tako
mro ce upase ciydajuu naposu (i,7), 1 < i < j < n 0K uUX ce HE CKyNd M
pasimantux. Tume ce mobuja MaTpuila MOBe3aHOCTH . AKO ce J00uje map Koju
je Beh HampaBsbeH OHJIA ce OH ombairyje. Hakom kpenparma MaTpHIle IOBE3AHO-
cTH, Ha rpad ce NpuMerbyje aJropuTaM 3a J100Hjambe MIHIMAJIHOT oBe3yjyher
crabiia, Kopucrehu jesian, ofHOCHO Apyru xul. Tume ce Bpiu nopeherme xumosa
y 3aBUCHOCTH 0J1 6poja k u «.

[Tox MmuaRIMAHO TTOBE3yjyhuM cTabIoM ce mogpa3yMeBa cTabiio Koje caapKu
CBe YBOpOBe jemHOr Tpada Tako ja cyma IeHa TpaHa Oyje MUHUMAJHA.

IIceymokom 3a mpoHaiazkebe MUHIMAJIHOT 1oBe3yjyher crabiia je mpuka3an
y HactaBky. Heka je T mpaszan ckym. 1T je MuHEUMAaJHO nosedyjyhe crabso. G
TeXXWHCKH HeycMepeH rpad. CBaku 1Bop rpada Moxke OUTH O3HAUEH WA HE, Y
3aBUCHOCTH O] TOTA JIa Jiu je moceheH u CBaKW 4BOP UMa CBOJy IIEHY.

1. na pocetku T je prazan skup

2. za sve ¢vorove w

3. w.oznaka = false

4. w.cena = 00

5. meka je (z,y) rpana ca HajMamboM IeHOM y G
6. x.0znaka = true

7.  za sve grane (z,2)

8. z.grana = (z, z) (grana najmanje cene)

9. z.cena = cena(x, z) (cena grane z.grana)
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10.  while postoji neoznacen cvor

11. neka je w neoznaceni ¢vor sa najmanjom vredno$éu w.cena

12. if w.cena = o0

13. stampaj "G nije povezan"

14. else

15. w.oznaka = true

16. dodaj w.grana u T ovde se sada popravljaju cene neoznacenih ¢vorova

povezanih sa w

17. for sve grane (w, z)

18. if not z.0znaka

19. if cena(w, z) < z.cena
20. z.grana = (w, z)
21. z.cena = cena(w, 2)

IIpBa m3abpana rpana je rpaHa ca HajMamoM meHoM. l[lpmimkom mposiacka
KpO3 Tpame, TJeja ce Ja je rpaHa moBe3ana ca 1 u ca HeKuM uBopoMm Bau 1. T
je Ha [0YeTKy Ipa3aH CKyIl. 3a CBaKd YBOP KOjU Ce HaJia3u BaH 1 ce mamMTu
MUHUMAJIHA TIeHa. ¥ CBAKOj UTEPAIUju ce IPOoJa3n Kpo3 rpane, u ybaruje IBop
ca MuHAMaTHOM IteHOM. [loToMm ce mociarpajy rpaHe u3 TOT YBOpa U aKO IIOCTOjU
TIBOP ca IEHOM MamboM of 1eHe Beh ybauernor dsopa,

VY cBakoj ureparyju ce Oupa rpana HajMarbe [EHe U [IOBE3Yje Ce Ca OIroBapa-
jyhuwm aBopom w ca T'. 3aTmm ce mpoBepaBajy CBe TpaHe CycejHe 9Bopy w. Ako
je meHa Heke TakBe TpaHe (w,z) TAe z He npunaga T Mama OJf IeHe TPEHYTHO
HajjedTUHUje TO3HATE TPaHE JO 2 OHJA Ce IIPEeIpaBba [[eHa YBOpa 2.
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Cruka 7.3: Yuopehusame Tpajama BpeMeHa IIPOHAJIAYKEha MUHUMAJIHOT [TOBE-
3yjyher crabna kox bunapaor u PuboHAYMjEBOT XUIIA

[psenu, xxyTu, pose, PHU U CUBU I'PadUIM IPEICTAB/bA]Y PEJIOM PE3y/ITaTe
€KCIIEPIMEHTa PeaIn30BaHOI IPeKo bunapuor xumna. JIoK cy IiaBoM, 3eJI€HOM,
HapaHacToM, OpPAOH M TAMHO JbyOm4acToM 00jOM Mpe/ICTaB/beHn rpaduiiu Koju
penpesenTyjy mogarke mobuje Kopunthemem Pubonadmjesor xumna. Ha x-ocu je
IIpeJ/ICTaBIbLEH TapameTap ajda koju y3uma cieaehe speamnoctn o = 0.1, oo = 0.3,
a = 0.7, a = 0.9. [TapoBu upBeHN U IJIABY, 3€JIEHU U YKYTHU, HAPAHIIACTH U PO3€,
OpaoH ¥ IPHU, TAMHO JbyOUYIaCTH U CUBU Cy IpuKal3aHu 3a cienehe dukcupane
Bpemaoctu: k=5 k=6, k=7, k=8uk=0.
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I'maBa 8

3aKJ/byvaK

OBaj paj je moceehien xuil cTpyKTypu mojaraka. Ha moderky je mpejcra-
BJ/b€HA CTPYKTypa OmHaphu xui. OmmcaHe cy IpOrpamMcKa UMILIEMEHTAIja U
moryhie omeparuje ca 0BOM CTPpyKTypoM mojaraka. lloTrom je y paiy akieHaT
craBbed Ha Pubonaumjes xun. Ilopen objammema CTPyKType, AeTabHO Cy 00-
jarmmene oreparnnje Kpenpamba PuboHadunjeBor Xuma, ydalmBama IB0pa, MIpo-
HaJla>Kebhba MUHUMAJIHOI' K/by41a U CnajaH)a JABa Pa3/INInuTa (131/160Haq1/1jeBa XUIla.
Objammene cy u omnepanuje Baljela MUHUMAJIHOI YBOPA, YMambema KJbyda U
6pucama oxpehenor uBopa. Ha camom Kpajy cy y cepuju eKcliiepuMeHaTa yIo-
peberu pesysnTaTu npu MAHUITYJIAINU BEJIMKAM CKYIIOM IIOJATaKa KOPUIINeHmeM
CTPYKType OunapHor Xuna u cTpykType OubdboHaumjeBor xuma.

Kowmmexkcaocr nmmiemenTtaruje @uboHatnjeBOr Xuia ra duHe He ITPEBUIIIe
KOpUITNEeHOM CTPYKTYpoM y mpakcu. Mehyrum, y curyarnujama kaja ce Mma-
HUITYJININE BEJUKOM KOJHMYMHOM IOJATAKA U AJTOPUTMU 338 MAHUILYJIAINA]Y HE
KopucTe [UecTo onepanuje izbaci min u obrisi, xopuntheme Pubonadmjesor
xuma oMoryhaBa MHOTO 0o/be mepdopMaHce aJropuraMa Hero Kopuirheme Ou-
napuor xuna. Ocraje Haja ma he ce, y 6ymyhaocru, ca nosehamem kosmanne
mojlaTaka Koja Tpeba Jia ce aHAJIU3WPA, JABUTH BUINE TPUJINKA Y KOjuMa he Ko-
pumntheme OuboHAUMjEBOT XUIIA JOHETH 3HAYAJHU OOJbUTAK TIeP(OOPMAHCH.
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