
Ìàòåìàòè÷êè ôàêóëòåò
Óíèâåðçèòåò ó Áåîãðàäó

Aëãîðèòìè çà ãåíåðèñà»å

ïåðìóòàöèjà è êîìáèíàöèjà

Ìàñòåð ðàä

Ñòóäåíò:
Jàíà Ìàðêîâè£ 1014/2009

Êîìèñèjà:
ïðîô. äð Ìèîäðàã Æèâêîâè£, ìåíòîð

ïðîô. äð Ïðåäðàã Jàíè÷è£
äîö. äð Ìëàäåí Íèêîëè£



Ñàäðæàj

1 Óâîä 2

2 Àëãîðèòìè çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà è êîìáèíàöèjà 5

2.1 Ãåíåðèñà»å ñâèõ ïåðìóòàöèjà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.1.1 Óâîä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.1.2 Àëãîðèòàì Ë - ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà ó ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó . . . 6
2.1.3 Àëãîðèòàì Ï - ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà ìåòîäîì ïðîñòèõ çàìåíà . . . . . 7
2.1.4 Àëãîðèòàì Ò - òðàíçèöèjå àëãîðèòìà ïðîñòèõ çàìåíà . . . . . . . . . . . . 11
2.1.5 Àëãîðèòàì À - �alphametics� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.1.6 Àëãîðèòìè çàñíîâàíè íà êîìïîçèöèjè ïåðìóòàöèjà . . . . . . . . . . . . . 14
2.1.7 Àëãîðèòàì Ã - îïøòè àãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà . . . . . . . . . 15
2.1.8 Àëãîðèòàì Ã2 - ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà ñà ïðåñêàêà»åì íåæå§åíèõ ñóôèêñà 18
2.1.9 Àëãîðèòàì Õ 1 - ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà êîjå çàäîâî§àâàjó ñêóï óñëîâà

ëåêñèêîãðàôñêèì ðåäîñëåäîì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.1.10 Àëãîðèòàì Õ - äóàëíè àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà . . . . . . . 23
2.1.11 Àëãîðèòàì Ö - ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà öèêëè÷íèì ïîìåðàjèìà . . . . . . 25
2.1.12 Àëãîðèòàì Å - ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà Åðëèõîâèì çàìåíàìà . . . . . . . 26
2.1.13 Ãåíåðèñà»å ñâèõ ïåðìóòàöèjà ñà äâå îïåðàöèjå . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.1.14 Òîïîëîøêî ñîðòèðà»å . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.1.15 Àëãîðèòàì Â - ïðîíàëàæå»å ñâèõ òîïîëîøêèõ óðå¢å»à . . . . . . . . . . . 28

2.2 Ãåíåðèñà»å ñâèõ êîìáèíàöèjà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.2.1 Óâîä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.2.2 Íà÷èíè ïðåäñòàâ§à»à êîìáèíàöèjà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.2.3 Ëåêñèêîãðàôñêî ãåíåðèñà»å êîìáèíàöèjà è àëãîðèòàì Ë . . . . . . . . . . 34
2.2.4 Àëãîðèòàì Ò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.2.5 Áèíîìíà ñòàáëà è àëãîðèòàì Ô . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.2.6 Ãðåjîâ êîä ó êîìáèíàöèjàìà è àëãîðèòàì Ð . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.2.7 Õîìîãåíå, ñêîðî ñàâðøåíå ñåêâåíöå êîìáèíàöèjà è àëãîðèòàì Ö . . . . . . 42

3 Ïðîãðàìñêà ðåàëèçàöèjà è ðåçóëòàòè 47

3.1 Ïðîãðàìè êîjè ðåàëèçójó àëãîðèòìå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.2 Ïîðå¢å»å àëãîðèòàìà çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà è êîìáèíàöèjà . . . . . . . . . 47

4 Çàê§ó÷àê 51

1îâäå ñå X îäíîñè íà åíãëåñêî ñëîâî Õ

1



Ïîãëàâ§å 1

Óâîä

Òåìà ðàäà jå ïðåäñòàâ§à»å íååëåìåíòàðíèõ àëãîðèòaìà çà ãåíåðèñà»å ñâèx ïåðìóòàöèjà è
êîìáèíàöèjà, îïèñàíèõ ó ïîãëàâ§èìà 7.2.1.2 è 7.2.1.3 ê»èãåÓìåòíîñò ðà÷óíàðñêîã ïðîãðàìèðà»à.

Äîíàëä Åðâèí Êíóò jå àìåðè÷êè íàó÷íèê íà ïî§ó ðà÷óíàðñòâà, ìàòåìàòè÷àð è ïî÷àñíè
ïðîôåñîð óíèâåðçèòåòà Ñòåíôîðä ó ïåíçèjè. Ôóíäàìåíòàëíî jå äîïðèíåî ðàçâîjó âèøå ãðàíà
òåîðèjñêîã ðà÷óíàðñòâà. Äîïðèíåî jå ôîðìàëíîì ïðîó÷àâà»ó êîìïëeêñíîñòè àëãîðèòàìà è
ñèñòåìàòèçîâàî ìàòåìàòè÷êå òåõíèêå çà òî, òîêîì ÷åãà jå ïîïóëàðèñàî è àñèìïòîòñêó íîòàöèjó
ñëîæåíîñòè àëãîðèòàìà. Òâîðàö jå jåçèêà çà îáðàäó è ïðåëîì òåêñòà íà ðà÷óíàðó TeX, êàî è
jåçèêà çà îïèñ ôîíòîâà METAFONT. Íàïðàâèî jå ïðîãðàìñêå ñèñòåìå WEB è CWEB, íàìå»åíå
çà ïîäðøêó ½ê»èæåâíîì ïðîãðàìèðà»ó� - èäåjè äà ñå ïðîãðàìèðà êàî øòî ñå ïèøå ê»èæåâíî
äåëî - óãíåæ¢ójó£è êîä óíóòàð òåêñòà êîjè ãà îïèñójå (îáðíóòî îä òðàäèöèîíàëíîã ñèñòåìà
êîäèðà»à ñà êîìåíòàðèìà), ñà àêöåíòîì íà òîìå äà jå ïîãîäíî çà ÷èòà»å ÷îâåêó, à íå äèêòèðàíî
îä ñòðàíå ïðåâîäèîöà (êîìïàjëåðà)[3].
Èïàê, îíî ïî ÷åìó jå Êíóò íàjïîçíàòèjè jå Óìåòíîñò ðà÷óíàðñêîã ïðîãðàìèðà»à, ñâåîáóõâàòíà
ìîíîãðàôèjà î àëãîðèòìèìà è »èõîâîj àíàëèçè. 1970-èõ ãîäèíà ðà÷óíàðñòâî jå áèëî ïî§å áåç
èäåíòèòåòà, îájàâ§èâàíî jå äîñòà ÷ëàíàêà àëè »èõîâ ñòàíäàðä íèjå áèî âèñîê, à äîñòà ðàäîâà jå
ñàäðæàëî ãðåøêå. Êíóò jå çàïî÷åî äåëî êàî îñíîâó çà ñâîjó ê»èãó î ïðîãðàìèðà»ó êîìïàjëåðà,
è óáðçî âèäåî äà jå ïðå òîãà ïîòðåáíî íàïèñàòè ê»èãó î îñíîâàìà òåîðèjå ðà÷óíàðñêîã ïðîãðàìèðà»à.
Çàìèø§åíî jå êàî äåëî îä ñåäàì òîìîâà, îä êîjèõ ñó òðåíóòíî îájàâ§åíà íåïóíà ÷åòèðè. Ïðâà
òðè òîìà îájàâ§åíà ñó 1968., 1969. è 1973. ãîäèíå. Ïîêðèâàjó ðåäîì: îñíîâíå àëãîðèòìå,
ñåìèíóìåðè÷êå àëãîðèòìå, è àëãîðèòìå çà ïðåòðàãó è ñîðòèðà»å. ×åòâðòè òîì jå çáîã ñâîjå
îáèìíîñòè èçäå§åí ó âèøå äåëîâà - ½ôàñöèêëè�. Ôàñöèêëå 2 è 3 î êîìáèíàòîðíèì àëãîðèòìèìà
ñó îájàâ§åíå 2005. ãîäèíå, à ïîñëåä»à èçäàòà jå ôàñöèêëà î çàäîâî§èâîñòè, ó äåöåìáðó 2015.
ãîäèíå [3].

Ïåðìóòàöèjà ñêóïà S jå èçáîð åëåìåíàòà ñêóïà S ïðè ÷åìó jå ðåäîñëåä åëåìåíàòà áèòàí.
Êîìáèíàöèjà ñêóïà S jå èçáîð åëåìåíàòà ñêóïà S ïðè ÷åìó ðåäîñëåä åëåìåíàòà íèjå áèòàí.

Ïåðìóòàöèjå è êîìáèíàöèjå ñó ó êîðåíó ìíîãèõ áèòíèõ ãðàíà ìàòåìàòèêå - òåîðèjå áðîjåâà,
àëãåáðå, ãåîìåòðèjå, âåðîâàòíî£å, ñòàòèñòèêå, äèñêðåòíå ìàòåìàòèêå, òåîðèjå ãðàôîâà, è äðóãèõ.
Ïåðìóòàöèjå è êîìáèíàöèjå èìàjó øèðîêó ïðèìåíó. Êîðèñòå ñå ó ðà÷óíàðñêèì ìðåæàìà,
êðèïòîãðàôèjè è ñèãóðíîñòè íà ìðåæè. Ðóòèðà»å ðàçëè÷èòèõ êîìáèíàöèjà ïóòåâà íà ìðåæè
ðàäè ïðîöåíå ïåðôîðìàíñè jå ÷åñò ïðîáëåì ó îâèì îáëàñòèìà. Ðà÷óíàðñêå ìðåæå çàõòåâàjó
ñèãóðàí ïðåíîñ èíôîðìàöèjà, øòî âîäè äî êðèïòîãðàôèjå è ñèãóðíîñòè íà ìðåæè, îáëàñòè
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êîjå ñó çàñíîâàíå íà êîìáèíàòîðèöè, à ïîñåáàí çíà÷àj ó êðèïòîãðàôèjè èìàjó ïåðìóòàöèjå.
Ó àðõèòåêòóðè ðà÷óíàðà ïðîjåêòîâà»å ÷èïîâà óê§ó÷ójå ðàçìàòðà»å ìîãó£èõ ïðåñëèêàâà»à
óëàçíèõ íà èçëàçíå ïèíîâå.
Ìîëåêóëàðíà áèîëîãèjà óê§ó÷ójå ìíîãå ïðîáëåìå âåçàíå çà ðå¢à»å è àíàëèçó øàáëîíà àòîìà,
ìîëåêóëà, ÄÍÊ, ïðîòåèíà è ãåíà, êîjè ñå ìîãó ïîñìàòðàòè êàî êîìáèíàòîðíè è ïðîáëåìè
ïåðìóòàöèjà. Jåçèöè - ïðèðîäíè è âåøòà÷êè, ñó áëèñêî ïîâåçàíè ñà êîìáèíàòîðèêîì. Íà
ïðèìåð, àëãîðèòìè çà ïðåòðàãó òåêñòà ÷åñòî ñó çàñíîâàíè íà êîìáèíàòîðèöè ðå÷è è êàðàêòåðà.
Äèðåêòíå ïðèìåíå îâèõ àëãîðèòàìà ñó ó áàçàìà ïîäàòàêà è ïðîöåñèðà»ó òåêñòà. Àíàëèçà
åôèêàñíîñòè îâèõ àëãîðèòàìà jå jîø jåäíà âåëèêà îáëàñò ïðèìåíå êîìáèíàòîðèêå.
Ó íàó÷íèì èñòðàæèâà»èìà, ãåíåðèñà»å ñâèõ êîìáèíàöèjà êàíäèäàòà çà ðåøå»å jå âàæàí
ïðîáëåì. Óïèòè ó áàçàìà ïîäàòàêà êîjè ñå ñàñòîjå îä âèøå join îïåðàöèja ñå ïîñìàòðàjó
êàî ïåðìóòàöèjå ó êîjèìà ñó åëåìåíòè ÷èíèîöè join-a. Îäðå¢èâà»å îïòèìàëíå ïåðìóòàöèjå
êîjà äàjå óïèò êîjè £å ñå íàjáðæå èçâðøèòè jå ÷åñò è âàæàí ïðîáëåì ó áàçàìà ïîäàòàêà.
Ìíîãè ïðîáëåìè îïòèìèçàöèjå ó îáëàñòè îïåðàöèîíèõ èñòðàæèâà»à (åíã. Operations research),
êàî íà ïðèìåð ïðîáëåì ðàñïîðå¢èâà»à ïîñëîâà, çàñíîâàíè ñó íà êîìáèíàòîðíèì ïðîáëåìèìà.
Ñèìóëàöèjå, íàöèîíàëíà ñèãóðíîñò ñó jîø íåêå îä îáëàñòè ãäå ñå êîìáèíàöèjå è ïåðìóòàöèjå
çíà÷àjíî ïðèìå»ójó [4].

Ïîãëàâ§à 7.2.1.2 è 7.2.1.3 ñàäðæå, ïî Êíóòîâîì èçáîðó, jåäàíàåñò íàjâàæíèjèõ àëãîðèòàìà
çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà, è ïåò àëãîðèòàìà çà ãåíåðèñà»å êîìáèíàöèjà. Ñâè àëãîðèòìè ñó
îïèñàíè íåôîðìàëíî è ñà ½go to� ñêîêîâèìà. Ïîðåä ïðåäñòàâ§à»à àëãîðèòàìà, öè§ îâîã ðàäà
jå è ïðåöèçíî ôîðìóëèñà»å ñâèõ àëãîðèòàìà íà ïñåóäîjåçèêó, áåç ½go to� ñêîêîâà, à çàòèì è
ðàçâèjà»å ïðàòå£å èìïëåìåíòàöèjå.
Ó îðèãèíàëíîj âåðçèjè àëãîðèòìè ñó îïèñàíè íèçîì íóìåðèñàíèõ êîðàêà, ãäå êîðàê i + 1
ñëåäè íàêîí êîðàêà i, i ≥ 1. Ó çàâèñíîñòè îä èñïó»åíîñòè óñëîâà âåçàíèõ çà àëãîðèòàì, òîê
àëãîðèòìà ñå ÷åñòî ïðåóñìåðàâà íà íåêè îä íàðåäíèõ èëè íåêè îä ïðåòõîäíèõ êîðàêà, çà øòà ñå
êîðèñòè ½go to� êîìàíäà. Îâàj íà÷èí ïðèêàçà àëãîðèòàìà jå êðà£è è àëãîðèòìè ñó ÷èò§èâèjè,
àëè je èìïëåìåíòàöèjà òåæà. Íàêîí òðàíñôîðìàöèjå èçâðøåíå ó îâîì ðàäó, èìïëåìåíòàöèjà
àëãîðèòàìà jå çíà÷àjíî ïîjåäíîñòàâ§åíà.
Îñíîâíà èäåjà èçà òðàíñôîðìàöèjå jå äà ñå çà åëèìèíàöèjó ½go to� êîðèñòå êîìàíäå êîíòðîëå
òîêà. Òèïè÷íî çà ñâå àëãîðèòìå jå ïîñòîjà»å ½ñïî§àø»åã� ½go to� - ïðåóñìåðàâà»à êîðàêà ñà
ïîñëåä»åã êîðàêà íà êîðàê èñïèñà ïåðìóòàöèjå êîjè ñå íàëàçè íà ïî÷åòêó àëãîðèòìà. Îâàj
½go to� jå åëèìèíèñàí òàêî øòî ñó êîðàöè èçìå¢ó ïî÷åòíîã è ïîñëåä»åã ñìåøòåíè ó while(true)
ïåò§ó, èç êîjå ñå èçëàçè êàäà jå èñïó»åí óñëîâ çà çàâðøåòàê àëãîðèòìà. Îñèì îâå íàjjåäíîñòàâíèjå
òðàíñôîðìàöèjå, âåëèêè áðîj àëãîðèòàìà ó îðèãèíàëíîj âåðçèjè ñàäðæè ãðàíà»à ó çàâèñíîñòè
îä óñëîâà âåçàíèõ çà àëãîðèòàì, à ïîòîì ½go to� íà íåêè îä ïðåòõîäíèõ èëè íàðåäíèõ êîðàêà.
Îâàêâå êîíñòðóêöèjå ðåøåíå ñó óïîòðåáîì while(true) ïåò§å, à ïîòîì êîìàíäàìà break è
continue êîjå ñëóæå äà óñìåðå èçâðøàâà»å íà ïîòðåáàí êîðàê. Ó íåêèì àëãîðèòìèìà êîjè
èìàjó âèøå ãðàíà»à (íà ïðèìåð, àëãîðèòàì X èç 2.1.9) îâàj ïðèíöèï jå ïðèìå»åí íà âèøå
íèâîà, òj. ïîñòîjè âèøå óãíåæäåíèõ ïåò§è. Îâàêàâ ïðèñòóï åëèìèíèñà»ó ½go to� ïîäðàçóìåâà
è äà ñå íåêè äåëîâè êîäà, òj. êîðàöè, ïîíàâ§àjó, ÷åãà ó èçâîðíîj âåðçèjè íåìà. Óíóòàð êîðàêà
íèñó ïðàâ§åíå èçìåíå.
Íà ïðèìåð, íàjjåäíîñòàâíèjè àëãîðèòàì Ë çà ëåêñèêîãðàôñêî ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà (äåòà§íèjå
ó 2.1.2) ñàäðæè ÷åòèðè êîðàêà ó èçâîðíîj âàðèjaíòè è ãëàñè:
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Àëãîðèòàì 1.0.1. Ë (ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà ëåêñèêîãðàôñêèì ðåäîñëåäîì îðèãèíàëíà âåðçèjà)
L1. [Èñïèñ ïåðìóòàöèjå] Èñïèñ ïåðìóòàöèjå a1...an
L2. [Îäðå¢èâà»å j] Ïîñòàâè j ← n−1. Àêî jå aj ≥ aj+1 ñìà»ój j çà 1 ñâå äîê íå áóäå aj < aj+1.

Óêîëèêî jå j = 0 çàâðøè àëãîðèòàì.
L3. [Ïîâå£àâà»å aj]Ïîñòàâè l← n. Ako je aj ≥ al ñìà»ój l çà 1 ñâå äîê íå áóäå aj < al.

Îíäà çàìåíè aj ↔ al .
L4. [Îáðòà»å ïîäíèçà aj+1...an] Ïîñòàâè k ← j + 1, l← n.

Îíäà, àêî jå k < l, çàìåíè ìåñòà ak ↔ al, ïîñòàâè k ← k + 1, l← l − 1,
è ïîíàâ§àj äîê íå áóäå k ≥ l. Âðàòè ñå íà L1.

äîê ïðåðà¢åí èçãëåäà îâàêî:

Àëãîðèòàì 1.0.2. Ë (ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà ëåêñèêîãðàôñêèì ðåäîñëåäîì âåðçèjà áåç GO
TO ñêîêîâà)
begin

(1) while true do
(2) Èñïèñ [èñïèñ ïåðìóòàöèjå a1...an]
(3) j ← n− 1
(4) while j ≥ 0 and aj ≥ aj+1 do
(5) j ← j − 1
(6) if j = 0 then
(7) exit [íåìà íàðåäíå ïåðìóòàöèjå]
(8) l← n
(9) while aj ≥ al do
(10) l← l − 1
(11) Çàìåíèòè aj è al
(12) k ← j + 1, l← n
(13) while k < l do
(14) Çàìåíèòè ak i al
(15) k ← k + 1, l← l − 1
end

Ïðåðà¢åíè àëãîðèòìè ñó ïðåäñòàâ§åíè ïñåóäîêîäîâèìà, à ïîòîì jå íàïðàâ§åíà èìïëåìåíòàöèjà
ïñåóäîêîäîâà ó îêâèðó êîíçîëíå àïëèêàöèjå. Àïëèêàöèjà jå òåñòèðàíà êîðèñòå£è ïðèìåðå
íàâåäåíå ó ïîãëàâ§èìà 7.2.1.2 è 7.2.1.3. Íà ñàìîì êðàjó, àëãîðèòìè ñó åêñïåðèìåíòàëíî
óïîðå¢åíè - äî êîjå ãðàíèöå ñå ìîãó èçâðøàâàòè, è êîjå âðåìå èì jå çà òî ïîòðåáíî.

Ïîãëàâ§å 2.1 ñå áàâè àëãîðèòìèìà çà ãåíåðèñà»å ñâèõ ïåðìóòàöèjà. Ïðåäñòàâ§åíî jå jåäàíàåñò
àëãîðèòàìà çà ãåíåðèñà»å ñâèõ ïåðìóòàöèjà, ñàìî îäðå¢åíîã ïîäñêóïà ïåðìóòàöèjà êîjè çàäîâî§àâà
îäðå¢åíå óñëîâå, à íåêè àëãîðèòìè ïîêàçójó è êàêî ñå àëãîðèòìè çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà
ìîãó ïðèìåíèòè. Ïîãëàâ§å 2.2 îáðà¢ójå ïåò àëãîðèòàìà êîjè ñå áàâå ãåíåðèñà»åì êîìáèíàöèjà
è ïðîáëåìå íà êîjå ñå ìîãó ïðèìåíèòè. Ó ïîãëàâ§ó 3 íàâåäåíè ñó äåòà§è èìïëåìåíòàöèjå
ïðåðà¢åíèõ ïñåóäîêîäîâà è àëãîðèòìè ñó åêñïåðèìåíòàëíî óïîðå¢åíè.

Ïîñåáíó çàõâàëíîñò äóãójåì ìåíòîðó ïðîô. äð. Ìèîäðàãó Æèâêîâè£ó íà âåëèêîj ïîìî£è
è ñòðï§å»ó òîêîì èçðàäå îâîã ðàäà, êàî è ÷ëàíîâèìà êîìèñèjå ïðîô. äð. Ïðåäðàãó Jàíè÷è£ó
è äîö. äð. Ìëàäåíó Íèêîëè£ó çà âðåäíå ñóãåñòèjå êîjèìà ñó ïîìîãëè äà ñå ðàä óïîòïóíè è
çàîêðóæè êàî öåëèíà.
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Ïîãëàâ§å 2

Àëãîðèòìè çà ãåíåðèñà»å

ïåðìóòàöèjà è êîìáèíàöèjà

2.1 Ãåíåðèñà»å ñâèõ ïåðìóòàöèjà

2.1.1 Óâîä

Jåäíà îä íàjâàæíèjèõ òåìà ó êîìáèíàòîðíèì àëãîðèòìèìà çà ãåíåðèñà»å jå ïðîáëåì îáèëàæå»à,
òj. ãåíåðèñà»à ñâèõ ïåðìóòàöèjà. Îâî ïîãëàâ§å ñå áàâè íàjáèòíèjèì àëãîðèòìèìà çà ãåíåðèñà»å
ñâèõ ïåðìóòàöèjà, è ïîêàçójå êàêî ñå íåêè îä »èõ ìîãó ïðèìåíèòè.
Ïîãëàâ§å ïî÷è»å îñíîâíèì àëãîðèòìîì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà ó ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó,
àëãîðèòìîì Ë. Íàðåäíà òà÷êà 2.1.3 ïðåäñòàâ§à ìåòîä ïðîñòèõ çàìåíà, àëãîðèòàì ó êîìå
ñå ñâàêà ïåðìóòàöèjà äîáèjà îä ïðåòõîäíå çàìåíîì ìåñòà äâà ñóñåäíà åëåìåíòà. Èíäåêñè
åëåìåíàòà êîjè ìå»àjó ìåñòà çà äàòî n ÷èíå êîíñòàíòàí íèç, ïà ñå òàj íèç ìîæå èçðà÷óíàòè
óíàïðåä, à àëãîðèòàì çà òî jå òåìà òà÷êå 2.1.4. Ñëåäè ïîãëàâ§å 2.1.5 êîjå ïðèêàçójå ïðèìåíó
ïåðìóòàöèjà çà ðåøàâà»å àëôàìåòèêà ïðîáëåìà. Íàêîí òîãà ñëåäè íåêîëèêî òà÷àêà êîjå
îáðà¢ójó àëãîðèòìå êîjè ñó çàñíîâàíè íà ìóëòèïëèêàòèâíèì ñâîjñòâèìà ïåðìóòàöèjà. Îñíîâíà
èäåjà èçà îâèõ àëãîðèòàìà jå äà ñå ïåðìóòàöèjà ïîñìàòðà êàî ïðåñëèêàâà»å, à ïåðìóòàöèjå ñå
ãåíåðèøó ìíîæå»åì ñà ñïåöèjàëíèì ïðåñëèêàâà»èìà. Ïîãëàâ§å 2.1.9 ïðåäñòàâ§à àëãîðèòàì
X, íàìå»åí ó ïðèìåíàìà ó êîjèìà jå ïîòðåáàí ñàìî ïîäñêóï ñêóïà ñâèõ ïåðìóòàöèjà, êîjè
÷èíå ïåðìóòàöèjå êîjå çàäîâî§àâàjó çàäàòè ñêóï óñëîâà. Çàòèì jå ðàçìîòðåí êîíöåïòóàëíî
âåðîâàòíî íàjjåäíîñòàâíèjè àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å êîìáèíàöèjà - àëãîðèòàì Ö, ó òà÷êè
2.1.11, êîjè ïåðìóòàöèjå ãåíåðèøå öèêëè÷íèì ïîìåðàjèìà. Íàêîí »åãà ñëåäè àëãîðèòàì Å êîjè
ïåðìóòàöèjå ãåíåðèøå êîðèñòå£è ïîñåáíó âðñòó çàìåíå - çâåçäà çàìåíå, ãäå ñå ñâàêà íàðåäíà
ïåðìóòàöèjà äîáèjà çàìåíîì ìåñòà åëåìåíòà a0 è íåêîã äðóãîã åëåìåíòà. Íà êðàjó jå ðàçìîòðåí
ïðîáëåì òîïîëîøêîã ñîðòèðà»à - êàäà íèñó ïîòðåáíå ñâå ïåðìóòàöèjå íåêîã ñêóïà, âå£ ñàìî
îäðå¢åí ïîäñêóï ïåðìóòàöèjà êîjå çàäîâî§àâàjó îäðå¢åíå óñëîâå, è àëãîðèòàì êîjè ñïðîâîäè
òîïîëîøêî ñîðòèðà»å, íàçâàí àëãîðèòàì Â.
Ñâè ïðèêàçàíè àëãîðèòìè, îñèì àëãîðèòìà Ë êîjè ñå ðàçìàòðà ïðâè, è àëãîðèòìà Â çà ïðîíàëàæå»å
ñâèõ òîïîëîøêèõ óðå¢å»à, ñëóæå çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà áåç ïîíàâ§à»à.
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2.1.2 Àëãîðèòàì Ë - ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà ó ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó

Îâî jå êëàñè÷àí è jåäíîñòàâàí àëãîðèòàì êîjè ãåíåðèøå ïåðìóòàöèjå ñà è áåç ïîíàâ§à»à ó
ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó. Ïîòè÷å èç Èíäèjå, èç 14. âåêà, à èçóìåî ãà jå Íàðàjàíà Ïàíäèòà. Çà
çàäàòè íèç n åëåìåíàòà a1a2...an, ñîðòèðàí òàêî äà jå a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an, àëãîðèòàì ãåíåðèøå
ñâå ïåðìóòàöèjå ñêóïà {a1, a2, ..., an}, ïîñå£ójó£è èõ ó ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó.
Àëãîðèòàì jå çàñíîâàí íà ãåíåðàëíîì ïðàâèëó çà ãåíåðèñà»å ëåêñèêîãðàôñêè ñëåäå£åã åëåìåíòà
ñâàêå êîìáèíàòîðíå ñõåìå:

1. Íà£è íàjâå£è èíäåêñ j òàêàâ äà aj ìîæå äà ñå óâå£à
2. Óâå£àòè j çà íàjìà»ó ìîãó£ó âðåäíîñò
3. Íà£è íà÷èí äà ñå a1...aj ïðîøèðè äî êîìïëåòíå ñõåìå, ïðâå íàðåäíå ó ëåêñèêîãðàôñêîì

ïîðåòêó
Ó íàñòàâêó jå ïñåóäîêîä àëãîðèòìà.
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Àëãîðèòàì 2.1.1. Ë (ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà ëåêñèêîãðàôñêèì ðåäîñëåäîì)
Óëàç: ñîðòèðàí íèç a äóæèíå n, òàêî äà jå a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an.
Èçëàç: ñâå ïåðìóòàöèjå ñêóïà {a1, a2, . . . , an}, ó ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó.
Ïðèìåð: çà ñêóï {1, 2, 2, 3} äîáèjà ñå:

1223, 1232, 1322, 2123, 2132, 2213, 2231, 2312, 2321, 3122, 3212, 3221.

Íàïîìåíà: çáîã jåäíîñòàâíîñòè ñå ïðåòïîñòàâ§à äà jå íèçó a äîäàò ïîìî£íè åëåìåíò a0,
òàêàâ äà jå a0 < an
begin

(1) while true do
[Èíâàðèjàíòà ïåò§å: {a1, a2, . . . , an} jå ëåêñèêîãðàôñêè íàjâå£à îä äî ñàäà èñïèñàíèõ ïåðìóòàöèjà
è ëåêñèêîãðàôñêè ìà»à îä ñâèõ ïåðìóòàöèjà êîjå jîø íèñó èñïèñàíå]

(2) Èñïèñ [èñïèñ ïåðìóòàöèjå a1a2 . . . an è îäðå¢èâà»å íàðåäíå ó íàñòàâêó]
(3) j ← n− 1 [îäðå¢èâà»å èíäåêñà j]
(4) while j ≥ 0 and aj ≥ aj+1 do
(5) j ← j − 1
(6) if j = 0 then
(7) exit [íåìà íàðåäíå ïåðìóòàöèjå]

[íà îâîì ìåñòó jå j íàjìà»è èíäåêñ òàêàâ äà ñó èñïèñàíå ñâå ïåðìóòàöèjå êîjå ïî÷è»ó ñà a1 . . . aj]
[ïîâå£àâà»å aj; îäðå¢èâà»å íàjâå£åã èíäåêñà l òàêâîã äà jå al > aj]

(8) l← n
(9) while aj ≥ al do
(10) l← l − 1
(11) Çàìåíèòè aj è al

[ïîøòî jå aj+1 ≥ · · · ≥ an, al jå íàjìà»è åëåìåíò âå£è îä aj êîjè ìîæå
äà ñëåäè èçà a1 . . . aj−1 ó ïåðìóòàöèjè; ïðå çàìåíå áèëî jå
aj+1 ≥ · · · ≥ al−1 ≥ al > aj ≥ al+1 ≥ · · · ≥ an;
ïîñëå çàìåíå jå aj+1 ≥ · · · ≥ al−1 ≥ aj > al ≥ al+1 ≥ · · · ≥ an]
[èíâåðçèjà ðåäîñëåäà aj+1 . . . an]

(12) k ← j + 1, l← n
(13) while k < l do
(14) Çàìåíèòè ak i al
(15) k ← k + 1, l← l − 1
end

Êàäà ñó åëåìåíòè óëàçíîã íèçà ðàçëè÷èòè àëãîðèòàì ñå ìîæå óíàïðåäèòè ïðåïîçíàâà»åì
ñïåöèjàëíîã ñëó÷àjà ó êîðàêó òðàæå»à èíäåêñà j (ëèíèjå 3 − 5 ó ïñåóäîêîäó), êàäà jå j =
n− 2, êîjè âàæè çà ïîëîâèíó îä n! ïåðìóòàöèjà, òî ñó ïåðìóòàöèjå êîä êîjèx âàæè an−1 < an.
Àëãîðèòàì jå åôèêàñíèjè êàäà ñó åëåìåíòè óëàçíîã íèçà à ðàçëè÷èòè, jåð jå âåðîâàòíî£à äà
jå j ≤ n − t ñàìî 1/t! , ïà ïåò§å ó ëèíèjàìà 4 è 13 èìàjó ìàëè áðîj èòåðàöèjà. Àëãîðèòàì
jå åôèêàñàí è êàäà ñå îäðå¢åíè åëåìåíòè ïîíàâ§àjó, îñèì ó ñëó÷àjó êàäà ñå íåêå âðåäíîñòè
óëàçíîã íèçà ïîjàâ§ójó ìíîãî ÷åø£å íåãî äðóãå.

2.1.3 Àëãîðèòàì Ï - ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà ìåòîäîì ïðîñòèõ çàìåíà

Àëãîðèòàì ïðîñòèõ çàìåíà (åíã. plain changes) ãåíåðèøå ñâèõ n! ïåðìóòàöèjà íèçà ðàçëè÷èòèõ
åëåìåíàòà äóæèíå n ïðàâå£è n!− 1 çàìåíó ñóñåäíèõ åëåìåíàòà. Äîáèî jå íàçèâ ïðîñòå çàìåíå
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çàòî øòî ñó òî çàìåíå ñóñåäíèõ åëåìåíàòà. Ïîòè÷å èç Åíãëåñêå, èç 17. âåêà. Èäåjà àëãîðèòìà
jå óçåòè íèç ïåðìóòàöèjà äóæèíå n − 1 ó êîìå jå ñâàêà äîáèjåíà îä ïðåòõîäíå çàìåíîì ìåñòà
äâà ñóñåäíà åëåìåíòà, è óáàöèòè n íà ñâàêó ìîãó£ó ïîçèöèjó.
Íà ïðèìåð, çà íèç ïåðìóòàöèjà {123, 132, 312, 321, 231, 213}, äîäàâà»åì n = 4 íà ñâå ÷åòèðè
ïîçèöèjå, äîáèjà ñå:

1234 1324 3124 3214 2314 2134

1243 1342 3142 3241 2341 2143

1423 1432 3412 3421 2431 2413

4123 4132 4312 4321 4231 4213

(2.1)

Äîáèjåíè íèç ñå ÷èòà íà ñëåäå£è íà÷èí: ïðâà êîëîíà îäîçãî-íàäîëå, äðóãà êîëîíà îäîçäî-
íàãîðå, òðå£à êîëîíà îäîçãî-íàäîëå, èòä.
Ñâàêà ïåðìóòàöèjà ñå îä ïðåòõîäíå äîáèjà jåäíîì çàìåíîì äâà ñóñåäíà åëåìåíòà, ïà ñå îâàêàâ
ðåäîñëåä íàçèâà jîø è ½ãðåjîâñêè�, jåð ïîäñå£à íà Ãðåjîâ áèíàðíè êîä, ó êîìå ñå ñâàêå äâå
óçàñòîïíå âðåäíîñòè ðàçëèêójó íà ñàìî jåäíîì áèòó.
Àëãîðèòàì ñå çàñíèâà íà êîðèø£å»ó óçàjàìíå ïîâåçàíîñòè ïåðìóòàöèjå è »åíå òàáåëå èíâåðçèjå.
Èíâåðçèjå è òàáåëå èíâåðçèjà ñå äåôèíèøó íà ñëåäå£è íà÷èí:

Íåêà jå a1a2...an ïåðìóòàöèjà ñêóïà {1, 2, ..., n}. Óêîëèêî ïîñòîjå i è j, òàêâè äà jå i < j è
ai > aj , ïàð (ai, aj) ñå íàçèâà èíâåðçèjà ïåðìóòàöèjå. Íà ïðèìåð, ïåðìóòàöèjà 3 1 4 2 èìà 3
èíâåðçèjå: (3, 1), (3, 2) è (4, 2). Èíâåðçèjà jå çàïðàâî ïàð åëåìåíàòà êîjè jå ½íåñîðòèðàí�, îäíîñíî
ñîðòèðàí îïàäàjó£å, ïà jå ñàìèì òèì jåäèíà ïåðìóòàöèjà áåç èíâåðçèjà ïåðìóòàöèjà êîä êîjå
ñó åëåìåíòè ïîðå¢àíè ó ðàñòó£åì ïîðåòêó. Èç îâîã ðàçëîãà ñó èíâåðçèjå âàæíå ó ïðîáëåìèìà
ñîðòèðà»à [5].

Òàáåëà èíâåðçèjà ïåðìóòàöèjå a1a2..an, jå íèç b1b2..bn, ãäå jå bj áðîj åëåìåíàòà ëåâî îä
j êîjè ñó âå£è îä j. bj ñå ìîæå ïîñìàòðàòè êàî áðîj èíâåðçèjà ó ïåðìóòàöèjè ÷èjà äðóãà
êîìïîíåíòà jå j.
Íà ïðèìåð, òàáåëà èíâåðçèjà ïåðìóòàöèjå

5 9 1 8 2 6 4 7 3 (2.2)

je

2 3 6 4 0 2 2 1 0, (2.3)

jåð ñó 5 è 9 ëåâî îä 1 è âå£è ñó îä 1; 5, 9 è 8 ñó ëåâî îä 2 è âå£è îä 2, èòä., óêóïíî 20 èíâåðçèjà
(îâàj áðîj ñå äîáèjà êàäà ñå ñóìèðà òàáåëà èíâåðçèjà).
Ïî äåôèíèöèjè óâåê âàæè: 0 ≤ b1 ≤ n− 1, 0 ≤ b2 ≤ n− 2, ..., 0 ≤ bn−1 ≤ 1, bn = 0.

Èíâåðçèjà jåäíîçíà÷íî îäðå¢ójå îäãîâàðàjó£ó ïåðìóòàöèjó òàêî äà jå çà çàäàòó èíâåðçèjó óâåê
ìîãó£å äîáèòè »åíó ïåðìóòàöèjó. ×åñòî jå ó ïðîáëåìèìà ñà ïåðìóòàöèjàìà ëàêøå ðàäèòè ñà
èíâåðçèjàìà íåãî ñà »èìà îäãîâàðàjó£èì ïåðìóòàöèjàìà [5].
Íà ïðèìåð, îä òàáåëå èíâåðçèjà (2.3), ïåðìóòàöèjà ñå äîáèjà íà ñëåäå£è íà÷èí:
Àíàëèçèðàjó ñå åëåìåíòè òàáåëå èíâåðçèjà ñà äåñíå ñòðàíå, îä bn êà b1. 9 êàî íàjâå£è åëåìåíò
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ñå íàïèøå ïðâè. Ïîòîì, ïîøòî jå b8 = 1, çíà÷è äà jå 8 ïîñëå 9 ó ïåðìóòàöèjè, è íàïèøå ñå
äåñíî îä 9. Êàêî jå b7 = 2, çíà÷è äà ñó 8 è 9 ëåâî îä 7, ïà ñå 7 ñå íàïèøå ïîñëå 8 è 9. Åëåìåíòè
ñó òðåíóòíî ïîðå¢àíè 9 8 7. Äà§å, êàêî jå b6 = 2, òî çíà÷è äà ñó 2 åëåìåíòà ëåâî îä 6 âå£à îä
6, ïà 6 ìîðà ñòàjàòè íàêîí 8 è 9, à ïðå 7. Ïîðåäàê jå äàêëå 9 8 6 7. Äà§å, êàêî jå b5 = 0, 5 ñå
ïîñòàâ§à ëåâî îä 9, b4 jå 4 ïà ñå ñòàâ§à íàêîí 4 âå£à áðîjà îä »åãà, äàêëå íàêîí 6, b3 je 6 ïà ñå
ñòàâ§à íàêîí øåñò âå£èõ áðîjåâà îä »åãà. Êàêî jå b2 = 3, ìåñòî ìó jå íàêîí òðè âå£à áðîjà îä
»åãà, äàêëå íàêîí 8, è îáçèðîì äà jå b1 = 2, ñòàâ§à ñå íàêîí 5 è 9. Òàêî ñå äîáèjà ïåðìóòàöèjà
(2.2).

Àëãîðèòàì Ï êîðèñòè íåøòî äðóãà÷èjå äåôèíèñàíå èíâåðçèjå:
c1c2...cn jå òàáåëà èíâåðçèjà ïåðìóòàöèjå a1a2...an, ãäå jå cj áðîj åëåìåíàòà ñà äåñíå ñòðàíå j
êîjè ñó ìà»è îä j.
Êàäà ñe ïåðìóòàöèjå äåôèíèøó íà òàj íà÷èí, ïåðìóòàöèjå èç (2.1) èìàjó ñëåäå£å òàáåëå èíâåðçèjà:

0000 0010 0020 0120 0110 0100

0001 0011 0021 0121 0111 0101

0002 0012 0022 0122 0112 0102

0003 0013 0023 0123 0113 0103

Çàìåíîì ìåñòà äâà ñóñåäíà åëåìåíòà ó ïåðìóòàöèjè áðîj èíâåðçèjà çà òó ïåðìóòàöèjó ñå ìå»à
òà÷íî çà ±1, è îâà ÷è»åíèöà ñå êîðèñòè ó àëãîðèòìó Ï.
Àëãîðèòàì jå îïèñàí ïñåóäîêîäîì ó íàñòàâêó.
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Àëãîðèòàì 2.1.2. Ï (ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà ìåòîäîì çàìåíå ìåñòà ñóñåäíèõ åëåìåíàòà)
Óëàç: íèç a äóæèíå n
Èçëàç: ñâå ïåðìóòàöèjå ñêóïà {a1, a2, . . . , an}, èçëèñòàíå ó ïîðåòêó ½ãðåjîâñêå� ñåêâåíöå.
Ïðèìåð: çà ñêóï {1, 2, 3, 4} äîáèjà ñå:
1234, 1243, 1423, 4123,
4132, 1432, 1342, 1324,
3124, 3142, 3412, 4312,
4321, 3421, 3241, 3214,
2314, 2341, 2431, 4231,
4213, 2413, 2143, 2134.
Íàïîìåíà: Àëãîðèòàì êîðèñòè äâà ïîìî£íà íèçà: âåêòîð èíâåðçèjà ïåðìóòàöèjà c1c2 . . . cn,
ãäå jå cj äåôèíèñàí êàî áðîj åëåìåíàòà ó ïåðìóòàöèjè a1a2 . . . an äåñíî îä j êîjè ñó ìà»è îä
j, è çà êîjè âàæè 0 ≤ cj < j, 1 ≤ j ≤ n è âåêòîð o1o2 . . . on êîjè äåôèíèøå ïðàâàö ìå»à»à
åëåìåíàòà cj.
begin

(1) for 1 ≤ j ≤ n do
(2) cj ← 0, oj ← 1 [Èíèöèjàëèçàöèjà íèçîâà c i o]
(3) while true do
(4) Èñïèñ [èñïèñ ïåðìóòàöèjå a1a2 . . . an]
(5) j ← n, s← 0 [Ïðèïðåìà çà çàìåíó ìåñòà.

Ñëåäå£è êîðàöè îäðå¢ójó êîîðäèíàòó cj za koju ce se j ïðîìåíèòè,
s jå áðîj èíäåêñà k âå£èõ îä j, òàêâèõ äà jå ck = k − 1]

(6) q ← cj + oj [Çàìåíà?]
(7) while q < 0 or q = j do
(8) if q < 0 then [ó îâîì òðåíóòêó äîøëî ñå äî äåñíîã êðàjà òàáåëå c]
(9) oj ← −oj , j ← j − 1, q ← cj + oj
(10) if q = j then [ó îâîì òðåíóòêó äîøëî ñå äî ëåâîã êðàjà òàáåëå c]
(11) if j = 1 then
(12) exit [íåìà íàðåäíå ïåðìóòàöèjå]
(13) else
(14) s← s+ 1, oj ← −oj , j ← j − 1, q ← cj + oj
(15) Çàìåíèòè ìåñòà åëåìåíòèìà aj−cj+s i aj−q+s

(16) cj ← q
end

Ñëèêà 2.1: Ãðàô ïåðìóòàöèjà ñêóïà {1, 1, 2, 2} äîáèjåíèõ ìåòîäîì ïðîñòèõ çàìåíà

Óêîëèêî ñå íåêè îä åëåìåíàòà óëàçíîã íèçà ïîíàâ§à, àëãîðèòàì ó îïøòåì ñëó÷àjó íå
ãàðàíòójå íàëàæå»å ½ãðåjîâñêå� ñåêâåíöå ïåðìóòàöèjà. Ðàçëîã ëåæè ó òîìå øòî ãðàô ïåðìóòàöèjà
äîáèjåíèõ çàìåíîì ñóñåäíèõ åëåìåíàòà êàäà ñå åëåìåíòè ïîíàâ§àjó íåìà óâåê Õàìèëòîíîâ ïóò.
Ñëèêà 2.1 ïðèêàçójå ïðèìåð ïåðìóòàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì ñêóïà {1, 1, 2, 2}. Àêî ñå ãðàíîì
ïîâåæó ïàðîâè ïåðìóòàöèjà òàêâè äà ñå jåäíà îä äðóãå ìîæå äîáèòè çàìåíîì ìåñòà ñóñåäíèõ
åëåìåíàòà, äîáèjà ñå ãðàô íà ñëèöè 2.1. Ñà ñëèêå ñå âèäè äà îâàj ãðàô íåìà Õàìèëòîíîâ ïóò.

10



Ïîñåáíà ïîãîäíîñò îâîã àëãîðèòìà jå øòî ãåíåðèøå íàèçìåíè÷íî ïàðíå è íåïàðíå ïåðìóòàöèjå
(ïàðíå ïåðìóòàöèjå ñó îíå êîjå èìàjó ïàðàí áðîj èíâåðçèjà, à íåïàðíå - íåïàðàí), øòî îìîãó£àâà
äà ñå ìîäèôèêójå è äà ñå íå îáèëàçå ïàðíå êàäà ñó ïîòðåáíå ñàìî íåïàðíå è îáðíóòî.
Àëãîðèòàì jå ìîãó£å óíàïðåäèòè - ïåò§à èç ëèíèjå 3 ñå èçâðøàâà n ïóòà. Ìîãó£å jå íàïðàâèòè
ìîäèôèêàöèjó òàêî äà ñå ó (n− 1) îä n ïðîëàçàêà êîðàöè óâå£àâà»à ïðîìåí§èâå s è ìå»à»à
ïðàâöà çàìåíà o (ëèíèjå 13 - 14) ïðåñêà÷ó.

2.1.4 Àëãîðèòàì Ò - òðàíçèöèjå àëãîðèòìà ïðîñòèõ çàìåíà

Çà ïðèìåíå êàäà jå ïîòðåáíî ðà÷óíàòè ïåðìóòàöèjå èñòîã ñêóïà âèøå ïóòà, ìîãó£å jå óíàïðåä
ïðèïðåìèòè ëèñòó èíäåêñà åëåìåíàòà êîjè ó÷åñòâójó ó çàìåíàìà êîjå àëãîðèòàì Ï èçâîäè.
Îâà ëèñòà ñå ïîòîì êîðèñòè ñâàêè ïóò êàäà ñó ïîòðåáíå ïåðìóòàöèjå òîã ñêóïà. Ãåíåðèñà»å
îâàêâå ëèñòå çàìåíà jå çàäàòàê àëãîðèòìà òðàíçèöèjå ïðîñòèõ çàìåíà. Çà óëàçíè ïàðàìåòàð n
àëãîðèòàì Ò âðà£à íèç èíäåêñà t[1], t[2], ..., t[n!−1] òàêàâ äà ñó àêöèjå àëãîðèòìà Ï åêâèâàëåíòíå
óçàñòîïíèì çàìåíàìà at[k] ↔ at[k]+1, 1 ≤ k < n!. Àãîðèòàì jå ïðèìåí§èâ íà ñâå n ≥ 2. Êàî è
àëãîðèòàì Ï, è îâàj àëãîðèòàì jå ïðèìåí§èâ íà ñêóïîâå ðàçëè÷èòèõ åëåìåíàòà.

Àëãîðèòàì 2.1.3. T (ãåíåðèñà»å íèçà òðàíçèöèjà àëãîðèòìà ïðîñòèõ çàìåíà)
Óëàç: n, n ≥ 2
Èçëàç: íèç çàìåíà t[1], t[2], ..., t[n!−1] òàêàâ äà ñó àêöèjå àëãîðèòìà Ï åêâèâàëåíòíå óçàñòîïíèì
çàìåíàìà at[k] ↔ at[k]+1, 1 ≤ k < n!
Ïðèìåð: ça n = 4 niz t[1], t[2],..,t[23] je jednak:

3, 2, 1, 3, 1, 2, 3, 1, 3, 2, 1, 3, 1, 2, 3, 1, 3, 2, 1, 3, 1, 2, 3

begin

N ← n!, d← N/2, t[d]← 1,m← 2 [Èíèöèjàëèçàöèjà]
while true do [Ïåò§à ïî m]

if m = n
exit [íåìà íàðåäíå ïåðìóòàöèjå]

m← m+ 1, d← d/m, k ← 0
k ← k + d, j ← m− 1
while j > 0 [Ãåíåðèñà»å âðåäíîñòè t[k] îïàäàjó£å]
t[k]← j, k ← k + d, j ← j − 1

t[k]← t[k] + 1 [Óâå£àâà»å âðåäíîñòè t[k] è d]
k ← k + d, j ← 1
while j < m [Ãåíåðèñà»å âðåäíîñòè t[k] ðàñòó£å]
t[k]← j, k ← k + d, j ← j + 1

while k < N
k ← k + d, j ← m− 1
while j > 0
t[k]← j, k ← k + d, j ← j − 1

t[k]← t[k] + 1
k ← k + d, j ← 1
while j < m
t[k]← j, k ← k + d, j ← j + 1

end
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2.1.5 Àëãîðèòàì À - �alphametics�

Jåäíà îä ìíîãîáðîjíèõ ïðèìåíà ïåðìóòàöèjà jå ó ïðîáëåìèìà çâàíèì àëôàìåòèêå (åíã. al-
phametics). Îâàj òåðìèí jå ñêîâàî J. À. Õ. Õàíòåð (J. A. H. Hunter) 1955. ãîäèíå [6], à ðàäè ñå
î ïðîáëåìèìà ñëåäå£åã îáëèêà:
Êîjå âðåäíîñòè öèôàðà 0 - 9 jå ïîòðåáíî äà óçèìàjó ñëîâà äà áè âàæèëà jåäíàêîñò:

SEND + MORE = MONEY, èëè
VIOLIN + VIOLIN + VIOLA = TRIO + SONATA, è åêâèâàëåíòíî:

2(VIOLIN) + VIOLA - TRIO - SONATA = 0.

Îïèñàíè ïðîáëåìè ñå ìîãó jåäíîñòàâíî ðåøàâàòè ðó÷íî, à îâäå £å áèòè ïîêàçàíî êàêî àëãîðèòìè
çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà ìîãó áèòè êîðèñíè ó »èõîâîì ðåøàâà»ó íà ïðèìåðó:

2(V IOLIN) + V IOLA− TRIO − SONATA = 0. (2.4)

Çà ñâàêî ñëîâî ó îâàêâîì ïðîáëåìó ñå ðà÷óíà ½ïîòïèñ�, òàêî øòî ñå ðåøè jåäíà÷èíà ó ñèñòåìó
ñà îñíîâîì 10, ó êîjîj ñå òî ñëîâî çàìåíè áðîjåì 1, à ñâà îñòàëà ñëîâà äîáèjó âðåäíîñò 0.
Íóìåðè÷êà âðåäíîñò êîjà ñå äîáèjå êàî ðåøå»å jåäíà÷èíå jå ½ïîòïèñ� çà òî ñëîâî. Íà ïðèìåð,
ïîòïèñ çà ñëîâî I jå jåäíàê:

2(010010) + 01000 - 0010 - 000000,

îäíîñíî 21010. Óêîëèêî íèç s1s2...s10 ñàäðæè ïîòïèñå çà ñëîâà èç àëôàìåòèêå (2.4): (V, I, O,
L, N, A, T, R, S, X) ðåäîì, îíäà òè ïîòïèñè èìàjó ñëåäå£å âðåäíîñòè (ó äåêàäíîì ñèñòåìó):

s1 = 210000, s2 = 21010, s3 = −7901, s4 = 210, s5 = −998,
s6 = −100, s7 = −1010, s8 = −100, s9 = −100000, s10 = 0.

Íà îâàj íà÷èí, ïðîáëåì ñå ñâîäè íà íàëàæå»å ñâèõ ïåðìóòàöèjà a1...a10 öèôàðà {0, 1, ..., 9}
òàêâèõ äà jå:

a · s =
∑10

j=1 ajsj = 0

Óêîëèêî ó ïðîáëåìó èìà ìà»å îä 10 ðàçëè÷èòèõ ñëîâà, äîäàjó ñå äîäàòíà ñëîâà äà áè óêóïàí
áðîj öèôàðà áèî 10. Äîäàòíà ñëîâà äîáèjàjó ïîòïèñ 0. Ó ïðèìåðó jå òàêî âåøòà÷êè äîäàòî
ñëîâî X. Ïîòðåáàí jå è äîäàòíè óñëîâ - íàèìå, áðîjåâè ó àëôàìåòèöè íå áè òðåáàëè äà èìàjó 0
êàî ïî÷åòíó öèôðó, òj. ðåøå»à îáëèêà:

7316+0823 = 08139, èëè 5731+0647=06378

ñå íå ñìàòðàjó âàëèäíèì. Ñòîãà ñå óâîäè ñêóï ïðâèõ ñëîâà F, òàêàâ äà je

çà ñâàêî j ∈ F, aj 6= 0 (2.5)

Ó îâîì ïðèìåðó, åëåìåíòè ñêóïà F ñó ñëîâà V, T è S, òj. F = {1, 7, 9}.
Îâàêî çàäàò ïðîáëåì ìîãó£å jå jåäíoñòàâíî ðåøèòè, ïðîëàçå£è êðîç ñâèõ 10! ïåðìóòàöèjà
öèôàðà 0, 1, 2, ..., 9 è ðà÷óíàjó£è âðåäíîñò jåäíà÷èíå êîjà ñå äîáèjà êàäà ñå ñëîâà çàìåíå âðåäíîñòèìà
ñâîjèõ ïîòïèñà. Çà îâî ñå ìîæå êîðèñèòè óíàïðåä ïðèïðåì§åíà òàáåëà òðàíçèöèja êîjà ñå äîáèjà
àëãîðèòìîì Ò èç 2.1.4. Àëãîðèòàì êîjè ñëåäè ðåøàâà äàòè ïðîáëåì ïîëàçå£è îä íèçà ïîòïèñà
{s1, s2, ..., s10} è ñêóïà ïðâèõ ñëîâà F. Àëãîðèòàì èñïèñójå ïåðìóòàöèjå öèôàðà êîjå ñó ðåøå»å
çàäàòå àëôàìåòèêå.
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Àëãîðèòàì 2.1.4. A (ïðèìåíà àëãîðèòìà Ò ó àëôàìåòèêàìà)
Óëàç: íèç ïîòïèñà àëôàìåòèêå s[1]s[2]...s[10], íèç êîjè ïðåäñòàâ§à ñêóï ïðâèõ ñëîâà F, è íèç
òðàíçèöèjà t âåëè÷èíå 10!− 1 êîjè jå ïîâðàòíà âðåäíîñò àëãîðèòìà Ò è ÷óâà èíäåêñå çàìåíà
óçàñòîïíèõ åëåìåíàòà çà ïåðìóòàöèjå 10 åëåìåíàòà.
Èçëàç: ñâå ïåðìóòàöèjå ñêóïà {1, 2, . . . , 10}, êîjå ïðåäñòàâ§àjó ðåøå»å óëàçíå àëôàìåòèêå.
Íàïîìåíà: Íèç δ ñëóæè äà ÷óâà ðàçëèêå èçìå¢ó óçàñòîïíèõ åëåìåíàòà ó íèçó ïîòïèñà,
ïðîìåí§èâà v jå ñóìà ïîòïèñà àëôàìåòèêå
Ïðèìåð: 2(VIOLIN) + VIOLA - TRIO - SONATA = 0. Çà çàäàòè íèç ïîòïèñà àëôàìåòèêå
s={210000, 21010, -7901, 210, -998, -100, -1010, -100, -100000,0}, è ñêóï ïðâèõ ñëîâà F={1, 7,
9} àëãîðèòàì èñïèñójå ñëåäå£å ïåðìóòàöèjå:
3 5 4 6 2 8 1 9 7 0, 3 5 4 6 2 9 1 8 7 0, 1 7 6 4 8 5 2 0 3 9, 1 7 6 4 8 0 2 5 3 9, îäíîñíî, ñëîâà
ñêóïà (V, I, O, L, N, A, T, R, S, X) ìîãó óçèìàòè ñëåäå£å âðåäíîñòè äà áè çàäàòà jåäíà÷èíà
áèëà òà÷íà:
V = 3, I = 5, O = 4, L = 6, N = 2, A = 8, T = 1, R = 9, S = 7, X = 0, èëè
V = 3, I = 5, O = 4, L = 6, N = 2, A = 9, T = 1, R = 8, S = 7, X = 0, èëè
V = 1, I = 7, O = 6, L = 4, N = 8, A = 5, T = 2, R = 0, S = 3, X = 9,èëè
V = 1, I = 7, O = 6, L = 4, N = 8, A = 0, T = 2, R = 5, S = 3, X = 9.
begin

for 1 ≤ j ≤ 10
aj ← j − 1

for 1 ≤ j < 10
δj ← sj+1 − sj

v ←
∑10

j=1(j − 1)sj,

k ← 1
while true do

if v = 0 and Vazi(2.5) then [Èñïèòèâà»å äà ëè jå àëôàìåòèêà òà÷íà çà òðåíóòíó ïåðìóòàöèjó
êàäà åëåìåíòè íèçà s óçèìàjó âðåäíîñòè åëåìåíàòà ïåðìóòàöèjå a1...a10;
Ïîòðåáíî jå è äà áóäå èñïó»åí óñëîâ (2.5)]

Ispis [èñïèñ ïåðìóòàöèjå a1a2 . . . a10 êîjà çàäîâî§àâà çàäàòó àëôàìåòèêó]
if k = 10! then

exit [Ñâå ïåðìóòàöèjå ñó ïðîâåðåíå]
else
[Äîáèjà»å íàðåäíå ïåðìóòàöèjå çàìåíîì åëåìåíàòà atk ñà atk+1

]
j ← tk
v ← v − (aj+1 − aj)δj [v ñå óìà»ójå çà ðàçëèêó åëåìåíàòà aj+1 è aj]
Zameniti mesta elementima aj+1 i aj
k ← k + 1

end

Óêîëèêî àëôàìåòèêà èìà jåäèíñòâåíî ðåøå»å, êàæå ñå äà jå ÷èñòà. Êàî øòî ñå âèäè èç
ïðèìåðà, àëôàìåòèêà (2.4) íèjå ÷èñòà, jåð èìà ÷åòèðè ðåøå»à:

2(354652) + 35468 - 1954 - 742818 = 0,
2(354652) + 35469 - 1854 - 742919 = 0,
2(176478) + 17645 - 2076 - 368525 = 0,
2(176478) + 17640 - 2576 - 368020 = 0.

Ìîæå ñå äåñèòè è äà àëôàìåòèêà jåñòå ÷èñòà, à äà îïèñàíè àëãîðèòàì âðàòè äâå ðàçëè÷èòå
ïåðìóòàöèjå êîjå jå ðåøàâàjó. Îâî jå íà ïðèìåð, àëôàìåòèêà SEND +MORE =MONEY. Ðàçëîã
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çà òî jå øòî àëôàìåòèêà èìà 8 ðàçëè÷èòèõ ñëîâà, ïà ñå ìîðàjó äîäàòè äâà ½ëàæíà� ïîòïèñà
s9 = s10 = 0 çà äîäàòíà ñëîâà, êîjà íå ó÷åñòâójó ó àëôàìåòèöè. Ó îïøòåì ñëó÷àjó, àëôàìåòèêà
ñàm ðàçëè÷èòèõ ñëîâà èìà 10−m ½ëàæíèõ� ïîòïèñà, ïà £å ñâàêî îä »åíèõ ðåøå»à áèòè íà¢åíî
(10 − m)! ïóòà. Îâî ñå ìîæå èçáå£è ïîñòàâ§à»åì óñëîâà am+1 < · · · < a10 ó àëãîðèòàì ïðè
èñïèñó ïåðìóòàöèjà.

2.1.6 Àëãîðèòìè çàñíîâàíè íà êîìïîçèöèjè ïåðìóòàöèjà

Âåëèêà ãðóïà àëãîðèòàìà çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà ñå çàñíèâà íà ìóëòèïëèêàòèâíèì ñâîjñòâèìà
ïåðìóòàöèjà, çáîã ÷åãà jå ïðå ñâåãà ïîòðåáíî óâåñòè íàjîñíîâíèjå òåðìèíå âåçàíå çà êîìïîçèöèjó
(ìíîæå»å) ïåðìóòàöèjà. Îâó ãðóïó àëãîðèòàìà îäëèêójå è òî øòî ñå ïåðìóòîâà»å îäâèjà ñà
ëåâå íà äåñíó ñòðàíó, òj. ïåðìóòàöèjå ïðâèõ 0, 1, ..., k − 1 åëåìåíàòà ñå ïîñå£ójó ó òîêó ïðâèõ
k! êîðàêà. Jåäíà îä îâàêâèõ ñõåìà jå ½îáðíóòè êîëåêñ ïîðåäàê� (åíã. reverse colex order), êîjè
ïðåäñòàâ§à îáðíóò ëåêñèêîãðàôñêè ïîðåäàê. Íà ïðèìåð, çà n = 4, îáðíóòè êîëåêñ ïîðåäàê
ãëàñè:

0123, 1023, 0213, 2013, 1203, 2103,

0132, 1032, 0312, 3012, 1302, 3102,

0231, 2031, 0321, 3021, 2301, 3201,

1230, 2130, 1320, 3120, 2310, 3210.

(2.6)

Óêîëèêî ñå ñòðèíãîâè ÷èòàjó ñà äåñíå íà ëåâó ñòðàíó, äîáèjà ñå 3210, 3201,...,0123, øòî jå îáðíóò
ëåêñèêîãðàôñêè ïîðåäàê - îä ïîñëåä»åã åëåìåíòà êà ïðâîì. Ëåêñèêîãðàôñêè ïîðåäàê çà ñêóï
{0, 1, 2, 3} ãëàñè:

0123, 0132, 0213, 0231, 0312, 0321,
1023, 1032, 1203, 1230, 1302, 1320,
2013, 2031, 2103, 2130, 2301, 2310,
3012, 3021, 3102, 3120, 3201, 3210.

Ìóëòèïëèêàòèâíà ñâîjñòâà ïåðìóòàöèjà ñå çàñíèâàjó íà òîìå äà ñå ïåðìóòàöèjà ïîñìàòðà êàî
ïðåñëèêàâà»å åëåìåíàòà. Çà ïðåäñòàâ§à»å ïåðìóòàöèjà ìîãó£å ñó äâå íîòàöèjå:

• Äâîëèíèjñêà íîòàöèjà

α =

(
0 1 2 3 4 5
2 5 0 1 4 3

)
• Öèêëè÷íà íîòàöèjà

α = (0 2) (1 5 3)

Ó ïðåäñòàâ§åíîì ïðåñëèêàâà»ó, 0 ñå ñëèêà ó 2, 1 ñå ñëèêà ó 5, 2 ñå ñëèêà ó 0, 3 ó 1, 4 ó 4, è 5
ñå ñëèêà ó 3.
Åëåìåíò 4 ñå ïðåñëèêàâà ó ñàìîã ñåáå ïà ñå êàæå äà jå îí ôèêñàí, îäíîñíî äà ãà ïåðìóòàöèjà
ôèêñèðà. Ôèêñíè åëåìåíòè ÷èíå öèêë äóæèíå 1, è îí ñå íå çàïèñójå. Óêîëèêî ïåðìóòàöèjà
ñëèêà ñâàêè åëåìåíò ó ñàìoã ñåáå, íàçèâà ñå èäåíòè÷êà ïåðìóòàöèjà, è îáè÷íî ñå îçíà÷àâà ñà
(1), èëè (). Jåäíà èñòà ïåðìóòàöèjà ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè öèêëè÷íîì íîòàöèjîì íà âèøå íà÷èíà.
Ïðîèçâîä ïåðìóòàöèjà jå ïðèìåíà jåäíå ïåðìóòàöèjå íàêîí äðóãå. Íà ïðèìåð,

αβ =

(
0 1 2 3 4 5
2 5 0 1 4 3

)(
0 1 2 3 4 5
5 4 3 2 1 0

)
=

(
0 1 2 3 4 5
3 0 5 4 1 2

)
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Ìíîæå»å ïåðìóòàöèjà èçâîäè ñå íà ñëåäå£è íà÷èí: ïåðìóòàöèjà α ïðåñëèêàâà 0 ó 2, à ïåðìóòàöèjà
β ïðåñëèêàâà 2 y 3, ïà ñå 0 ïðåñëèêàâà»åì αβ ïðåñëèêàâà ó 3. 1 ñå ñëèêà ó 5, à 5 ó 0 ïà ñå 1
ñëèêà ó 5. 2 ñå ñëèêà ó 0, à 0 ó 5, ïà ñå 2 ñëèêà ó 5. 3 ñå ñëèêà ó 1, à 1 ó 4, ïà ñå 3 ñëèêà ó 4.4
ñå ñëèêà ó 4, à 4 ó 1, ïà ñå 4 ñëèêà ó 1, è ñëèêà 5 jå 3, à ñëèêà 3 jå 2, ïà ñå 5 ñëèêà ó 2.
Ïðîèçâîä ïåðìóòàöèjà íèjå êîìóòàòèâàí. Ïðèìåíèòè β íà α ñå îçíà÷àâà ñà βα, à íå αβ.
Íåïðàçàí ñêóï ïåðìóòàöèjà êîjè jå çàòâîðåí çà îïåðàöèjó ìíîæå»à jå ãðóïà.

Ôàìèëèjà ïîäñêóïîâà S1, S2, ... ãðóïå G êîjà èìà ñâîjñòâî äà ñàäðæè òà÷íî jåäíó ïåðìóòàöèjó
σkj êîjà ñëèêà k ó j è ôèêñèðà âðåäíîñòè ñâèõ åëåìåíàòà âå£èõ îä k, êàä ãîä G ñàäðæè
òàêâó ïåðìóòàöèjó, ñå íàçèâà Ñèìñîâà òàáåëà, óâåäåíà îä ñòðàíå ìàòåìàòè÷àðà ×àðëñà Ñèìñà
(Charles Sims)[7]. Ïðåñëèêàâà»å σkk ìîæå áèòè èäåíòè÷êà ïåðìóòàöèjà, à çà 0 ≤ j < k σkj
ìîæå áèòè áèëî êîjà ïåðìóòàöèjà êîjà îäãîâàðà óñëîâèìà.
Ñèìñîâå òàáåëå ñó ïîãîäíå çà ðåïðåçåíòàöèjó ãðóïà ïåðìóòàöèjà ó ðà÷óíàðó, jåð jå äîêàçàíî
ñëåäå£å:
Ëåìà Ñ. Óêîëèêî jå S1, S2, ..., Sn−1 Ñèìñîâà òàáåëà ãðóïå G, îíäà ñâàêè åëåìåíò α èç G èìà
jåäèíñòâåíó ðåïðåçåíòàöèjó:

α = σ1σ2 · · ·σn−1, ãäå jå σk ∈ Sk çà 1 ≤ k < n

Îâî âîäè äî jåäíîñòàâíîã íà÷èíà çà ãåíåðèñà»å ñâèõ ïåðìóòàöèjà ãðóïå - ïðîëàñêîì êðîç ñâå
ïåðìóòàöèjå îáëèêà:

σ(1, c1)σ(2, c2) · · ·σ(n− 1, cn−1),

ãäå jå σ(k, ck) (ck + 1)-è åëåìåíò Sk, çà 0 ≤ ck < sk = |Sk| è 1 ≤ k < n,
êîðèñòå£è íåêè îä àëãîðèòàìà çà îáèëàçàê ñâèõ (n − 1)-òîðêè (c1, ..., cn−1) çà îäãîâàðàjó£å
îñíîâå (s1, ..., sn−1) ó ñèñòåìó ñà ìåøîâèòèì îñíîâàìà.
Áðîjåâíè ñèñòåì ñà ìåøîâèòèì îñíîâàìà jå íåñòàíäàðäíè ïîçèöèîíè áðîjåâíè ñèñòåì ó
êîìå ñå îñíîâå ðàçëèêójó îä ïîçèöèjå äî ïîçèöèjå. Óîáè÷àjåí jå, íà ïðèìåð, çà èçðàæàâà»å
âðåìåíà. Íà ïðèìåð, ïåðèîä îä 5 äàíà, 7 ñàòè, 45 ìèíóòà, 15 ñåêóíäè è 500 ìèëèñåêóíäè áè ñå
êàî áðîj ó ñèñòåìó ñà ìåøîâèòèì îñíîâàìà íàïèñàî êàî [8]:[

5, 7, 45, 15, 500
7, 24, 60, 60, 1000

]
Çà ïðîáëåì ãåíåðèñà»à ñâèõ ïåðìóòàöèjà ñêóïà {0, 1, ..., n−1} ñâàêè ñêóï Sk Ñèìñîâå òàáåëå

òðåáà äà ñàäðæè k+ 1 åëåìåíò σ(k, 0), σ(k, 1), ..., σ(k, k) ãäå jå σ(k, 0) èäåíòè÷êà ïåðìóòàöèjà, à
îñòàëå ñëèêàjó k ó âðåäíîñòè {0, ..., k − 1} ó íåêîì ðåäîñëåäó.
Ñâàêà îâàêâà Ñèìñîâà òàáåëà äåôèíèøå jåäàí ãåíåðàòîð ïåðìóòàöèjà, ïî îïøòåì àëãîðèòìó
êîjè jå îïèñàí ó ñëåäå£îj òà÷êè.

2.1.7 Àëãîðèòàì Ã - îïøòè àãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà

Àëãîðèòàì Ã jå îïøòè àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà, à ðåäîñëåä êîjèì ñå ïåðìóòàöèjå
ãåíåðèøó çàâèñè îä Ñèìñîâå òàáåëå êîjà ñå êîðèñòè.
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Àëãîðèòàì 2.1.5. Ã (Îïøòè àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà)
Óëàç: Ñèìñîâà òàáåëà S1, S2, ..., Sn−1 ó êîjîj ñâàêè Sk èìà k + 1 åëåìåíàòà σ(k, j) êàî øòî
jå îïèñàíî ó ïðåòõîäíîj òà÷êè
Èçëàç: Ñâå ïåðìóòàöèjå a0a1...an−1 ñêóïà {0, 1, ..., n− 1}
Íàïîìåíà: Ðåäîñëåä êîjèì ñå ïåðìóòàöèjå îáèëàçå (ãåíåðèøó) çàâèñè îä Ñèìñîâå òàáåëå
êîjà ñå êîðèñòè. Àëãîðèòàì êîðèñòè äîäàòíó êîíòðîëíó òàáåëó cncn−1...c1.
begin

(1) for 0 ≤ j < n do
(2) aj ← j, cj+1 ← 0 [Èíèöèjàëèçàöèjà]
(3) while true do
(4) Ispis [Èñïèñ ïåðìóòàöèjå a0a1...an−1]

[Íà îâîì ìåñòó, áðîj ñà ìåøîâèòîì îñíîâîì[
cn−1, . . . , c2 c1
n, . . . , 3 2

]
ïðåäñòàâ§à áðîj ãåíåðèñàíèõ ïåðìóòàöèjà.]

(5) k ← 1 [Óâå£àâà»å áðîjà ñà ìåøîâèòîì îñíîâîì çà 1]
(6) if ck = k
(7) do
(8) ck ← 0, k ← k + 1
(9) while not ck < k
(10) ck ← ck + 1
(11) if k = n
(12) exit [Âðåäíîñò áðîjà ñà ìåøîâèòîì îñíîâîì jå n!, òj. ñâå ïåðìóòàöèjå ñó ïîñå£åíå]
(13) PrimeniPermutaciju τ(k, ck)ω(k − 1)− íà a0a1...an−1 [Ïåðìóòîâà»å - ãåíåðèñà»å íîâå ïåðìóòàöèjå

ïðèìåíîì êîìïîçèöèjå ïåðìóòàöèjà]
end

Ïðåñëèêàâà»à τ è ω ñå äåôèíèøó íà ñëåäå£è íà÷èí:

τ(k, j) = σ(k, j)σ(k, j − 1)− , 1 ≤ j < k

ω(k) = σ(1, 1)...σ(k, k),

σ− ïðåäñòàâ§à èíâåðçíó ïåðìóòaöèjó.
Êîðàöè óâå£àâà»à áðîjà ñà ìåøîâèòîì îñíîâîì c (ëèíèjå 5 - 10 ó ïñåóäîêîäó) è ïåðìóòîâà»à
(ëèíèja 13) îáåçáå¢ójó äà jå a0a1...an−1 ïåðìóòàöèjà äîáèjåíà êàî ïðîèçâîä σ(1, c1)σ(2, c2) · · ·σ(n−
1, cn−1). Ëåìà Ñ jå äîêàç äà ñå ñâàêà ïåðìóòàöèjà ïîñå£ójå ñàìî jåäíîì.

Ñëèêà 2.2 ïðèêàçójå êàêî àëãîðèòàì ðàäè çà n = 4. Ñëèêà ïðèêàçójå ñòàáëî âðåäíîñòè êîíòðîëíå
òàáåëå c3c2c1. Ñâàêà ïåðìóòàöèjà a0a1a2a3 îäãîâàðà jåäíîì êîíòðîëíîì ñòðèíãó, ãäå jå 0 ≤ c3 ≤
3, 0 ≤ c2 ≤ 2, 0 ≤ c1 ≤ 1. ×âîðîâè ñòàáëà êîjè ñó îçíà÷åíè ñàìî jåäíîì öèôðîì c3 îäãîâàðàjó
ïåðìóòàöèjàìà σ(3, c3) êîðèø£åíå Ñèìñîâå òàáåëå. ×âîðîâè ñòàáëà êîjè ñó îçíà÷åíè ñà äâå
öèôðå c3c2 îäãîâàðàjó ïåðìóòàöèjàìà σ(2, c2)σ(3, c3). ×âîðîâè c3 è c30 ñó åêâèâàëåíòíè, jåð jå
σ(2, 0) èäåíòè÷êî ïðåñëèêàâà»å. Íà ñëèöè ñó èç òîã ðàçëîãà ïîâåçàíè ïîäåá§àíîì ëèíèjîì. Íà
èñòè íà÷èí, ÷âîðîâè c3c2 è c3c20 ñó åêâèâàëåíòíè, jåð jå σ(1, 0) òàêî¢å èäåíòè÷êî ïðåñëèêàâà»å.
Äîäàâà»åì 1 áðîjó ñà ìåøîâèòîì îñíîâîì ïðåëàçè ñå ñà òðåíóòíîã ÷âîðà íà ñëåäå£è ÷âîð
ó êîðåí-ëåâè-äåñíè îáèëàñêó ñòàáëà, à êîðàê ïåðìóòîâà»à ïðåëàçè íà ñëåäå£ó ïåðìóòàöèjó
ó ñêëàäó ñà òèì. Íà ïðèìåð, íàêîí øòî ñå áðîjà÷ c3c2c1 ïðîìåíè ñà 121 íà 200, ó êîðàêó
ïåðìóòîâà»à òåêó£à ïåðìóòàöèjà ñå ìíîæè ñà:
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Ñëèêà 2.2: Îáèëàçàê ñòàáëà çà n = 4

τ(3, 2)ω(2)− = τ(3, 2)σ(2, 2)−σ(1, 1)−

Ìíîæå»åì ñà σ(1, 1)− ïðåëàçè ñå èç ÷âîðà 121 ó ÷âîð 12, ìíîæå»åì ñà σ(2, 2)− ïðåëàçè ñå èç
÷âîðà 12 ó ÷âîð 1, à ìíîæå»åì ñà τ(3, 2) = σ(3, 2)σ(3, 1)− ïðåëàçè ñå èç ÷âîðà 1 ó ÷âîð 2 ≡ 200,
ñëåäáåíèê ÷âîðà 121 ó êîðåí-ëåâè-äåñíè îáèëàñêó ñòàáëà.
Êàî øòî jå ðå÷åíî, íàâåäåíè àëãîðèòàì jå îïøòè, à ðåäîñëåä ãåíåðèñà»à ïåðìóòàöèjà çàâèñè
îä Ñèìñîâå òàáåëå êîjà ñå êîðèñòè. Ïîñòîjè âåëèêè áðîj ãåíåðàòîðà ïåðìóòàöèjà ó çàâèñíîñòè
îä êîðèø£åíå Ñèìñîâå òàáåëå, à îâäå £å áèòè ïîìåíóòî íåêîëèêî íàjáèòíèjèõ. Íà ïðèìåð,
óêîëèêî ñå ïðåñëèêàâà»à Ñèìñîâå òàáåëå, σ(k, j) äåôèíèøó íà ñëåäå£è íà÷èí:

σ(k, j) = (k − j k − j + 1 · · · k), (2.7)

ïåðìóòàöèjå ñå îáèëàçå ó îáðíóòîì êîëåêñ ïîðåòêó (2.6). Ïðåñëèêàâà»à τ è ω òàäà èçãëåäàjó
îâàêî:

τ(k, j) = (k − j k) (2.8)

ω(k) = (0 1)(0 1 2) · · · (0 1 ... k) = (0 k) (1 k − 1) (2 k − 2) · · · = φ(k). (2.9)

Ïðåñëèêàâà»å φ(k) îáð£å a0...ak ó ak...a0. ω(k) jå jåäíàê ω(k)−, jåð jå φ(k)2 = (), òj. èäåíòè÷êî
ïðåñëèêàâà»å.
Äðóãè ñïåöèjàëàí ñëó÷àj àëãîðèòìà Ã ïîòè÷å îä Ð. J. Îðä-Ñìèòà (R. J. Ord-Smith), ÷èjè
àëãîðèòàì ñå äîáèjà êàäà ñå êîðèñòè ñëåäå£å σ(k, j) ïðåñëèêàâà»å [17]:

σ(k, j) = (k ... 1 0)j (2.10)

Ïðåñëèêàâà»à τ è ω òàäà èçãëåäàjó îâàêî:

τ(k, j) = (k ... 1 0)

ω(k) = (0 k) (1 k − 1) (2 k − 2) · · · = φ(k).

Ïðåñëèêàâà»å ω jå èñòî êàî ó ïðåòõîäíîì ìåòîäó jåð jå σ(k, k) = (0 1 ... k). Ïîñåáíà ïîãîäíîñò
îâîã ìåòîäà jå øòî òàäà êîðàê ïåðìóòîâà»à, òj. ìíîæå»à ïåðìóòàöèjà (ëèíèjà 13) íå çàâèñè
îä ck, jåð jå:

τ(k, ck)ω(k − 1)− = (k ... 1 0)φ(k − 1)− = φ(k),

îäíîñíî, êîðàê ïåðìóòîâà»à àëãîðèòìà Ã ó îâîì ñëó÷àjó ïðåäñòàâ§à jåäíîñòàâàí ñåò çàìåíà
a0 ↔ ak, a1 ↔ ak−1,... øòî jå áðçà îïåðàöèjà óêîëèêî jå k ìàëo.
Jîø åôèêàñíèjè jå ïðèñòóï Á. Ð. Õèïà (B. R. Heap)[18] , ïðåìà êîìå jå êîðàê ïåðìóòîâà»à
àëãîðèòìà Ã (ëèíèjà 13) jåäíàê jåäíîj çàìåíè ìåñòà åëåìåíàòà, ñëè÷íî àëãîðèòìó ïðîñòèõ
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çàìåíà (òà÷êà 2.3), àëè íå íà ñóñåäíèì åëåìåíòèìà. Ïî Õèïîâîì ïðåäëîãó ïðåñëèêàâà»å
τ(k, ck)ω(k − 1)− êîjèì ñå ìíîæè ïåðìóòàöèjà a1...an ó êîðàêó ïåðìóòîâà»à èçãëåäà îâàêî:

τ(k, ck)ω(k − 1)− =

{
(k 0), àêî je k ïàðàí
(k j − 1), àêo je k íåïàðàí

Ïåðìóòîâà»å jå ó îâîì ñëó÷àjó óâåê çàìåíà ak ↔ a0, îñèì êàäà jå k = 3, 5, ..., a âðåäíîñò k je ó
5 îä 6 êîðàêà 1 èëè 2.

2.1.8 Àëãîðèòàì Ã2 - ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà ñà ïðåñêàêà»åì íåæå§åíèõ

ñóôèêñà

Jåäíà îä ïðåäíîñòè àëãîðèòìà Ã jå òà øòî ãåíåðèøå ñâå ïåðìóòàöèjå ïîäíèçà a0a1...ak−1 ïðå
íåãî øòî ïî÷íå äà ìå»à ak, à çàòèì ìå»à ak íà ñâàêèõ k! ïðîëàçàêà êðîç ïåò§ó, èòä. Îâî
îìîãó£àâà äà óêîëèêî jå ñóôèêñ ak...an−1 íåáèòàí çà ïðîáëåì íà êîìå ñå ðàäè, ïåðìóòàöèjå
êîjå ñå çàâðøàâàjó »èìå áóäó ïðåñêî÷åíå. Äà áè ñå îâî ïîñòèãëî, ïîòðåáíî jå ïðîøèðèòè êîðàê
îáèëàñêà ïåðìóòàöèjå (ëèíèjà 4) àëãîðèòìà Ã è äîäàòè äîäàòíó èíèöèjàëèçàöèjó k = n − 1.
Ïñåóäîêîä îâàêî èçìå»åíîã àëãîðèòìà ñëåäè.
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Àëãîðèòàì 2.1.6. Ã2 (Aëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà ñà ïðåñêàêà»åì íåæå§åíèõ
ñóôèêñà)
Óëàç: Ñèìñîâà òàáåëà S1, S2, ..., Sn−1 ó êîjîj ñâàêè Sk èìà k + 1 åëåìåíàòà σ(k, j) êàî øòî
jå îïèñàíî ó òà÷êè 2.1.7
Èçëàç: Ñâå ïåðìóòàöèjå a0a1...an−1 ñêóïà {0, 1, ..., n− 1} êîjå ñå íå çàâðøàâàjó íåæå§åíèì
ñóôèêñîì
Íàïîìåíà: Ðåäîñëåä ó êîìå ñå ïåðìóòàöèjå îáèëàçå çàâèñè îä Ñèìñîâå òàáåëå êîjà ñå êîðèñòè.
Àëãîðèòàì êîðèñòè äîäàòíó êîíòðîëíó òàáåëó cncn−1...c1.
begin

(1) for 0 ≤ j < n do
(2) aj ← j, cj+1 ← 0 [Èíèöèjàëèçàöèjà]
(3) k ← n− 1
(4) while true do
(5) do
(6) if ak...an−1 je neprihvatljiv sufiks [Ïðîâåðà äà ëè jå ñóôèêñ ïðèõâàò§èâ]
(7) if ck = k [Ïðåñêàêà»å ïåðìóòàöèjà êîjå ñå çàâðøàâàjó íåæå§åíèì ñóôèêñîì]
(8) do
(9) Primeniti σ(k, k)− na a0...an−1
(10) ck ← 0, k ← k + 1
(11) while not ck < k
(12) if k = n
(13) break
(14) ck ← ck + 1
(15) Primeniti τ(k, ck) na a0a1...an−1
(16) else
(17) k ← k − 1
(18) while k > 0
(19) Ispis [Èñïèñ ïåðìóòàöèjå a0a1...an−1]
(20) k ← 1 [Óâå£àâà»å áðîjà ñà ìåøîâèòîì îñíîâîì çà 1]
(21) if ck = k
(22) do
(23) ck ← 0, k ← k + 1
(24) while not ck < k
(25) ck ← ck + 1
(26) if k = n
(27) exit [Âðåäíîñò áðîjà ñà ìåøîâèòîì îñíîâîì jå n!, òj. ñâå ïåðìóòàöèjå ñó ïîñå£åíå]
(28) PrimeniPermutaciju τ(k, ck)ω(k − 1)− íà a0a1...an−1 [ Ïåðìóòîâà»å - ãåíåðèñà»å íîâå ïåðìóòàöèjå

ïðèìåíîì êîìïîçèöèjå ïåðìóòàöèjà]
end

Îâàêî èçìå»åíè àëãîðèòàì jå ñëîæåíèjè, îñèì ïðåñëèêàâà»à τ(k, j)ω(k−1)− ñàäà jå ïîòðåáíî
ðà÷óíàòè è τ(k, j) è σ(k, k), àëè èçìå»åíè àëãîðèòàì ìîæå ðàäèòè çíàòíî áðæå. Ñëèêà 2.3
ïðèêàçójå ïðèìåð ðàäà àëãîðèòìà çà n = 4, çà ïåðìóòàöèjå a0a1a2a3 ñêóïà {0, 1, 2, 3}, êàäà
ïåðìóòàöèjå ñà íåîäãîâàðàjó£èì ñóôèêñèìà îäãîâàðàjó ïðåôèêñèìà êîíòðîëíîã ñòðèíãà 00,
11, 121 è 2. Êàî è ó ïðèìåðó àëãîðèòìà Ã, ñâàêè ÷âîð îäãîâàðà jåäíîì êîíòðîëíîì ñòðèíãó
c3c2c1. Ó îïøòåì ñëó÷àjó, ñâàêè ñóôèêñ ak...an−1 ïåðìóòàöèjå a0...an−1 îäãîâàðà ïðåôèêñó
cn...ck êîíòðîëíîã ñòðèíãà cn...c1, jåð ïåðìóòàöèjå σ(1, c1), ..., σ(k−1, ck−1) íå óòè÷ó íà ak...an−1.
Ó ëèíèjè 15, òåêó£à ïåðìóòàöèjà ñå ìíîæè ñà τ(k, j) äà áè ñå ïðåøëî ñà ÷âîðà cn−1...ck+1j íà
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Ñëèêà 2.3: Îáèëàçàê ñòàáëà ïðèìåíîì àëãîðèòìà Ã2 çà n = 4 êàäà íåîäãîâàðàjó£è ñóôèêñè
îäãîâàðàjó ïðåôèêñèìà êîíòðîëíîã ñòðèíãà 00, 11, 121 è 2. ×âîðîâè ñòàáëà êîjè îäãîâàðàjó
ïåðìóòàöèjàìà êîjå îäãîâàðàjó îâèì ñóôèêñèìà ñå íå îáèëàçå.

»åãîâîã äåñíîã áðàòà cn−1...ck+1j + 1, à ó ëèíèjè 9 òðåíóòíà ïåðìóòàöèjà ñå ìíîæè ñà σ(k, k)−

äà áè ñå ïðåøëî èç ÷âîðà cn−1...ck+1 ó »åãîâîã îöà. Òàêî íà ïðèìåð, äà áè ñå ïðåøëî èç
íåîäãîâàðàjó£åã ÷âîðà 121 ó »åãîâîã êîðåí-ëåâè-äåñíè ñëåäáåíèêà, àëãîðèòàì ìíîæè òåêó£ó
ïåðìóòàöèjó ñà σ(1, 1)−, σ(2, 2)−, è τ(3, 2). Ìíîæå»åì ñà σ(1, 1)− ïðåëàçè ñå èç ÷âîðà 121 ó
÷âîð 12, ìíîæå»åì ñà σ(2, 2)− èç ÷âîðà 12 ó ÷âîð 1, à ìíîæå»åì ñà τ(3, 2) = σ(3, 2)σ(3, 1)−

ïðåëàçè ñå èç ÷âîðà 1 ó ÷âîð 2 ≡ 200, ñëåäáåíèê ÷âîðà 121 ó êîðåí-ëåâè-äåñíè îáèëàñêó ñòàáëà.
Íàêîí øòî ñå 2 îäáàöè êàî íåîäãîâàðàjó£è ÷âîð, ìíîæå»åì ñà τ(3, 3) ïðåëàçè ñå ó ÷âîð 3, èòä..
Îâà âåðçèjà àëãîðèòìà Ã çà ïðåñêàêà»å ïåðìóòàöèjà êîjå ñå çàâðøàâàjó îäðå¢åíèì ñóôèêñîì
ñå ìîæå ïðèìåíèòè íà àëôàìåòèêà ïðîáëåìå èç òà÷êå 2.1.5. Ïðèñòóï èç àëãîðèòìà À êîðèñòè
ãðóáó ñèëó è ïîêóøàâà äà ðåøè àëôàìåòèêó òàêî øòî èñïðîáàâà ñâèõ 10! ïåðìóòàöèjà 10
öèôàðà, ó ñâàêîì ïîêóøàjó ðåôåðåíöèðàjó£è ìåìîðèjó 6 ïóòà (çà çàìåíó ìåñòà ñóñåäíèõ
åëåìåíàòà äà áè ñå ãåíåðèñàëà íàðåäíà ïåðìóòàöèjà). Öåî òàj ïðîöåñ óçèìà îêî 22MB, íåâåçàíî
çà ïðîáëåì êîjè ñå ðåøàâà jåð ñå ìåìîðèjà òðîøè íà ãåíåðèñà»å òàáåëå çàìåíà êîjà jå êîíñòàíòà
çà ñâå àëôàìåòèêà ïðîáëåìå. Óêîëèêî ñå êîðèñòè ïðîøèðåíè àëãîðèòàì Ã ñà ïðåñêàêà»åì
ñóôèêñà, è Õèïîâ ìåòîä çà Ñèìñîâó òàáåëó, çà ïðèìåð (2.4) èç òà÷êå 2.1.5 ïîòðåáíî jå ìà»å
îä 128 KB, øòî jå 170 ïóòà áðæå. Îâàj ïðèñòóï ìå¢óòèì çàâèñè îä êîíêðåòíîã ïðèìåðà. Ó
àëôàìåòèêà ïðîáëåìèìà, êîðåí-ëåâè-äåñíè îáèëàçàê ñòàáëà ñå óãëàâíîì ñàñòîjè îä ìíîæå»à
ñà τ(k, ck) êîjè âðøå ïîìåðà»å íà äåñíî, è çíàòíî ìà»å - ìíîæå»à ñà σ(k, k)−, êîjà ïîìåðàjó
íàâèøå. τ êîðàöè äîìèíèðàjó jåð ñå âðëî ìàëè áðîj êîìïëåòíèõ ïåðìóòàöèjà ïîñåòè, à ñâàêîì
êîðàêó ìíîæå»à ñà σ(k, k)− ïðåòõîäå ìíîæå»à ñà τ(k, 1), τ(k, 2), ..., τ(k, k). Îäàâäå ñëåäè äà
Õèïîâ ìåòîä, êîjè âåîìà îïòèìèçójå ïðåñëèêàâà»å τ(k, j)ω(k− 1)− òàêî äà jå ñâàêà òðàíçèöèjà
ó êîðàêó ïåðìóòîâà»à jåäíîñòàâíà òðàíñïîçèöèjà, íèjå ïîãîäàí çà àëãîðèòàì Ã ïðîøèðåí çà
ïðåñêàêà»å ñóôèêñà, îñèì óêîëèêî ñå íå îäáàöójå jàêî ìàëî ñóôèêñà. Ïðèñòóï (2.7) êîjè
ãåíåðèøå ïåðìóòàöèjå ó îáðíóòîì êîëåêñ ïîðåòêó jå ïîãîäíèjè êàäà ñå ïðåñêà÷ó ñóôèêñè, jåð
jå òó τ(k, j) óâåê ïðîñòà òðàíñïîçèöèjà. Êîðèñòå£è îâàj ïðèñòóï çà òðèî ñîíàòà ïðîáëåì (2.4),
ïîòðåáíî jå ñàìî 97KB. Ó ïðîñåêó, Õèïîâ ìåòîä jå îêî 60 ïóòà áðæè îä ïðèñòóïà ãðóáîì ñèëîì,
äîê jå îáðíóòè êîëåêñ ïîðåäàê ïðèñòóï áðæè îêî 80 ïóòà.

2.1.9 Àëãîðèòàì Õ 1 - ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà êîjå çàäîâî§àâàjó ñêóï

óñëîâà ëåêñèêîãðàôñêèì ðåäîñëåäîì

Jîø jåäàí àëãîðèòàì êîjè ãåíåðèøå ïåðìóòàöèjå êîjå çàäîâî§àâàjó îäðå¢åíè ñêóï óñëîâà jå
àëãîðèòàì X. Îâàj àëãîðèòàì jå óíàïðå¢åíà âåðçèjà àëãîðèòìà Ë, ãåíåðèøå ïåðìóòàöèjå ó
ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó, àëè çà ðàçëèêó îä íèçà êîjè êîðèñòè àëãîðèòàì Ë, àëãîðèòàì X

1îâäå ñå X îäíîñè íà åíãëåñêî ñëîâî Õ
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êîðèñòè ëèñòó. Îâî ãà ÷èíè ïîãîäíèì çà ïðèìåíå êàäà ñå î÷åêójå äà £å äîñòà ïåðìóòàöèjà áèòè
ïðåñêî÷åíî jåð íå çàäîâî§àâàjó óñëîâå ïðèìåíå. Àëãîðèòàì ãåíåðèøå ñâå ïåðìóòàöèjå a1a2...an
ñêóïà {1, 2, ..., n} êîjå ïðîëàçå íèç òåñòîâà:

t1(a1), t2(a1, a2), ..., tn(a1, a2, ..., an),

ïîñå£ójó£è èõ ó ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó. Êîðèñòè ïîìî£íó òàáåëó l0, l1, ..., ln çà îäðæàâà»å
öèêëè÷íå ëèñòå íåèñêîðèø£åíèõ åëåìåíàòà, òàêî äà àêî ñó òðåíóòíî íåèñêîðèø£åíè åëåìåíòè:

{1, ..., n}\{a1, ..., ak} = {b1, ..., bn−k}, ãäå jå b1 < ... < bn−k, òàäà jå

l0 = b1, lbj = bj+1 çà 1 ≤ j < n− k, lbn−k
= 0

Àëãîðèòàì êîðèñòè äîäàòíè ïîìî£íè íèç u1...un çà ïîíèøòàâà»å ïðåòõîäíå îïåðàöèjå (åíã.
undo) íà íèçó l.
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Àëãîðèòàì 2.1.7. X (Àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà êîjå çàäîâî§àâàjó ñêóï óñëîâà)
Óëàç: n, ôóíêöèjå ti(a1, . . . , ai) êîjå ïðåäñòàâ§àjó òåñòîâå çà ïðåôèêñå (a1, . . . , ai), 1 ≤ i ≤ n
Èçëàç: Ñâå ïåðìóòàöèjå a1a2...an ñêóïà {1, 2, ..., n} êîjå ïðîëàçå òåñòîâå çàäàòå ôóíêöèjàìà
ti(a1, . . . , ai), 1 ≤ i ≤ n íà íà÷èí îïèñàí ãîðå
Íàïîìåíà: Àëãîðèòàì êîðèñòè ïîìî£íó òàáåëó l êîjà ïðåäñòàâ§à öèêëè÷íó ëèñòó íåèñêîðèø£åíèõ
åëåìåíàòà, è íèç u êîjè ñëóæè çà ïîíèøòàâà»å ïðåòõîäíå îïåðàöèjå.
begin

for 0 ≤ k < n do [Èíèöèjàëèçàöèjà]
lk ← k + 1

ln ← 0, k ← 1
while true do
p← 0, q ← l0 [Óëàçàê íà íèâî k - òåñòèðà»å óñëîâà Tk íàä ïîäíèçîì a1 . . . ak
while true do
ak ← q [Òåñòèðà ñå óñëîâ íà ïîäíèçó a1 . . . ak]
if tk(a1, ..., ak) jå false [Óêîëèêî jå íåòà÷àí]
p← q, q ← lp [Ïîâå£àâà»å ak äà áè ñå ïîêóøàëî ñà äðóãîì âðåäíîø£ó]
if q 6= 0 then

continue [Ïîâðàòàê íà ïî÷åòàê ïåò§å, äà áè ñå óñëîâ Tk òåñòèðàî çà äðóõå âðåäíîñòè ak]
while true
k ← k − 1 [Ñìà»èâà»å k]
if k = 0 then

exit [Òåñòèðàíå ñó ñâå ïåðìóòàöèjå]
else
p← uk, q ← ak, lp ← q [Ó ñóïðîòíîì, êîðàê óíàçàä,
è íàñòàâàê òåñòèðà»à óñëîâà ñà äðóãèì âðåäíîñòèìà ak]

p← q, q ← lp [Ïîâå£àâà»å ak äà áè ñå ïîêóøàëî ñà äðóãîì âðåäíîø£ó]
if q 6= 0 then

break
else if k = n
[Óêîëèêî jå ñâèõ n óñëîâà òà÷íî, èñïèñójå ñå ïåðìóòàöèjà êîjà èõ çàäîâî§àâà,
è ïîêóøàâà ñå ñà ïåðìóòàöèjîì êîjà çàäîâî§àâà Tk−1 çà a1 . . . ak−1 ñà íîâîì âðåäíîø£ó ak]
Ispis permutacije a1a2...an [Èñïèñ ïåðìóòàöèjå êîjà çàäîâî§àâà ñâèõ n óñëîâà]
while true do
k ← k − 1
if k = 0 then

exit [Òåñòèðàíå ñó ñâå ïåðìóòàöèjå]
else
p← uk, q ← ak, lp ← q
p← q, q ← lp [Ïîâå£àâà»å ak äà áè ñå ïîêóøàëî ñà äðóãîì âðåäíîø£ó]
if q 6= 0 then

break
else
uk ← p, lp ← lq, k ← k + 1 [Ïîâå£àâà»å k - Tk−1 jå èñïó»åí çà ïåðìóòàöèjó a1 . . . ak−1

è ïðåëàçè ñå íà íèâî k]
break

end

Îâàj àëãîðèòàì îñìèñëèî jå Ì. Ö. Åð (M. C. Er)[19]. Ìîæå ñå ïðèìåíèòè íà àëôàìåòèêa
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ïðîáëåìå èçëîæåíå ó 2.1.5. Àëãîðèòàì ðåøàâà ïðîáëåì (2.4) êîðèñòå£è 49KB ìåìîðèjå. Îâî
ãà ÷èíè 165 ïóòà áðæèì îä ïðèñòóïà ãðóáîì ñèëîì èç íàâåäåíå òà÷êå.

Ñëèêà 2.4 ïðèêàçójå ñòàáëî êîjå àëãîðèòàì X èìïëèöèòíî îáèëàçè êàäà jå n = 4 - øòàìïàjó
ñå ñâå ïåðìóòàöèjå îñèì îíèõ êîjå ïî÷è»ó ñà 132, 14, 2, 314 è 4312 (îâå ïåðìóòàöèjå íå
çàäîâî§àâàjó óñëîâå çàäàòå òåñòîâèìà).

Ñëèêà 2.4: Ñòàáëî êîjå àëãîðèòàì X èìïëèöèòíî îáèëàçè êàäà jå n = 4 - øòàìïàjó ñå ñâå
ïåðìóòàöèjå îñèì îíèõ êîjå ïî÷è»ó ñà 132, 14, 2, 314 è 4312.

2.1.10 Àëãîðèòàì Õ - äóàëíè àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà

Êàî øòî ñå íà îñíîâó Ëåìå Ñ èç òà÷êå 2.1.6 ñâàêà ïåðìóòàöèjà ãðóïå Ã è »åíå Ñèìñîâå òàáåëå
S1, S2, ..., Sn−1ìîæå ïðåäñòàâèòè êàî ïðîèçâîä σ(1) · · ·σ(n− 1), çà σ(k) ∈ Sk, ìîæå ñå ïîêàçàòè
äà jå òà÷íî è äóàëíî òâð¢å»å, òj. äà ñå ñâàêà ïåðìóòàöèjà ìîæå ïðåäñòàâèòè è êàî:

α = σ−n−1 · · ·σ
−
2 σ
−
1 , σk ∈ Sk, 1 ≤ k < n. (2.11)

Íà îâîì òâð¢å»ó ñå çàñíèâà jîø jåäíà âåëèêà ãðóïà àëãîðèòàìà çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà.
Àêî jå G ãðóïà ïåðìóòàöèjà, ñâàêà ïåðìóòàöèjà ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè êàî:

σ(n− 1, cn−1)− · · ·σ(2, c2)−σ(1, c1)−, ãäå jå 0 ≤ ck ≤ k çà 1 ≤ k < n .

Àëãîðèòàì Õ êîðèñòè èñòè ìåõàíèçàì êàî è àëãîðèòàì Ã, ïåðìóòàöèjå σ(k, j) ñó èñòå êàî ó
àëãîðèòìó Ã, àëè ñó ïðåñëèêàâà»à τ è ω ñàäà ðàçëè÷èòà. Îñèì òîãà, çáîã äðóãà÷èjå äåôèíèñàíîã
ïðîèçâîäà ïåðìóòàöèjà, ïîòðåáíî jå äà ñå cn−1 ñàäà íàjáðæå ìå»à, à c1 íàjñïîðèjå.
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Àëãîðèòàì 2.1.8. Õ (Äóàëíè àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà)
Óëàç: Ñèìñîâà òàáåëà S1, S2, ..., Sn−1 ó êîjîj ñâàêè Sk èìà k + 1 åëåìåíàòà σ(k, j) êàî øòî
jå îïèñàíî ó òà÷êè 2.1.6
Èçëàç: Ñâå ïåðìóòàöèjå a0a1...an−1 ñêóïà {0, 1, ..., n− 1}
Íàïîìåíà: Ðåäîñëåä êîjèì ñå ïåðìóòàöèjå îáèëàçå çàâèñè îä Ñèìñîâå òàáåëå êîjà ñå êîðèñòè.
Àëãîðèòàì êîðèñòè äîäàòíó êîíòðîëíó òàáåëó c0...cn−1 êîjà ñëóæè çà ïðåäñòàâ§à»å áðîjà
ñà ìåøîâèòîì îñíîâîì c.
begin

(1) for 0 ≤ j < n do
(2) aj ← j, cj ← 0 [Èíèöèjàëèçàöèjà]
(3) while true do
(4) Ispis [Èñïèñ ïåðìóòàöèjå a0a1...an−1]

[Íà îâîì ìåñòó, áðîj ñà ìåøîâèòîì îñíîâîì[
c1, c2, . . . , cn−1
2, 3, . . . , n

]
ïðåäñòàâ§à áðîj èñïèñàíèõ ïåðìóòàöèjà.]

(5) k ← n− 1 [Óâå£àâà»å áðîjà ñà ìåøîâèòîì îñíîâîì çà 1]
(6) if ck = k
(7) do
(8) ck ← 0, k ← k − 1
(9) while not k = 0 or ck < k
(10) ck ← ck + 1
(11) if k = 0
(12) exit [Íåìà íàðåäíå ïåðìóòàöèjå]
(13) PrimeniPermutaciju τ(k, ck)ω(k + 1)− íà a0a1...an−1 [Ïåðìóòîâà»å - ãåíåðèñà»å íîâå ïåðìóòàöèjå

ïðèìåíîì ìíîæå»à ïåðìóòàöèjà]
end

Ïðåñëèêàâà»à τ è ω ñå äåôèíèøó êàî:

τ(k, j) = σ(k, j)−σ(k, j − 1), çà 1 ≤ j < k

ω(k) = σ(n− 1, n− 1)−σ(n− 2, n− 2)− · · ·σ(k, k)−,

ãäå σ− ïðåäñòàâ§à èíâåðçíî ïðåñëèêàâà»å. Êàî è êîä àëãîðèòìà Ã, è îâäå ïîñòîjè âåëèêè áðîj
âàðèjàöèjà çàâèñíî îä Ñèìñîâå òàáåëå êîjà ñå êîðèñòè. È îâäå jå ìîãó£å êîðèñòèòè Ñèìñîâó
òàáåëó êîjà êîä àëãîðèòìà Ã ïðîèçâîäè ïåðìóòàöèjå ó îáðíóòîì êîëåêñ ïîðåòêó:

σ(k, j) = (k − j k − j + 1 ... k)

Àëãîðèòàì êîjè ñå äîáèjà êàäà ñå êîðèñòè íàâåäåíà Ñèìñîâà òàáåëà jå âåîìà ñëè÷àí àëãîðèòìó
ïðîñòèõ çàìåíà èç 2.1.3.
Äðóãà áèòíà âàðèjàíòà àëãîðèòìà jå äóàë Îðä-Ñìèò-îâîã ìåòîäà (2.10), ó êîjîj ñå, êàî è ó
àëãîðèòìó Ã, êîðèñòè ñëåäå£à Ñèìñîâà òàáåëà:

σ(k, j) = (k ... 1 0)j (2.12)

È îâäå ñó âðåäíîñòè ïðåñëèêàâà»à τ íåçàâèñíå îä j:

τ(k, j) = (0 1 ... k).
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øòî îìîãó£àâà äà ñå èçáàöè êîíòðîëíà òàáåëà c0c1...cn−1. Ðàçëîã çà òî jå øòî jå cn−1 = 0 ó
êîðàêó óâå£àâà»à áðîjà c àêî è ñàìî àêî je an−1 = n− 1, jåð jå òàêî äåôèíèñàíî ïðåñëèêàâà»å
α (2.11). Çàèñòà, êàäà jå cj = 0 çà k < j < n (ëèíèjå 5 - 10), òàäà jå ck = 0 àêî è ñàìî àêî jå
ak = k. Íà îñíîâó îâîã òâð¢å»à, îâà âàðèjàíòà àëãîðèòìà Õ ñå ìîæå ïðåôîðìóëèñàòè ó âåîìà
jåäíîñòàâàí àëãîðèòàì, êîjèì ñå áàâè íàðåäíà òà÷êà.

2.1.11 Àëãîðèòàì Ö - ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà öèêëè÷íèì ïîìåðàjèìà

Àëãîðèòàì Ö jå äðóãè äóàëíè ìåòîä, è ïðîèñòåêàî jå èç èäåjå àëãîðèòìà Õ, êàäà ñå êîðèñòè Îðä-
Ñìèòîâà Ñèìñîâà òàáåëà (2.12). Èïàê, àëãîðèòàì ãåíåðèøå ïåðìóòàöèjå êîðèñòå£è öèêëè÷íà
ïîìåðà»à íèçà ïåðìóòàöèjà, è ìîæäà jå è íàjjåäíîñòàâíèjè îä ñâèõ àãîðèòàìà çà ãåíåðèñà»å
ïåðìóòàöèjà ó ñìèñëó äóæèíå ïðîãðàìà. Òâîðàö jå Ã. Ã. Ëàíãäîí Jð. (G.G. Langdon, Jr.) [9], à
àëãîðèòàì jå èç 1967. ãîäèíå. Àëãîðèòàì jå ïîñåáíî êîðèñòàí çà ïðèìåíå ó êîjèìà jå öèêëè÷íî
ïîìåðà»å (øèôòîâà»å) åôèêàñíî, íà ïðèìåð êàäà ñå ïåðìóòàöèjå ÷óâàjó ó ìàøèíñêîì ðåãèñòðó
à íå íèçó.

Àëãîðèòàì 2.1.9. Ö(Aëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà öèêëè÷íèì ïîìåðàjèìà)
Óëàç: Ñêóï ðàçëè÷èòèõ åëåìåíàòà {x1, ..., xn}
Èçëàç: Ñâå ïåðìóòàöèjå a1...an ñêóïà ðàçëè÷èòèõ åëåìåíàòà {x1, ..., xn}
begin

for 0 ≤ j ≤ n do
aj ← xj [Èíèöèjàëèçàöèjà]

a←true
while true do
PosetiPermutaciju [Îáèëàçàê ïåðìóòàöèjå a1...an]
if a = true
k ← n

Zameniti a1a2...ak sa a2...aka1
if ak! = xk
a← true
continue

else
k ← k − 1
if k > 1
a← false
continue

else
exit [Íåìà íàðåäíå ïåðìóòàöèjå]

end

Ãëàâíà ìàíà äóàëíèõ ìåòîäà jå øòî íèñó ïîãîäíè çà ïðèìåíå ó êîjèìà ñå âåëèêè áëîêîâè
ïåðìóòàöèjà ïðåñêà÷ó, jåð ñêóï ñâèõ ïåðìóòàöèjà êîjå îäãîâàðàjó ïðåôèêñó c0c1...ck−1 îáè÷íî
íèjå îä çíà÷àjà. Èçóçåòàê îä îâîãà jå âàðèjàíòà ó êîjîj ñå êîðèñòè Ñèìñîâà òàáåëà êîjà ãåíåðèøå
ðåâåðñíè êîëåêñ ïîðåäàê (2.7), jåð ó òîì ñëó÷àjó âàæè äà ñó n!/k! ïåðìóòàöèjà êàäà jå c0c1...ck−1 =
00...0 óïðàâî ïåðìóòàöèjå ó êîjèìà 0 ïðåòõîäè 1, 1 ïðåòõîäè 2,..., è k − 2 ïðåòõîäè k − 1.
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2.1.12 Àëãîðèòàì Å - ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà Åðëèõîâèì çàìåíàìà

Àëãîðèòàì êîjè ïåðìóòàöèjå ãåíåðèøå êîðèñòå£è çàìåíå (òðàíñïîçèöèjå), ñëè÷íî àëãîðèòìó
ïðîñòèõ çàìåíà (àëãîðèòàì Ï) èç 2.1.3 îñìèñëèî jå Ãèäåîí Åëðèõ (Gideon Ehrlich). Îâàj
àëãîðèòàì, êàî è íåêîëèêî ïðåòõîäíèõ àëãîðèòàìà, êàî áðîjà÷êè ìåõàíèçàì êîðèñòè êîíòðîëíó
òàáåëó c1...cn, à ãåíåðèøå ïåðìóòàöèjå çàìåíîì åëåìåíòà a0 ïðåòõîäíå ïåðìóòàöèjå ñà îäðå¢åíèì
äðóãèì åëåìåíòîì. Ñëè÷àí jå àëãîðèòìó Ï jåð êàî è àëãîðèòàì Ï ãåíåðèøå ïåðìóòàöèjå
çàìåíîì åëåìåíàòà, àëè çà ðàçëèêó îä àëãîðèòìà Ï ó êîìå ñå íîâà ïåðìóòàöèjà äîáèjà çàìåíîì
ìåñòà ñóñåäíèì åëåìåíòèìà at−1 è at, àëãîðèòàì Å êîðèñòè òàêîçâàíå ½çâåçäà çàìåíå� (åíã.
star transpositions), ãäå åëåìåíò a0 ìå»à ìåñòî ñà åëåìåíòîì at. Çâåçäà çàìåíå ñó çà íèjàíñó
åôèêàñíèjå îä çàìåíà ñóñåäíèõ åëåìåíàòà jåð åëåìåíò a0 íèjå ïîòðåáíî ó÷èòàâàòè èç ìåìîðèjå -
ïîçíàò jå èç ïðåòõîäíîã êîðàêà. Èàêî ó ïðàêñè íèjå áðæè îä îñòàëèõ àëãîðèòàìà çà ãåíåðèñà»å
ïåðìóòàöèjà, îâàj àëãîðèòàì èìà ñâîjñòâî äà ñâàêó ïåðìóòàöèjó ìå»à ìèíèìàëíî êàêî áè
äîáèî ñëåäå£ó, êîðèñòå£è n− 1 òèï çàìåíå. Êàî è êîä àëãîðèòìà Ï, è îâäå jå ìîãó£å óíàïðåä
èçãåíåðèñàòè ëèñòó çàìåíà êîja ñå íàêíàäíî ìîæå êîðèñòèòè. Ïðîñå÷àí áðîj çàìåíà åëåìåíàòà
bj è bk ó ëèíèjè 17 jå ìà»è îä 0.18.

Àëãîðèòàì 2.1.10. Å (Àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà Åðëèõîâèì çàìåíàìà)
Óëàç: Íèç ðàçëè÷èòèõ åëåìåíàòà a0...an−1
Èçëàç: Ñâå ïåðìóòàöèjå íèçà a0...an−1
Íàïîìåíà: Àëãîðèòàì êîðèñòè ïîìî£íå òàáåëå b0...bn−1 è êîíòðîëíó c1...cn
begin

(1) for 0 ≤ j < n do [Èíèöèjàëèçàöèjà]
(2) bj ← j
(3) cj+1 ← 0
(4) while true do
(5) Ispis [Èñïèñ ïåðìóòàöèjå a0a1...an−1]

[Íà îâîì ìåñòó, áðîj ñà ìåøîâèòîì îñíîâîì c ïðåäñòàâ§à áðîj ïîñå£åíèõ ïåðìóòàöèjà.]
(6) k ← 1 [Óâå£àâà»å áðîjà ñà ìåøîâèòîì îñíîâîì çà 1]
(7) if ck = k
(8) do
(9) ck ← 0, k ← k + 1
(10) while not ck < k
(11) if k = n
(12) exit [Âðåäíîñò áðîjà ñà ìåøîâèòîì îñíîâîì jå n!, òj. ñâå ïåðìóòàöèjå ñó ïîñå£åíå]
(13) ck ← ck + 1
(14) Zameniti mesta elementima a0 i abk [Çàìåíîì ìåñòà åëåìåíòèìà ñå äîáèjà íîâà ïåðìóòàöèjà]
(15) j ← 1, k ← k − 1 [Îáðòà»å ïîäíèçà b]
(16) while j < k
(17) Zameniti mesta elementima bj i bk
(18) j ← j + 1, k ← k − 1
end
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2.1.13 Ãåíåðèñà»å ñâèõ ïåðìóòàöèjà ñà äâå îïåðàöèjå

Ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å äà ëè jå ìîãó£å ãåíåðèñàòè ñâå ïåðìóòàöèjå ñà äâå ðàçëè÷èòå îïåðàöèjå,
óìåñòî n − 1. Íà ïðèìåð, Íåjåíõóèñ (Nijenhuis) è Âèëô (Wilf) ñó ïîêàçàëè äà jå ìîãó£å
èçãåíåðèñàòè ñâå ïåðìóòàöèjå çà n = 4 êîðèñòå£è ñàìî äâå âðñòå çàìåíå: ìå»àjó£è a1a2...an ñà
èëè a2a3...ana1 èëè a2a1a3...an [10]. Ó îïøòåì ñëó÷àjó, çà ãðóïó ïåðìóòàöèjà G ñà åëåìåíòèìà
α1, ..., αk, Êåjëèjåâ (Cayley) ãðàô ñà ãåíåðàòîðèìà (α1, ..., αk) jå óñìåðåí ãðàô ÷èjè ñó ÷âîðîâè
ïåðìóòàöèjå π ãðóïå G è ÷èjå ãðàíå èäó îä π êà ÷âîðîâèìà α1π, ..., αkπ [11]. Ïèòà»å äà ëè jå
ìîãó£å ãåíåðèñàòè ñâå ïåðìóòàöèjå ñà ñàìî äâà ãåíåðàòîðà jå åêâèâàëåíòíî ïèòà»ó äà ëè jå ó
Êåjëèjåâîì ãðàôó ñâèõ ïåðìóòàöèjà ñêóïà {1, 2, ..., n} ñà ãåíåðàòîðèìà σ è τ , ãäå jå σ öèêëè÷ía
ïåðìóòàöèjà (ïðåñëèêàâà»å) (1 2 · · · n) è τ òðàíñïîçèöèjà (1 2) ïîñòîjè Õàìèëòîíîâ ïóò.
Îñíîâíà òåîðåìà Ð. À. Ðàíêèíà (R. A. Rankin) [12] âîäè äî çàê§ó÷êà äà ó ìíîãîì ñëó÷àjåâèìà
òî íèjå ìîãó£å.
Òåîðåìà Ð. Íåêà jå Ã ãðóïà îä g ïåðìóòàöèjà. Óêîëèêî Êåjëèjåâ ãðàô ñà ãåíåðàòîðèìà (α, β)
èìà Õàìèëòîíîâ öèêëóñ, è àêî ïåðìóòàöèjå (α, β, αβ−) èìàjó ðåäîì ðåäîâå (a, b, c) îíäà èëè
jå c ïàðàí èëè ñó g/a è g/b íåïàðíè.
Òåîðåìà ãîâîðè î Õàìèëòîíîâîì öèêëóñó à íå ïóòó. Ðåä ïåðìóòàöèjå α jå íàjìà»è ïîçèòèâàí
öåî áðîj a òàêàâ äà jå αa èäåíòè÷êà ïåðìóòàöèjà.
Çà n=4, Õàìèëòîíîâ ïóò jå ëàêî íà£è.
Çà n>4 ïðåòðàãà ïîñòàjå çíà÷àjíî îáèìíèjà, ïà ñó òàêî çà n=5 Ðàñêè (Ruskey), �èàíã (Jiang) è
Âåñòîí (Weston) íàøëè 5 ðàçëè÷èòèõ Õàìèëòîíîâèõ ïóòåâà îïøèðíîì ïðåòðàãîì [13]. Îíè ñó
òàêî¢å íàøëè è Õàìèëòîíîâ ïóò çà n=6, àëè jå ïóò âåîìà ñëîæåí è íåìà ëîãè÷êó ñòðóêòóðó.
Êíóò jå òàêî¢å íàøàî íåøòî ïðîñòèjè Õàìèëòîíîâ ïóò, àëè è äà§å âåîìà ñëîæåí. Çàê§ó÷åíî jå
äà ïðèñòóï ãåíåðèñà»à ñâèõ ïåðìóòàöèjà ñà ñàìî 2 ãåíåðàòîðà ça âå£å âðåäíîñòè íèjå ïðàêòè÷àí.
Êîìïòîí (Compton) è Âèëèjàìñîí (Williamson) [14] ñó ïîêàçàëè äà Õàìèëòîíîâ öèêëóñ ïîñòîjè
çà ñâå n óêîëèêî ñå äîäà jîø jåäàí ãåíåðàòîð σ−, òj. óêîëèêî ñå êîðèñòå òðè ãåíåðàòîðà: σ, σ−

è τ .
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2.1.14 Òîïîëîøêî ñîðòèðà»å

×åñòî ó ïðîáëåìèìà íèñó ïîòðåáíå ñâå ïåðìóòàöèjå ñêóïà {1, 2, ..., n}, âå£ ñàìî îäðå¢åí áðîj
ïåðìóòàöèjà, êîjå ïðèòîì çàäîâî§àâàjó îäðå¢åí òèï óñëîâà. Íà ïðèìåð, ïîòðåáíî jå íà£è ñâå
ïåðìóòàöèjå ñêóïà {1, 2, 3, 4} ó êîjèìà 1 ïðåòõîäè 3, 2 ïðåòõîäè 3, 3 ïðåòõîäè 4. Ðåøå»å jå
ñëåäå£èõ ïåò ïåðìóòàöèjà:

1234, 1243, 2134, 2143, 2413

Îâî jå ïðèìåð ïðîáëåìà òîïîëîøêîã ñîðòèðà»à. Ó îïøòåì ñëó÷àjó, òîïîëîøêî ñîðòèðà»å
ïîäðàçóìåâà íàëàæå»å ñâèõ ïåðìóòàöèjà êîjå çàäîâî§àâàjó m óñëîâà îáëèêà x1 ≺ y1, ..., xm ≺
ym, ãäå x ≺ y çíà÷è äà x ïðåòõîäè y ó ïåðìóòàöèjè. Ïðîáëåì jå ïîçíàò jîø è ïîä íàçèâîì
ïðîáëåì ëèíåàðíîã óãíåæ¢àâà»à (åíã. linear embedding problem), jåð ñå îájåêòè ðå¢àjó ó ëèíèjó
òàêî äà çàäîâî§àâàjó îäðå¢åí ïîðåäàê ó ñêëîïó íåêå ðåëàöèjå. Ïðîáëåì ñå ìîæå äåôèíèñàòè
è òàêî äà ñå òðàæè ñàìî jåäíà îä ñâèõ n! ïåðìóòàöèjà êîjå çàäîâî§àâàjó äàòå óñëîâå, èëè
ñâå ïåðìóòàöèjå êîjå çàäîâî§àâàjó äàòå óñëîâå. Îâî ñå ìîæå ïîñìàòðàòè è êàî ãðàô - óñëîâè
îäðå¢ójó ãðàíå, à áðîjåâè {1, 2, . . . , n} ÷âîðîâå, è ïîòðåáíî jå òîïîëîøè ñîðòèðàòè ãðàô. Îâà
òà÷êà ñå áàâè ïðîíàëàæå»åì ñâèõ ïåðìóòàöèjà êîjå çàäîâî§àâàjó äàòå óñëîâå. Ñòîãà ñå ó îâîj
òà÷êè ïðåòïîñòàâ§à äà ñó åëåìåíòè x è y íà êîjèìà ñó ðåëàöèjå äåôèíèñàíå öåëè áðîjåâè èçìå¢ó
1 è n, è äà jå x < y êàä ãîä jå x ≺ y. Êàäà òî íèjå ñëó÷àj, åëåìåíòè ñå ìîãó ïðåèìåíîâàòè ïðå
óëàñêà ó àëãîðèòàì òàêî äà çàäîâî§àâàjó îâå óñëîâå.
Ïðîáëåì òîïîëîøêîã ñîðòèðà»à ñå ìîæå ïîñìàòðàòè è êàî ïðîáëåì ãåíåðèñà»à ñâèõ ïåðìóòàöèjà
ñà ïîíàâ§à»åì. Íà ïðèìåð, ïåðìóòàöèjå ñêóïà {1, 2, ..., 8} òàêâå äà jå:

1 ≺ 2, 2 ≺ 3, 3 ≺ 4, 6 ≺ 7, 7 ≺ 8

åêâèâàëåíòíå ñó ïåðìóòàöèjàìà ñà ïîíàâ§à»åì ñêóïà {1, 1, 1, 1, 2, 3, 3, 3}, jåð ñå {1,2,3,4}
ìîæå ïðåñëèêàòè ó 1, 5 ó 2, à {6, 7, 8} ó 3. Çà ïåðìóòàöèjå ñà ïîíàâ§à»åì ìîæå ñå èñêîðèñòèòè
àëãîðèòàì Ë èç òà÷êå 2.1.1, à jîø jåäàí àëãîðèòàì êîjè ñå áàâè ïðîáëåìîì ãåíåðèñà»à ïåðìóòàöèjà
ñà ïîíàâ§à»åì, îäíîñíî ïðîáëåìîì òîïîëîøêîã ñîðòèðà»à, jå òåìà ñëåäå£å òà÷êå.

2.1.15 Àëãîðèòàì Â - ïðîíàëàæå»å ñâèõ òîïîëîøêèõ óðå¢å»à

Åëåìåíò x ïðåòõîäè y ó ïåðìóòàöèjè a1...an àêî è ñàìî àêî ax′ < ay′ ó èíâåðçíîj ïåðìóòàöèjè
a1′...an′. Íàðåäíè àëãîðèòàì íàëàçè òàêî¢å è ñâå ïåðìóòàöèjå a1′...an′ òàêâå äà jå aj ′ < ak′
êàäà jå j ≺ k. Ïðèìåð îâàêâå ðåëàöèjå ñó Jàíãîâè òàáëîè (åíã. Young tableau). Jàíãîâ òàáëî
jå óðå¢å»å ñêóïà {1, 2, ..., n} ó ïðàâîóãàîíó òàáåëó, òàêî äà ó ñâàêîì ðåäó âðåäíîñòè ðàñòó ñà
ëåâà íà äåñíî, è ó ñâàêîj êîëîíè âðåäíîñòè ðàñòó îäîçãî íà äîëå. Ïðîáëåì ãåíåðèñà»à ñâèõ 3
× 3 Jàíãîâèõ òàáëîà åêâèâàëåíòàí jå íàëàæå»ó ñâèõ a1′...a9′ òàêâèõ äà:

a1′ < a2′ < a3′, a4′ < a5′ < a6′, a7′ < a8′ < a9′,
a1′ < a4′ < a7′, a2′ < a5′ < a8′, a3′ < a6′ < a9′,

(2.13)

è îâî jå ïîñåáíà âðñòà òîïîëîøêîã ñîðòèðà»à.
Äðóãè ïðèìåð ïðîáëåìà òîïîëîøêîã ñîðòèðà»à jå ïðîíàëàæå»å ñâèõ íà÷èíà äà ñå îä åëåìåíàòà
{1, 2, ..., 2n} íàïðàâè n ïàðîâà. Çà îâî ïîñòîjè òà÷íî (2n−1)(2n−2) · · · (1) = (2n)!/2nn! íà÷èíà,
îäíîñíî òî ñó ïåðìóòàöèjå êîjå çàäîâî§àâàjó ñëåäå£è ñêóï óñëîâà:

a1′ < a2′, a3′ < a4′, ..., a2n−1′ < a2n′, a1′ < a3′ < · · · < a2n−1′.
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Àëãîðèòàì êîjè ñïðîâîäè òîïîëîøêî ñîðòèðà»å îñìèñìèëè ñó È. Ë. Âåðîë (Y. L. Varol) è
Ä. Ðîòåì (D. Rotem) [15]. Àíàëîãàí jå ìåòîäó ïðîñòèõ çàìåíà (òà÷êà 2.1.3). Èäåjà jå äà ñå
ïðåòïîñòàâè äà ïîñòîjè íà÷èí çà òîïîëîøêî óðå¢å»å ñêóïà {1, ..., n − 1}, òàêî äà ïåðìóòàöèjå
a1...an−1 çàäîâî§àâàjó ñâå óñëîâå êîjè íå óê§ó÷ójó n. Óêîëèêî jå òî òà÷íî, n ñå äîäàjå íà
ïîñòîjå£ó øåìó áåç ìå»à»à ðåëàòèâíîã ðåäîñëåäà: ïðâî ñå n äîäà íà êðàj òàêî äà ñå äîáèjå
a1...an−1n, à îíäà ñå n ïîìåðà ëåâî çà jåäíî ìåñòî ñâå äîê ñó çàäîâî§åíè óñëîâè çà òî. Ïñåóäîêîä
àëãîðèòìà jå ó íàñòàâêó.

Àëãîðèòàì 2.1.11. Â (Àëãîðèòàì çà ïðîíàëàæå»å ñâèõ òîïîëîøêèõ óðå¢å»à)
Óëàç: Påëàöèja ≺ íà ñêóïó {1, ..., n}, ñà ñâîjñòâîì äà x ≺ y èìïëèöèðà x < y (íåjåäíàêîñò).
Èçëàç: Ñâå ïåðìóòàöèjå a1...an è »èõîâè èíâåðçè a1′...an′ ñà ñâîjñòâîì äà jå aj ′ < ak′ êàä
ãîä jå j ≺ k
Íàïîìåíà: Çáîã jåäíîñòàâíîñòè ïðåòïîñòàâ§à ñå äà jå a0 = 0 è 0 ≺ k çà 1 ≤ k ≤ n.
begin

(1) for 0 ≤ j ≤ n do [Èíèöèjàëèçàöèjà]
(2) aj ← j
(3) aj ′ ← j
(4) PosetiPermutaciju a [Îáèëàçàê ïåðìóòàöèjå a1...an ]
(5) PosetiPermutaciju a′ [Îáèëàçàê ïåðìóòàöèjå a1′...an′ ]
(6) k ← n
(7) while true do
(8) while true do
(9) j ← ak′
(10) l← aj−1
(11) if l ≺ k [Äà ëè k ìîæå äà ñå ïîìåðè ëåâî?]
(12) break
(13) else [k ìîæå äà ñå ïîìåðè ëåâî, óìà»èâà»å k]
(14) aj−1 ← k
(15) aj ← l
(16) ak′ ← j − 1
(17) al′ ← j
(18) PosetiPermutaciju a [Îáèëàçàê ïåðìóòàöèjå a1...an ]
(19) PosetiPermutaciju a′ [Îáèëàçàê ïåðìóòàöèjå a1′...an′ ]
(20) k ← n
(21) while j < k [k íå ìîæå äà ñå ïîìåðè ëåâî, âðà£à»å äåñíî]
(22) l← aj+1

(23) aj ← l
(24) al′ ← j
(25) j ← j + 1
(26) ak′ ← k
(27) ak ← ak′
(28) k ← k − 1
(29) if k > 0
(30) continue [Ïîêóøàj ïîíîâî ñà óìà»åíîì âðåäíîø£ó k]
(31) exit
end

Óêîëèêî ñå èíâåðçíà ïåðìóòàöèjà a1′...a9′ íàïèøå ó ñëåäå£åì îáëèêó:
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ïðèìåíîì àëãîðèòìà Â íà ïðîáëåì Jàíãîâèõ òàáëîà âåëè÷èíå 3×3 (ðåëàöèjå (2.13)), äîáèjàjó
ñå 42 ðåçóëòàòà (ñëèêà 2.5).

Ñëèêà 2.5: Jàíãîâè òàáëîè âåëè÷èíå 3×3

Íåêà jå tr áðîj òîïîëîøêèõ óðå¢å»à çà êîjà âàæè äà jå n−r åëåìåíàòà ó ñâîjîj ïî÷åòíîj ïîçèöèjè
aj = j çà r < j ≤ n. Åêâèâàëåíòíî òîìå, tr je áðîj òîïîëîøêèõ óðå¢å»à a1...ar ñêóïà {1, ..., r}
êàäà ñå èãíîðèøó ðåëàöèjå êîjå óê§ó÷ójó åëåìåíòå âå£å îä r. Òàäà ñå ó àëãîðèòìó Â êîðàê
îáèëàñêà ïåðìóòàöèjå a è »åíîã èíâåðçà èçâðøàâà N ïóòà, à ëèíèjå 9-11 èçâðøàâàjó M ïóòà,
ãäå ñó:

M = tn + · · ·+ t1, è N = tn.

Ëèíèjå 14-17 è ïåò§à èç ëèíèjå 21 ñå èçâðøàâàjó N − 1 ïóòà, à ëèíèjå 26-30 M −N + 1 ïóòà.
Îäàâäå ñëåäè äà jå óêóïíî âðåìå èçâðøàâà»à àëãîðèòìà ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà M,N è n.
Ìå¢óòèì, ìîæå ñå äåñèòè äà jå ïî÷åòíî ïðåèìåíîâà»å èçâðøåíî òàêî äà jåM ìíîãî âå£å îä N .
Íà ïðèìåð, ñëåäå£è ïðîáëåì òîïîëîøêîã ñîðòèðà»à ñå ìîæå ðåøèòè íà äâà íà÷èíà. Óêîëèêî
ñó óñëîâè àëãîðèòìà ñëåäå£è:

2 ≺ 3, 3 ≺ 4, ..., n− 1 ≺ n,

òàäà jå tj = j çà 1 ≤ j ≤ n, è M = (n2 + n)/2, N = n, øòî âîäè äî êâàäðàòíå ñëîæåíîñòè
àëãîðèòìà. Ìå¢óòèì, óêîëèêî ñå èçâðøè ïðåèìåíîâà»å åëåìåíàòà, èñòè óñëîâè ñe ìîãó íàïèñàòè
îâàêî:

1 ≺ 2, 2 ≺ 3, 3 ≺ 4, ..., n− 2 ≺ n− 1,

M jå òàäà 2N − 1 = 2n− 1.
Èïàê, óâåê jå ìîãó£å óðàäèòè ïî÷åòíî ïðåèìåíîâà»å åëåìåíàòà òàêî äà ñå, óç áëàãó ìîäèôèêàöèjó
àëãîðèòìà Â, íà¢ó ñâà òîïîëîøêà óðå¢å»à ó âðåìåíó O(N + n).
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2.2 Ãåíåðèñà»å ñâèõ êîìáèíàöèjà

2.2.1 Óâîä

Ìíîãè àóòîðè ñå ñëàæó äà ñó ó êîìáèíàòîðíîj ìàòåìàòèöè ñëåäå£à íàjáèòíèjà ñòâàð ïîñëå
ïåðìóòàöèjà êîìáèíàöèjå. Îâî ïîãëàâ§å ïðåäñòàâ§à ïåò íàjâàæíèjèõ àëãîðèòàìà çà ãåíåðèñà»å
êîìáèíàöèjà.
Êîìáèíàöèjå ñå ìîãó ïðåäñòàâèòè íà âèøå íà÷èíà, à îñèì òîãà ñó è åêâèâàëåíòíå ìíîãèì
äðóãèì êîíôèãóðàöèjàìà, ñòîãà ñå ïðâà òà÷êà îâîã ïîãëàâ§à áàâè ðàçíèì íà÷èíèìà ïðåäñòàâ§à»à
êîìáèíàöèjà. Íàêîí òîãà ñëåäè, êàî è ó ñëó÷àjó ïåðìóòàöèjà, îñíîâíè è íàjjåäíîñòàâíèjè
íà÷èí çà ãåíåðèñà»å êîìáèíàöèjà - àëãîðèòàì êîjè êîìáèíàöèjå ãåíåðèøå ó ëåêñèêîãðàôñêîì
ïîðåòêó (àëãîðèòàì Ë). Óíàïðå¢åíà è ñàìèì òèì íåøòî ñëîæåíèjà âåðçèjà îâîã àëãîðèòìà ÷èíè
íàðåäíè àëãîðèòàì - Ò, êîjè jå òåìà òà÷êå 2.2.4. Äà ñå ïðîöåñ ãåíåðèñà»à ñâèõ êîìáèíàöèjà
ìîæå ïîñìàòðàòè êàî ïðîöåñ îáèëàæå»à ñïåöèjàëíå âðñòå ñòàáëà - áèíîìíîã ñòàáëà, ïîêàçàíî
jå ó òà÷êè 2.2.5. Áèíîìíà ñòàáëà ñå ìîãó óïîòðåáèòè è çà ïðîáëåì ïó»å»à ðàíöà, øòî jå,
çàjåäíî ñà àëãîðèòìîì çà ïó»å»å ðàíöà Ô, òàêî¢å ïîêàçàíî ó îâîj òà÷êè. Íàðåäíà òà÷êà 2.2.6
ïîêàçójå èíêðåìåíòàëíó ìåòîäó ãåíåðèñà»à êîìáèíàöèjà - ãäå jå îñíîâíà èäåjà äà ñå íàðåäíà
ïåðìóòàöèjà ãåíåðèøå ìèíèìàëíî ìå»àjó£è ïðåòõîäíó. Àëãîðèòàì çà îâî jå àëãîðèòàì Ð.
Ïîñëåä»à òà÷êà 2.2.7 ðàçìàòðà îâó èäåjó äóá§å, äåôèíèøå õîìîãåíå è ñêîðî ñàâðøåíå ñåêâåíöå
êîìáèíàöèjà, è äàjå àëãîðèòàì çà »èõîâî ãåíåðèñà»å.
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2.2.2 Íà÷èíè ïðåäñòàâ§à»à êîìáèíàöèjà

t-êîìáèíàöèjà îä n åëåìåíàòà jå ïîäñêóï èçáîðà âåëè÷èíå t èç ñêóïà âåëè÷èíå n. Ïîñòîjè
(
n
t

)
íà÷èíà äà ñå èçàáåðå òàêàâ ïîäñêóï. Áèðà»å t îä n åëåìåíàòà åêâèâàëåíòíî jå èçáîðó s = n− t
îä n åëåìåíàòà. Çàòî ñå ó íàñòàâêó t-êîìáèíàöèjå çîâó jîø è (s, t)-êîìáèíàöèjå, ãäå jå

n = s+ t

Ïîñòîjè âèøå íà÷èíà çà ïðåäñòàâ§à»å (s, t)-êîìáèíàöèjà. Äâà íàjáèòíèjà ñó äà ñå íàáðîjå ñàìî
èíäåêñè t èçàáðàíèõ åëåìåíàòà: ct . . . c1, à äðóãè jå áèíàðíè ñòðèíã an−1 . . . a1a0 ñà t jåäèíèöà
è s íóëà, ó êîìå 1 îçíà÷àâà äà jå åëåìåíò èçàáðàí à 0 äà íèjå, ïà âàæè:

an−1 + · · ·+ a1 + a0 = t

Ïðâà ðåïðåçåíòàöèjà jå ïîãîäíà êàäà ñó åëåìåíòè ÷ëàíîâè ñêóïà {0, 1, 2, . . . , n − 1} è êàäà ñå
ïîðå¢àjó ó îïàäàjó£åì ïîðåòêó, òàêî äà jå:

n > ct > · · · > c2 > c1 ≥ 0 (2.14)

Îâå äâå íîòàöèjå ïîâåçàíå ñó íà ñëåäå£è íà÷èí:

2ct + · · ·+ 2c2 + 2c1 =

n−1∑
k=0

ak2k = (an−1 . . . a0)2 (2.15)

Îñèì îâå äâå ðåïðåçåíòàöèjå êîìáèíàöèjà, ïîñòîjå è äðóãå. Òàêî jå ìîãó£å íàáðîjàòè ïîçèöèjå
s íóëà bs . . . b2b1 èç áèíàðíîã ñòðèíãà an−1 . . . a1a0, ãäå jå:

n > bs > · · · > b2 > b1 ≥ 0.

Kîìáèíàöèjå ñó áèòíå è çáîã òîãà jåð ñó åêâèâàëåíòíå ìíîãèì äðóãèì êîíôèãóðàöèjàìà. Íà
ïðèìåð, ñâàêà (s, t)-êîìáèíàöèjà îäãîâàðà êîìáèíàöèjè ñà ïîíàâ§à»åì ãäå ñå îä s + 1 áèðà t
åëåìåíàòà. Îâà êîìáèíàöèjà îçíà÷àâà ñå ñà dt . . . d2d1, è âàæè:

s ≥ dt ≥ · · · ≥ d2 ≥ d1 ≥ 0. (2.16)

Âàæè äà dt . . . d2d1 çàäîâî§àâà (2.16) àêî è ñàìî àêî ct . . . c2c1 çàäîâî§àâà (2.14), ãäå jå:

ct = dt + t− 1, . . . , c2 = d2 + 1, c1 = d1.

Ïîñòîjè jîø jåäíà âåçà èçìå¢ó êîìáèíàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì è îáè÷íèõ êîìáèíàöèjà. Íàèìå,
ìîãó äà ñå äåôèíèøó áðîjåâè:

ej =
cj , aêo je cj ≤ s
ecj−s, aêo je cj > s

Çà îâó ôîðìó âàæè äà jå íàäñêóï {e1, e2, . . . , et} jåäíàê {c1, c2, . . . , ct} àêî è ñàìî àêî jå {e1, e2, . . . , et}
ñêóï.
Îñèì îâîãà, ñâàêà (s, t)-êîìáèíàöèjà îäãîâàðà ðàçëàãà»ó n + 1 îájåêàòà ó t äåëîâà, îäíîñíî
ìîæå ñå ïðåäñòàâèòè êàî óðå¢åíà ñóìà:

n+ 1 = pt + · · ·+ p1 + p0, pt, . . . , p1, p0 ≥ 1. (2.17)

Îâî ñå ïîâåçójå ñà (2.14) ïðåêî:

pt = n− ct, pt−1 = ct − ct−1, . . . , p1 = c2 − c1, p0 = c1 + 1.
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Åêâèâàëåíòíî, àêî ñå óâåäå ñìåíà: qj = pj − 1, âàæè:

s = qt + . . .+ q1 + q0, qt, . . . , q1, q0 ≥ 0, (2.18)

øòî ïðåäñòàâ§à ðàçëàãà»å s åëåìåíàòà ó t + 1 íåïðàçíèõ ñêóïîâà, êîjà ñå ïîâåçójå ñà (2.16)
ïðåêî:

qt = s− dt, qt−1 = dt − dt−1, . . . , q1 = d2 − d1, q0 = d1.

Ñâàêîj (s, t)-êîìáèíàöèjè îäãîâàðà è ïóò äóæèíå s+ t êðîç ìðåæó äèìåíçèjà s× t, êîjè ñàäðæè
s âåðòèêàëíèõ è t õîðèçîíòàëíèõ êîðàêà.
Ñâèõ îñàì íà÷èíà íà êîjè ñå êîìáèíàöèjå ìîãó ïîñìàòðàòè ïðèêàçàíî jå íà ñëèöè 2.6, çà s =
t = 3.

Ñëèêà 2.6: (3,3)-êîìáèíàöèjå è »èõîâè åêâèâàëåíòè
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2.2.3 Ëåêñèêîãðàôñêî ãåíåðèñà»å êîìáèíàöèjà è àëãîðèòàì Ë

Êàî è ó ñëó÷àjó ïåðìóòàöèjà, è îâäå jå íàjjåäíîñòàâíèjè è íàjèíòóèòèâíèjè àëãîðèòàì çà
ãåíåðèñà»å àëãîðèòàì êîjè êîìáèíàöèjå ãåíåðèøå ó ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó. Êàêî jå ñâàêà
(s, t)-êîìáèíàöèjà jåäíàêà ïåðìóòàöèjè ñà ïîíàâ§à»åì ñêóïà {s·0, t·1}, çà ãåíåðèñà»å êîìáèíàöèjà
ó îñíîâíîj ôîðìè an−1 . . . a1a0 ìîæå ñå èñêîðèñòèòè ëåêñèêîãðàôñêè àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å
ïåðìóòàöèjà (è ïåðìóòàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì) èç 2.1.1. Ìå¢óòèì, îáè÷íî jå ïîãîäíèjà ôîðìà çà
ïðåäñòàâ§à»å êîìáèíàöèjà äðóãà îñíîâíà ôîðìà - ct . . . c2c1, ïðå ñâåãà çáîã êîìïàêòíîñòè êàäà
jå t ìàëî ó îäíîñó íà n. Íàjjåäíîñòàâíèjè àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å êîìáèíàöèjà ó îâîj ôîðìè
ìîæå ñå ïðèìåíèòè óêîëèêî jå t âåîìà ìàëè áðîj, à òî jå èñêîðèñòèòè t óãíåæäåíèõ ïåò§è. Íà
ïðèìåð, çà t = 3, îñíîâíè àëãîðèòàì èçãëåäà îâàêî:

begin

Çà c3 = 2, 3, . . . , n− 1 óðàäè:
Çà c2 = 1, 2, . . . , c3 − 1 óðàäè:

Çà c1 = 0, 1, . . . , c2 − 1 óðàäè:
Ïîñåòè êîìáèíàöèjó c3c2c1.

end

Ìå¢óòèì, êàäà jå t ïðîìåí§èâ, èëè íèjå âåîìà ìàëè, îñíîâíè àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà
ó ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó ñå äîáèjà ïðåìà ðåöåïòó çà ãåíåðèñà»å áèëî êîjå êîìáèíàòîðñíå
ñõåìå à êîjè jå ñïîìåíóò è ó 2.1.1: íà£è íàjäåñíèjè åëåìåíò cj êîjè ìîæå äà ñå óâå£à, à ïîòîì
ïîñòàâèòè åëåìåíòå cj−1 . . . c1 íà íàjìà»å ìîãó£å âðåäíîñòè. Àëãîðèòàì êîjè ñëåäè äîáèjåí jå
íà òàj íà÷èí.

Àëãîðèòàì 2.2.1. Ë (Ëåêñèêîãðàôñêå êîìáèíàöèjå) - Àëãîðèòàì ãåíåðèøå ñâå t-êîìáèíàöèjå
ct . . . c2c1 n áðîjåâà {0, 1, . . . , n− 1}, za n ≥ t ≥ 0 ó ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó.
Óëàç: áðîjåâè n è t, n ≥ t ≥ 0
Èçëàç: ñâå t-êîìáèíàöèjå ct . . . c2c1 n áðîjåâà {0, 1, . . . , n− 1}.
Íàïîìåíà: Äîäàòíå ïðîìåí§èâå ct+1 è ct+2 ñå êîðèñòå êàî ãðàíèöå ïðèëèêîì ãåíåðèñà»à.
begin

(1) for 1 ≤ j ≤ t
(2) cj ← j − 1
(3) ct+1 ← n, ct+2 ← 0
(4) while true do
(5) Ispisi kombinaciju ct . . . c2c1 [Èñïèñ êîìáèíàöèjå]
(6) j ← 1 [Íàëàæå»å j]
(7) while cj + 1 = cj+1 do
(8) cj = j − 1, j = j + 1
(9) if j > t then
(10) exit [Íåìà íàðåäíå êîìáèíàöèjå]
(11) cj ← cj + 1 [Óâå£àâà»e j]
end

Íàjñëîæåíèjè êîðàê îâîã àëãîðèòìà - íàëàæå»å âðåäíîñòè j (ëèíèjå 6 - 8) ïîñòàâ§à cj íà
j − 1 îäìàõ íàêîí ïîñåòå êîìáèíàöèjè çà êîjó âàæè cj+1 = c1 + j, è áðîj îâàêâèõ êîìáèíàöèjà
jåäíàê jå áðîjó ðåøå»à íåjåäíàêîñòè

n > ct > · · · > cj+1 ≥ j

34



Âðåäíîñò îâîã èçðàçà jåäíàêà jå áðîjó (t− j)-êîìáèíàöèjà îä n− j îájåêàòà {n− 1, . . . , j}, ïà ñå
äîäåëà cj ← j − 1 äåøàâà òà÷íî

(
n−j
t−j
)
ïóòà. Ñóìèðàjó£è çà 1 ≤ j ≤ t äîáèjà ñå äà ñå ïåò§à èç

ëèíèjà 7-8 èçâðøàâà òà÷íî(
n− 1

t− 1

)
+

(
n− 2

t− 2

)
+ · · ·+

(
n− t

0

)
=

(
n− 1

s

)
+

(
n− 2

s

)
+ · · ·+

(
s

s

)
=

(
n

s+ 1

)
ïóòà óêóïíî, îäíîñíî ó ïðîñåêó: (

n

s+ 1

)
/

(
n

t

)
= t/(s+ 1)

ïóòà ïî ïîñåòè êîìáèíàöèjå. Êàäà jå t ≤ s îâàj áðîj jå ìà»è îä 1, ïà jå àëãîðèòàì åôèêàñàí.
Ìå¢óòèì, êàäà jå t áëèçó n, îâà âðåäíîñò jå âåîìà âåëèêà ïà àëãîðèòàì ïîñòàjå íååôèêàñàí.
Èïàê, àëãîðèòàì ñå ìîæå óíàïðåäèòè. Äåøàâà ñå äà àëãîðèòàì ïîíåêàä ðàäè äîäåëó cj ← j−1
áåñïîòðåáíî, êàäà jå cj âå£ jåäíàêî j− 1. Íèjå óâåê ïîòðåáíî òðàæèòè ñëåäå£ó âðåäíîñò j êðîç
ïåò§ó jåð ñå îíà ìîæå çàê§ó÷èòè èç ïðåòõîäíèõ àêöèjà. Íà ïðèìåð, íàêîí øòî jå c4 óâå£àí è
c3c2c1 ñå ïîñòàâå íà ïî÷åòíå âðåäíîñòè 2 1 0, àêöèjà êîjà ñëåäè jå ïîâå£àâà»å c3. Îâà àíàëèçà
âîäè äî óíàïðå¢åíå âåðçèjå àëãîðèòìà Ë êîjà ñëåäè.

2.2.4 Àëãîðèòàì Ò

Àëãîðèòàì 2.2.2. T (Óíàïðå¢åíå ëåêñèêîãðàôñêå êîìáèíàöèjå) - Îâàj àëãîðèòàì ãåíåðèøå
ñâå t-êîìáèíàöèjå ct . . . c2c1 n áðîjåâà {0, 1, . . . , n− 1}, çà n ≥ t ≥ 0.
Óëàç: áðîjåâè n è t, n ≥ t ≥ 0
Èçëàç: ñâå t-êîìáèíàöèjå ct . . . c2c1 n áðîjåâà {0, 1, . . . , n− 1}.
Íàïîìåíà: Çáîã jåäíîñòàâíîñòè ñå ïðåòïîñòàâ§à äà jå t < n
begin

for 1 ≤ j ≤ t [Èíèöèjàëèçàöèjà]
cj ← j − 1

ct+1 ← n, ct+2 ← 0, j ← t
while true do
Ispisi kombinaciju ct . . . c2c1 [Èñïèñ êîìáèíàöèjå]
while j > 0 do
x← j, cj ← x, j ← j − 1
Ispisi kombinaciju ct . . . c2c1

while c1 + 1 < c2 do
c1 = c1 + 1
Ispisi kombinaciju ct . . . c2c1
while j > 0 do
x← j, cj ← x, j ← j − 1
Ispisi kombinaciju ct . . . c2c1

j ← 2
cj−1 ← j − 2, x← cj + 1 [Íàëàæå»å j]
while x = cj+1

j ← j + 1, cj−1 ← j − 2, x← cj + 1
if j > t then

exit [Íåìà íàðåäíå êîìáèíàöèjå]
cj ← x, j ← j − 1 [Ïîâå£àâà»å j]

end
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Àëãîðèòìè Ë è Ò êîðèñòå ïàðàìåòàð n ñàìî ó ïî÷åòíîì êîðàêó èíèöèjàëèçàöèjå, ñòîãà ñå
îíè ìîãó ïîñìàòðàòè êàî àëãîðèòìè çà ãåíåðèñà»å áåñêîíà÷íå ëèñòå êîìáèíàöèjà êîjà çàâèñè
ñàìî îä t. Ðàçëîã çà îâî jå øòî ñå êîðèñòè ëåêñèêîãðàôñêè ïîðåäàê íà îïàäàjó£îj ñåêâåíöè
ct . . . c2c1, øòî îìîãó£àâà äà ëèñòà ïðâèõ n+1 êîìáèíàöèjà ïî÷è»å ëèñòîì ïðâèõ n êîìáèíàöèjà.
Àëãîðèòìè Ë è Ò èìàjó jîø jåäíî êîðèñíî ñâîjñòâî, èçðàæåíî ó ñëåäå£îj òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.2.3. Êîìáèíàöèjà ct . . . c2c1 jå ïîñå£åíà íàêîí øòî jå ïîñå£åíî òà÷íî:(
ct
t

)
+ · · ·+

(
c2
2

)
+

(
c1
1

)
äðóãèõ êîìáèíàöèjà.
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2.2.5 Áèíîìíà ñòàáëà è àëãîðèòàì Ô

Ôàìèëèjà ñòàáàëà, äåôèíèñàíà ñà:

çà n > 0, ïðóæà äîäàòàí ïîãëåä íà ïðîáëåì ãåíåðèñà»à ïåðìóòàöèjà. Ñòàáëî Tn jå ñà÷è»åíî
îä ñòàáëà Tn−1 è jîø jåäíå êîïèjå ñòàáëà Tn−1. Ñòîãà ñòàáëî Tn èìà 2n ÷âîðîâà. Áðîj ÷âîðîâà
ñòàáëà íà íèâîó t jå áèíîìíè êîåôèöèjåíò

(
n
t

)
, îòóäà èìå áèíîìíà ñòàáëà. Íèç îçíàêà îä

êîðåíà äî ïðîèçâî§íîã ÷âîðà íà íèâîó t ïðåäñòàâ§à êîìáèíàöèjó ct . . . c1, à ñâå êîìáèíàöèjå ñå
ïîjàâ§ójó ó ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó, ñà ëåâà íà äåñíî. Ñòîãà ñå àëãîðèòìè Ë è Ò èç ïðåòõîäíå
òà÷êå ìîãó ïîñìàòðàòè è êàî íà÷èíè îáèëàñêà ÷âîðîâà íà íèâîó t áèíîìíîã ñòàáëà Tn.

Áèíîìíî ñòàáëî T4

Jåäíà îä ïðèìåíà áèíîìíèõ ñòàáàëà jå ïðîáëåì ïàêîâà»à ðàíöà. Îä äàòèõ n åëåìåíàòà,
ñà òåæèíàìà wn−1, . . . , w1, w0, çà êîjå âàæè:

wn−1 ≥ · · · ≥ w1 ≥ w0

ïîòðåáíî jå ãåíåðèñàòè ñâå áèíàðíå âåêòîðå an−1 . . . a1a0 òàêâå äà:

a · w = an−1wn−1 + · · ·+ a1w1 + a0w0 ≤ N

ãäå jåN êàïàöèòåò ðàíöà. Îâàj çàõòåâ åêâèâàëåíòàí jå çàõòåâó çà ãåíåðèñà»å ñâèõ ïîäñêóïîâà C
ñêóïà {0, 1, . . . , n− 1} òàêâèõ äà jå w(C) =

∑
c∈C wc ≤ N , òàêîçâàíèõ îñòâàðèâèõ ïîäñêóïîâà.

Îñòâàðèâ ïîäñêóï ñå îçíà÷àâà ñà c1 . . . ct, ãäå jå c1 > · · · > ct ≥ 0, îáðíóòî êîíâåíöèjè èç
ïðåòõîäíå òà÷êå. Ñâàêè îñòâàðèâ ïîäñêóï îäãîâàðà äîñòèæíîì ÷âîðó ó ñòàáëó Tn, è öè§ jå
ïîñåòèòè ñâàêè äîñòèæàí ÷âîð. Àëãîðèòàì êîjè ñëåäè èìïëèöèòíî îáèëàçè ÷âîðîâå ñòàáëà Tn
ðåäîñëåäîì ëåâè-êîðåí-äåñíè. Îòàö è ëåâè áðàò ñâàêîã äîñòèæíîã ÷âîðà ñó äîñòèæíè ÷âîðîâè,
à àëãîðèòàì ïðåñêà÷å ïîäñòàáëà êîjà íèñó äîñòèæíà. Åëåìåíò c > 0 ñå ñòàâ§à ó ðàíàö àêî ìîæå
äà ñòàíå, íàêîí øòî ñó ïîñå£åíè ñâè åëåìåíòè êîjè óìåñòî »åãà óê§ó÷ójó åëåìåíò c− 1. Âðåìå
ðàäà àëãîðèòìà jå ïðîïîðöèîíàëíî áðîjó êîìáèíàöèjà êîjå ñå îáèëàçå. Àëãîðèòàì íèjå ïîãîäàí
çà ðåøàâà»å êëàñè÷íîã ïðîáëåìà ïó»å»à ðàíöà, jåð ðàçìàòðà ñâå ìîãó£å íà÷èíå çà ïó»å»å
ðàíöà çà çàäàòè êàïàöèòåò, äîê êëàñè÷íè ïðîáëåì òðàæè ñàìî jåäíó êîìáèíàöèjó åëåìåíàòà
êîjà ìàêñèìèçójå ïîïó»åíîñò ðàíöà.
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Àëãîðèòàì 2.2.4. Ô (Ïó»å»å ðàíöà). Àëãîðèòàì ãåíåðèøå ñâå íà÷èíå c1 . . . ct çà ïó»å»å
ðàíöà, çà äàòå òåæèíå wn−1 . . . w1w0 è êàïàöèòåò N .
Óëàç: Íèç òåæèíà wn−1 . . . w0, êàïàöèòåò ðàíöà N
Èçëàç: Ñâè ìîãó£è íà÷èíè çà ïó»å»å ðàíöà, ïðåäñòàâ§åíè íèçîì èíäåêñà åëåìåíàòàc1 . . . ct
Íàïîìåíà: Àëãîðèòàì êîðèñòè äîäàòíè íèç ðàçëèêà ó òåæèíàìà δj, δj = wj − wj−1, ça
1 ≤ j < n.
begin

for 1 ≤ j < n [Èíèöèjàëèçàöèjà]
δj ← wj − wj−1

t← 0, c0 ← n, r ← N [Èíèöèjàëèçàöèjà]
Ispis c1c2 . . . ct [Êîìáèíàöèjà êîðèñòè N − r jåäèíèöà êàïàöèòåòà]
while ct > 0 and r ≥ w0 do [Ïîêóøàj äîäàâà»à íóëòîã åëåìåíòà]
t← t+ 1, ct ← 0, r ← r − w0

Ispis c1c2 . . . ct
while true do

if t = 0
exit [Íåìà íàðåäíå êîìáèíàöèjå]

while ct−1 > ct + 1 and r ≥ δct+1 then [Ïîêóøàj óâå£à»à ct]
ct ← ct + 1, r ← r − δct [Äîäàâà»å ñëåäå£åã åëåìåíòà íà ïîçèöèjó t

è óìà»èâà»å êàïàöèòåòa çà âðåäíîñò »åãîâå òåæèíå ]
Ispis c1c2 . . . ct
while ct > 0 and r ≥ w0 do [Ïîêóøàj äîäàâà»à íóëòîã åëåìåíòà]
t← t+ 1, ct ← 0, r ← r − w0

Ispis c1c2 . . . ct
if t = 0

exit [Íåìà íàðåäíå êîìáèíàöèjå]
r = r + wct , t = t− 1 [Óêëà»à»å åëåìåíòà ct]

end

38



2.2.6 Ãðåjîâ êîä ó êîìáèíàöèjàìà è àëãîðèòàì Ð

×åñòî ñå îä àëãîðèòìà çà ãåíåðèñà»å êîìáèíàöèjà çàõòåâà äà ãåíåðèøå êîìáèíàöèjå òàêî äà ñå
äâå óçàñòîïíå êîìáèíàöèjå ðàçëèêójó ìèíèìàëíî. Ïðèìåð îâîãà jå àëãîðèòàì îáðòíèõ âðàòà:
èçìå¢ó äâå ñîáå ñå íàëàçå îáðòíà âðàòà. Ó ïðâîj ñîáè ñå íàëàçè s §óäè à ó äðóãîj t. Êàä ãîä
íåêî èçà¢å èç jåäíå ñîáå è ïðå¢å ó äðóãó, îñîáà èç äðóãå ñîáå èçà¢å (è ïðå¢å ó ïðâó). Äà ëè jå
ìîãó£ íèç ïðåëàçàêà òàêàâ äà ñå ñâàêà (s, t)- êîìáèíàöèjà jàâè ñàìî jåäíîì? Èñïîñòàâ§à ñå äà
ïîñòîjè âèøå òàêâèõ íèçîâà, à jåäàí îä »èõ, êîjè jå îâäå èçëîæåí, êîðèñòè Ãðåjîâ áèíàðíè êîä.
Ãðåjîâ áèíàðíè êîä jå óðå¢å»å áèíàðíèõ ñòðèíãîâà êîjå ëèñòà ñâèõ 2n áèíàðíèõ ñòðèíãîâà
äóæèíå n òàêî äà ñå ñâàêà äâà ñóñåäíà ñòðèíãà ðàçëèêójó ó ñàìî jåäíîì áèòó. Íàjjåäíîñòàâíèjè
Ãðåjîâ êîä, òçâ. áèíàðíè ðåôëåêòîâàíè Ãðåjîâ êîä, ìîæå ñå èíäóêòèâíî äåôèíèñàòè íà ñëåäå£è
íà÷èí [1]:

Γ0 = ε;

Γn+1 = 0Γn, 1ΓR
n .

(2.19)

ε îçíà÷àâà ïðàçàí ñòðèíã, 0Γn îçíà÷àâà áèíàðíè ñòðèíã Γn ñà ïðåôèêñîì 0, à 1ΓR
n îçíà÷àâà

ñåêâåíöó Γn ó ðåâåðñíîì ïîðåòêó ñà ïðåôèêñîì 1 èñïðåä ñâàêîã ñòðèíãà.
Óêîëèêî ñå ïîñìàòðàjó ñâè n-áèòíè ñòðèíãîâè an−1 . . . a1a0 ó ïîðåòêó Ãðåjîâîã áèíàðíîã

êîäà, è îäàáåðó ñàìî îíè êîjè èìàjó s íóëà è t jåäèíèöà, ðåçóëòójó£è ñòðèíãîâè ôîðìèðàjó êîä
îáðòíèõ âðàòà, èëè Ãðåjîâ êîä îáðòíèõ âðàòà.
Íà ïðèìåð, çà s = t = 3 êîìáèíàöèjå ó Ãðåjîâîì ïîðåòêó îáðòíèõ âðàòà Γ33 èçãëåäàjó îâàêî:

000111 011010 110001 101010

001101 011100 110010 101100

001110 010101 110100 100101

001011 010110 111000 100110

011001 010011 101001 100011

(2.20)

Γ23 ñå íàëàçè ó ïðâå äâå êîëîíå îâîã íèçà. Ïðâè åëåìåíò ñå äîáèjà îä ïîñëåä»åã jåäíèì îêðåòîì
âðàòà. Êàäà ñå (2.20) íàïèøå ó èíäåêñíîj íîòàöèjè c3c2c1, îñîáèíà îâîã íèçà êîìáèíàöèjà âèäè
ñå jîø áî§å:

210 431 540 531

320 432 541 532

321 420 542 520

310 421 543 521

430 410 530 510

(2.21)

Ïðâà êîìïîíåíòà c3 ñå jàâ§à ó ðàñòó£åì ïîðåòêó. Çà ñâàêó ôèñêèðàíó âðåäíîñò c3, âðåäíîñòè c2
ñå jàâ§àjó ó îïàäàjó£åì ïîðåòêó. Çà ôèêñíå âðåäíîñòè c3c2 âðåäíîñòè c1 ñå jàâ§àjó ó ðàñòó£åì
ïîðåòêó. Ó îïøòåì ñëó÷àjó, âàæè äà ñå ó Ãðåjîâîì ïîðåòêó îáðòíèõ âðàòà ñâå êîìáèíàöèjå
ct . . . c2c1 ïîjàâ§ójó ó ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó àëòåðíèðàjó£å ñåêâåíöå:

(ct,−ct−1, ct−2, . . . , (−1)t−1c1) (2.22)

Ñëåäå£è àëãîðèòàì ãåíåðèøå êîìáèíàöèjå ó íàâåäåíîì ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó (2.22).
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Àëãîðèòàì 2.2.5. R (Àëãîðèòàì îáðòíèõ âðàòà) - îâàj àëãîðèòàì ãåíåðèøå ñâå t-êîìáèíàöèjå
ct . . . c2c1 ñêóïà {0, 1, . . . , n−1} ó ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó àëòåðíèðàjó£å ñåêâåíöå, çà n > t >
1. Àëãîðèòàì ñå îäìàõ ïîñëå èíèöèjàëèçàöèjå ãðàíà, ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà ëè jå t ïàðàí
èëè íåïàðàí.
Óëàç: áðîjåâè n i t, n > t > 1
Èçëàç: ñâå t-êîìáèíàöèjå ct . . . c2c1 ñêóïà {0, 1, . . . , n− 1}.
begin

for 1 ≤ j ≤ t [Èíèöèjàëèçàöèjà]
cj ← j − 1

ct+1 ← n
if t je neparan then [Ïîñåáàí òîê óêîëèêî jå t íåïàðàí]

while true do
Ispisi kombinaciju ct . . . c2c1 [Îáèëàçàê êîìáèíàöèjå]
[Êàäà c1 è c2 íèñó óçàñòîïíè åëåìåíòè, óâå£àâà»åì c1 ñå äîáèjà íîâà êîìáèíàöèjà]
while c1 + 1 < c2 do
c1 ← c1 + 1
Ispisi kombinaciju ct . . . c2c1

j ← 2
while true do
[Ïîêóøàj ñìà»èâà»à cj - ó îâîì òðåíóòêó jå cj = cj−1 + 1]
if cj ≥ j then
cj ← cj−1, cj−1 ← j − 2
break

else
j ← j + 1

[Ïîêóøàj óâå£àâà»à cj]
if cj + 1 < cj+1 then
cj−1 ← cj , cj ← cj + 1
break

else
j ← j + 1
if j ≤ t then

continue [jîø íèñó ïîñå£åíå ñâå êîìáèíàöèjå, ïîíàâ§à ñå ïðîöåñ ñà óâå£àíèì j]
else

exit [Íåìà íàðåäíå êîìáèíàöèjå, ñâå êîìáèíàöèjå ñó ïîñå£åíå]
else

[íàñòàâàê íà ñëåäå£îj ñòðàíè çáîã ïðåãëåäíîñòè]
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while true do [Ãðàíà çà ãåíåðèñà»å êîìáèíàöèjà óêîëèêî jå t ïàðàí]
Ispisi kombinaciju ct . . . c2c1
while c1 > 0 do
c1 ← c1 − 1
Ispisi kombinaciju ct . . . c2c1

j ← 2
while true do

if cj + 1 < cj+1 then
cj−1 ← cj , cj ← cj + 1
break

else
j ← j + 1

if j ≤ t then
if cj ≥ j
cj ← cj−1, cj−1 ← j − 2
break

else
j ← j + 1

else
exit [Íåìà íàðåäíå êîìáèíàöèjå]

end

Àëãîðèòàì Ð èìà çàíèì§èâî ñâîjñòâî, àíàëîãíî òåîðåìè 2.2.3 êîjà âàæè çà àëãîðèòìå Ë è
Ò èç 2.2.3 è 2.2.4:
Êîìáèíàöèjà ctct−1...c2c1 ïîñå£ójå ñå íàêîí òà÷íî

N =

(
ct + 1

t

)
−
(
ct−1 + 1

t− 1

)
+ · · ·+ (−1)t

(
c1 + 1

1

)
− t mod 2

äðóãèõ ïîñå£åíèõ ïåðìóòàöèjà. Îâaêâà ïðåäñòàâà áðîjàN ñå ìîæå ïîñìàòðàòè è êàî ðåïðåçåíòàöèjà
N ó ½àëòåðíèðàjó£åì êîìáèíàòîðíîì áðîjåâíîì ñèñòåìó�. Jåäíà îä ïîñëåäèöà îâîãà jå è äà
ñâàêè ïîçèòèâàí öåî áðîj N èìà jåäèíñòâåíó ðåïðåçåíòàöèjó îáëèêà N =

(
a
3

)
−
(
b
2

)
+
(
c
1

)
, çà

a > b > c > 0. Àëãîðèòàì Ð ïîêàçójå êàêî ñå ó òîì áðîjåâíîì ñèñòåìó äîäàjå 1.

Àëãîðèòàì Ð êîìáèíàöèjå îáèëàçè ó òàêîçâàíîì genlex ïîðåòêó. Íèç ñòðèíãîâà jå ó genlex
ïîðåòêó óêîëèêî ñå ñâè ñòðèíãîâè ñà çàjåäíè÷êèì ïðåôèêñîì ïîjàâ§ójó óçàñòîïíî. Íà ïðèìåð,
ó (2.21), ñâå êîìáèíàöèjå êîjå ïî÷è»ó ñà 53 ñå ïîjàâ§ójó jåäíà äî äðóãå.
Ãåíëåêñ ïîðåäàê îìîãó£àâà äà ñå ñòðèíãîâè ïðåäñòàâå ïîìî£ó ñòàáëà, ñà ïðîèçâî§íèì ðåäîñëåäîì
äåöå ñâàêîã ÷âîðà. Êàäà ñå ñòàáëî îáèëàçè òàêî äà ñå ñâàêè ÷âîð îáèëàçè îäìàõ ïðå, èëè îäìàõ
ïîñëå ñâîjèõ ïîòîìàêà, ñâè ÷âîðîâè ñà èñòèì ïðåôèêñîì ñå ïîjàâ§ójó óçàñòîïíî. Îâî jå ïîãîäíî
çà ðåêóðçèâíå àëãîðèòìå ãåíåðèñà»à.

Äâå óçàñòîïíå êîìáèíàöèjå äîáèjåíå àëãîðèòìîì Ð ðàçëèêójó ó ñàìî jåäíîì åëåìåíòó, àëè
ñå ÷åñòî äåøàâà äà ñå ïðîìåíå äâà èíäåêñà cj , äà áè ñå ñà÷óâàî óñëîâ ct > · · · > c1. Íà ïðèìåð,
àëãîðèòàì Ð ãåíåðèøå êîìáèíàöèjó 210, à ïîòîì êîìáèíàöèjó 320, à ïðèëèêîì ãåíåðèñà»à
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(2.21) îâî ìå»à»å äâà èíäåêñà ñå äåøàâà 9 ïóòà. Àëãîðèòàì èç ñëåäå£å òà÷êå ïîêàçójå êàêî äà
ñå îâî óíàïðåäè.

2.2.7 Õîìîãåíå, ñêîðî ñàâðøåíå ñåêâåíöå êîìáèíàöèjà è àëãîðèòàì Ö

Ãðåjîâà ñåêâåíöà êîìáèíàöèjà ñå íàçèâà õîìîãåíà óêîëèêî ìå»à ñàìî jåäàí èíäåêñ cj ó jåäíîì
êîðàêó. Êàðàêòåðèñòè÷íà jå ïî òîìå øòî ñå ïðè ãåíåðèñà»ó íîâå êîìáèíàöèjå êîðèñòå ñàìî
òðàíçèöèjå îáëèêà 10a ↔ 0a1, çà a ≥ 1. Êàî èëóñòðàöèjà õîìîãåíå øåìå ìîæå ñå èñêîðèñòèòè
ñâèðà»å ñâèõ êîìáèíàöèjà (àêîðäà) îä t-äèðêè íà êëàâèjàòóðè îä n äèðêè, ìå»àjó£è ñàìî jåäàí
ïðñò çà ñâèðà»å íàðåäíå êîìáèíàöèjå (àêîðäà).

Óç áëàãó ìîäèôèêàöèjó äåôèíèöèjå Ãðåjîâîã áèíàðíîã êîäà çà êîìáèíàöèjå (2.19), ìîãó£å jå
äîáèòè õîìîãåíó ñåêâåíöó (s, t)-êîìáèíàöèjà. Îíà ñå ìîæå îïèñàòè ñëåäå£îì èíäóêòèâíîì
êîíñòðóêöèjîì:

Ks0 = 0s,K0t = 1t,Ks(−1) = ∅
Kst = 0K(s−1)t, 10KR

(s−1)(t−1), 11Ks(t−2), st > 0

Íà ìåñòó ãäå ñå íàëàçè ïðâè çàðåç ó äåôèíèöèjè äåøàâà ñå ïðåëàç èç 01t0(s−1) ó 101(t−1)0(s−1), à
êîä äðóãîã 10s1(t−1) ó 110s1(t−2); îáå òðàíçèöèjå ñó õîìîãåíå, èàêî ó äðóãîj jåäèíèöà ½ïðåñêà÷å�
s íóëà. Íà ïðèìåð, çà s = t = 3, K33 èçãëåäà îâàêî ó îáëèêó íèçà áèòîâà:

000111 010101 101100 100011

001011 010011 101001 110001

001101 011001 101010 110010

001110 011010 100110 110100

010110 011100 100101 111000

à îâàêî êàäà ñå íàïèøå ó èíäåêñíîj íîòàöèjè (êàî ½ïðñòîðåä� íà êëàâèjàòóðè):

210 420 532 510

310 410 530 540

320 430 531 541

321 431 521 542

421 432 520 543

Óêîëèêî ñå õîìîãåíà øåìà çà êîìáèíàöèjå ct . . . c1 ïðåâåäå ó îäãîâàðàjó£ó øåìó çà êîìáèíàöèjå
ñà ïîíàâ§à»åì dt . . . d1, çàäðæàâà ñâîjñòâî äà ñå ñàìî jåäàí èíäåêñ dj ìå»à ó jåäíîì êîðàêó.
Óêîëèêî ñå ïðåâåäå ó øåìå (2.17) è (2.18), ñàìî äâà ñóñåäíà äåëà ñå ìå»àjó êàäà ñå ìå»à cj .
Ìå¢óòèì, èñïîñòàâ§à ñå äà jå ìîãó£å ãåíåðèñàòè ñâå (s, t)-êîìáèíàöèjå íå ñàìî êîðèñòå£è
õîìîãåíå òðàíçèöèjå âå£ è ½ jàêî� õîìîãåíå òðàíçèöèjå - òðàíçèöèjå êîjå ñó èëè 01 ↔ 10 èëè
001↔ 100. Îâî çíà÷è äà ñå èíäåêñ cj ìå»à íàjâèøå çà 2. Îâàêâå øåìå ãåíåðèñà»à ñå íàçèâàjó
jîø è ½ñêîðî ñàâðøåíå� [16]. Ñëåäå£à òåîðåìà áëèæå îäðå¢ójå ½ñêîðî ñàâðøåíå� àëãîðèòìå:

Òåîðåìà 2.2.6. Óêîëèêî jå st > 0, ïîñòîjè òà÷íî 2s íà÷èíà çà ãåíåðèñà»å ñâèõ (s, t)-êîìáèíàöèjà
ó genlex ïîðåòêó. Çà 1 ≤ a ≤ s, ïîñòîjè òà÷íî jåäàí íà÷èí, Nsta, êîjè ïî÷è»å ñà 1t0s è
çàâðøàâà ñå ñà 0a1t0s−a, è s ðåâåðñíèõ ëèñòè NR

sta.
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Nsta ñå äåôèíèøå ñëåäå£èì ðåêóðçèâíèì ôîðìóëàìà, êîjå âàæå çà st>0:

Ns0a = 0s,

Nsta =

1Ns(t−1)1, 0N(s−1)t(a−1), 1 < a < s;
1Ns(t−1)2, 0N

R
(s−1)t1, 1 = a < s;

1N1(t−1)1, 01t, 1 = a = s.

Óêîëèêî ñå óâåäó Ast = Nst1 è Bst = Nst2, äîáèjàjó ñå ñêîðî ñàâðøåíå øåìå êîjå jå îòêðèî
Ôèëèï ×åjç (Phillip J. Chase) 1976. ãîäèíå, çàíèì§èâå jåð èìàjó åôåêàò øèôòîâà»à ëåâîã
áëîêà jåäèíèöà íà äåñíî çà jåäíó (Ast) è äâå ïîçèöèjå (Bst). À è B çàäîâî§àâàjó è óçàjàìíå
ðåêóðçèjå:

Ast = 1Bs(t−1), 0A
R
(s−1)t ; Bst = 1As(t−1), 0A(s− 1)t.

Ñëèêîâèòî: ½Çà jåäàí êîðàê íàïðåä, èäè äâà êîðàêà óíàïðåä à îíäà jåäàí óíàçàä; çà äâà êîðàêà
óíàïðåä, èäè jåäàí êîðàê óíàïðåä, à îíäà jîø jåäàí�. Îâå jåäíà÷èíå âàæå çà ñâå öåëå áðîjåâå
s è t, è âàæè äà ñó Ast è Bst jåäíàêè ∅ êàäà ñó s èëè t íåãàòèâíè, êàî è A00 = B00 = ε
(ïðàçàí ñòðèíã). Òàêî Ast çàïðàâî âîäè óíàïðåä min(s, 1) êîðàêà, à B min(s, 2) êîðàêà. Òàáåëà
1 ïðèêàçójå ïðèìåð ×åjçîâèõ ñåêâåíöè êîìáèíàöèjà çà s = t = 3.

Òàáåëà 1: ×åjçîâå ñåêâåíöå çà (3,3)-êîìáèíàöèjå, ó ôîðìè ëèñòå èíäåêñà c3c2c1

Êàäà ñå óâåäó ñëåäå£å ñìåíå, èìïëåìåíòàöèjà ó ðà÷óíàðó ïîñòàjå jåäíîñòàâíèjà:

Cst =
Ast, aêî je s+ t íåïàðàí;
Bst, aêî je s+ t ïàðàí;

Cst =
AR

st, aêî je s+ t ïàðàí;
BR

st, aêî je s+ t íåïàðàí;

Òàäà ñå äîáèjà:

Cst =
1Cs(t−1), 0C(s−1)t, aêî je s+ t íåïàðàí;
1Cs(t−1), 0C(s−1)t, aêî je s+ t ïàðàí;

(2.23)

Cst =
0C(s−1)t, 1Cs(t−1), aêî je s+ t ïàðàí;
0C(s−1)t, 1Cs(t−1), aêî je s+ t íåïàðàí;

(2.24)

Àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ñåêâåíöå Cst jå çàñíîâàí íà îïøòèì èäåjàìà çà ãåíåðèñà»å áèëî êîjå
genlex øåìå. Áèò aj jå àêòèâàí óêîëèêî jå ïîòðåáíî äà ñå ïðîìåíè ïðå áèëî êîã äðóãîã áèòà ñà
»åãîâå ëåâå ñòðàíå. Óêîëèêî ñå îäðæàâà ïîìî£íà òàáåëà wn . . . w1w0, ãäå jå wj = 1 àêî è ñàìî
àêî âàæè äà èëè jå aj àêòèâàí áèò, èëè jå j < r, ãäå jå r íàjìà»è èíäåêñ òàêàâ äà jå ar 6= a0.
Òàêî¢å âàæè äà jå wn = 1. Òàäà ñëåäå£è àëãîðèòàì íàëàçè ñòðèíã íàêîí an . . . a1a0 ó ïîðåòêó
×åjçîâå ñåêâåíöå:
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begin

Ïîñòàâèòè j ← r
Óêîëèêî jå wj = 0:

Ïîñòàâè wj ← 1, j ← j + 1, ïîíàâ§àj äîê íå áóäå wj = 1
Óêîëèêî jå j = n çàâðøè àëãîðèòàì, èíà÷å wj ← 0
Ïîñòàâè aj ← 1−aj è óðàäè íåîïõîäíå ïðîìåíå íà aj−1 . . . a0 è r òàêî äà .. áóäå âàëèäàí

ó îêâèðó ãåíëåêñ øåìå êîjà ñå êîðèñòè.
end

Äîêàçàíî jå äà jå îâà ïåò§à åôèêàñíà: îïåðàöèjà j ← j + 1 ñå èçâðøàâà ìà»å îä jåäíîì ó
ïðîñåêó ïðè ãåíåðèñà»ó jåäíå êîìáèíàöèjå ó ñåêâåíöè. Óêîëèêî ñå êîðèñòå òðàíçèöèjå (2.23)
è (2.24), äîáèjà ñå êîìïëåòàí àëãîðèòàì:

Àëãîðèòàì 2.2.7. Ö (×åjçîâå ñåêâåíöå) - Àëãîðèòàì ãåíåðèøå ñâå (s,t)-êîìáèíàöèjå an−1 . . . a1a0,
çà n = s+ t, ó ½ñêîðî ñàâðøåíîì� ïîðåòêó ×åjçîâå ñåêâåíöå êîìáèíàöèjà Cst.
Óëàç: áðîjåâè n i t, n ≥ t > 0
Èçëàç: (s,t)-êîìáèíàöèjå an−1 . . . a1a0, n=s+t
begin

for 0 ≤ j < s
aj ← 0

for s ≤ j < n
aj ← 1

for 0 ≤ j ≤ n
wj ← 1

if s > 0 then
r ← s

else
r ← t

while true do
Ispisi kombinaciju an−1 . . . a1a0
j ← r
if wj = 0 then

while wj 6= 1
wj ← 1, j ← j + 1

if j = n
exit [Íåìà íàðåäíå êîìáèíàöèjå]

wj ← 0
[Íàñòàâàê íà ñëåäå£îj ñòðàíè, çáîã ïðåãëåäíîñòè
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if neparan(j) and aj 6= 0 then
aj−1 ← 1, aj ← 0
if r = j and j > 1
r ← j − 1

else if r = j − 1
r ← j

else if paran(j) and aj 6= 0
if aj−2 6= 0
aj−1 ← 1
aj ← 0
if r = j and j > 1
r ← j − 1

else if r = j − 1
r ← j

else
aj−2 ← 1
aj ← 0
if r = j
r ← maksimum(j − 2, 1)

else if r = j − 2
r ← j − 1

else if paran(j) and aj = 0
aj ← 1
aj−1 ← 0
if r = j and j > 1
r ← j − 1

else if r = j − 1
r ← j

else if neparan(j) and aj = 0
if aj−1 6= 0
aj ← 1
aj−1 ← 0
if r = j and j > 1
r ← j − 1

else if r ← j − 1
r ← j

else
aj ← 1
aj−2 ← 0
if r = j − 2
r ← j

else if r = j − 1
r ← j − 2

end

Çà ãåíåðèñà»å êîìáèíàöèjà ó ôîðìè ëèñòå èíäåêñà ct . . . c2c1, ïîòðåáíî jå áëàãî ïðîìåíèòè
íîòàöèjó, è äåôèíèñàòè Ct(n) çà Cst è Ct(n) çà Cst êàäà jå s + t = n. Èíäóêöèjà ñå òàäà, çà
t ≥ 0, äåôèíèøå íà ñëåäå£è íà÷èí:
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C0(n) = ε

Ct+1(n+ 1) =
nCt(n), Ct+1(n) àêî jå n ïàðàí;
nCt(n), Ct+1(n) àêî jå n íåïàðàí

(2.25)

Ct+1(n+ 1) =
Ct+1(n), nCt(n) àêî jå n íåïàðàí
Ct+1(n), nCt(n) àêî jå n ïàðàí

(2.26)

Íà ïðèìåð, çà n = 9, êàäà ñå ïðåòõîäíå jåäíàêîñòè ðàçâèjó, äîáèjà ñå:

Ct+1(9) = 8Ct(8), 6Ct(6), 4Ct(4), . . . , 3Ct(3), 5Ct(5), 7Ct(7);
Ct+1(8) = 7Ct(7), 6Ct(6), 4Ct(4), . . . , 3Ct(3), 5Ct(5);
Ct+1(9) = 6Ct(6), 4Ct(4), . . . , 3Ct(3), 5Ct(5), 7Ct(7), 8Ct(8);
Ct+1(8) = 6Ct(6), 4Ct(4), . . . , 3Ct(3), 5Ct(5), 7Ct(7);

(2.27)

Ñâå ÷åòèðè ñåêâåíöå èìàjó èñòè øàáëîí, à çíà÷å»å ½...� çàâèñè îä âðåäíîñòè t, èçîñòàâ§àjó
ñå nCt(n) è nCt(n) ãäå jå n < t. Ñâè ðàçâîjè ñó, îñèì íåêîëèêî èçóçåòàêà íà ïî÷åòêó è êðàjó,
çàñíîâàíè íà áåñêîíà÷íîj ïðîãðåñèjè:

. . . , 10, 8, 6, 4, 2, 0, 1, 3, 5, 7, 9, . . . (2.28)

êîjà ïðåäñòàâ§à ïðèðîäàí íà÷èí äà ñå íåíåãàòèâíè öåëè áðîjåâè óðåäå ó äâîñìåðíî áåñêîíà÷íó
ëèñòó. Óêîëèêî ñå èç (2.28) èçáàöå ñâè åëåìåíòè êîjè ñó ìà»è îä t, t ≥ 0, îñòàòàê ëèñòå çàäðæàâà
ñâîjñòâî äà ñå ñóñåäíè åëåìåíòè ðàçëèêójó çà 1 èëè 2.
Íà îñíîâó èíäóêòèâíèõ ôîðìóëà (2.25) è (2.26) jåäíîñòàâíî ñå äîáèjà ðåêóðçèâíè àëãîðèòàì,
àëè jå òàêî¢å ìîãó£ è èòåðàòèâíè àëãîðèòàì êîðèñòå£è ðàçâîjå ïîïóò (2.27), òàêî ñå äîáèjà
àëãîðèòàì ñëè÷àí àëãîðèòìó Ö. Òàêàâ àëãîðèòàì çàõòåâà O(t) ïðîñòîðà, è ïîñåáíî jå åôèêàñàí
êàäà jå t ìàëî ó îäíîñó íà n.
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Ïîãëàâ§å 3

Ïðîãðàìñêà ðåàëèçàöèjà è

ðåçóëòàòè

3.1 Ïðîãðàìè êîjè ðåàëèçójó àëãîðèòìå

Àëãîðèòìè ïðèêàçàíè ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó ñó èìïëåìåíòèðàíè ó ñêëîïó êîíçîëíå àïëèêàöèjå
GenerisanjePermutacijaIKombinacija. Àïëèêàöèjà jå íàïèñàíà ó ïðîãðàìñêîì jåçèêó C++, à çà
ïðåâî¢å»å ñå ìîæå êîðèñòèòè áèëî êîjè ïðåâîäèëàö êîìïàòèáèëàí ñà C++98 ñòàíäàðäîì.

Èçâîðíè êîä îðãàíèçîâàí jå ó òðè öåëèíå. Àëãîðèòìè âåçàíè çà êîìáèíàöèjå íàëàçå ñå ó
îêâèðó êëàñå Kombinacije, àëãîðèòìè âåçàíè çà ïåðìóòàöèjå ó îêâèðó êëàñå Permutacije. Êëàñà
PomocneFunkcije ñàäðæè ôóíêöèjå çà èñïèñ è ôîðìàòèðà»å ðåçóëòàòà.

Íàêîí ïðåâî¢å»à è ïîêðåòà»à, îòâàðà ñå êîíçîëíà àïëèêàöèjà ó êîjîj ñå ïðàâè èçáîð
àëãîðèòìà çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà èëè êîìáèíàöèjà. Êîðèñíèê èçáîðå ïðàâè ïðåêî òàñòàòóðå,
òàêî øòî áèðà ñëîâî êîjå jå íàçíà÷åíî ó çàãðàäè çà æå§åíè èçáîð. Çà ñâàêè àëãîðèòàì ñå
ìîæå èçàáðàòè jåäàí îä äâà íà÷èíà ïðèêàçà: ïðâè jå äåòà§àí è óê§ó÷ójå èñïèñ ìå¢óêîðàêà è
âðåäíîñòè ïðîìåí§èâèõ òîêîì ðàäà àëãîðèòìà, äîê äðóãè èñïèñójå ñàìî ãåíåðèñàíå ïåðìóòàöèjå,
îäíîñíî êîìáèíàöèjå. Ïðèìåðè ðàäà àïëèêàöèjå çà ñâå àëãîðèòìå ñå íàëàçå ó ïðèëîãó ðàäà è
ïðåóçåòè ñó èç îðèãèíàëíîã òåêñòà.

3.2 Ïîðå¢å»å àëãîðèòàìà çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà è êîìáèíàöèjà

Èìïëåìåíòèðàíè àëãîðèòìè ñó åêñïåðèìåíòàëíî óïîðå¢åíè. Èçàáðàíè ñó àëãîðèòìè êîjè
ãåíåðèøó ñâå ïåðìóòàöèjå, è àëãîðèòìè êîjè ãåíåðèøó ñâå êîìáèíàöèjå, è òåñòèðàíî jå äî
êîjå ãðàíèöå ñå èçâðøàâàjó è çà êîjå âðåìå çàâðøàâàjó ãåíåðèñà»å. Äîáèjåíè ðåçóëòàòè ñó
ïðåäñòàâ§åíè òàáåëîì è äèjàãðàìîì.
Çà ïîðå¢å»å ïåðìóòàöèjà èçàáðàíè ñó ñëåäå£è àëãîðèòìè:

• àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà ó ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó Ë,

• àëãîðèòàì ïðîñòèõ çàìåíà Ï,

• îïøòè àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà óç êîðèø£å»å Ñèìñîâå òàáåëå çà ãåíåðèñà»å
ïåðìóòàöèjà ó ðåâåðñíîì êîëåêñ ïîðåòêó Ã
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• äóàëíè àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà óç êîðèø£å»å Ñèìñîâå òàáåëå çà ãåíåðèñà»å
ïåðìóòàöèjà ó ðåâåðñíîì êîëåêñ ïîðåòêó Õ

• àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà öèêëè÷íèì ïîìåðàjèìà Ö

• àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà Åðëèõîâèì çàìåíàìà Å

Òàáåëà è äèjàãðàì íà ñëèöè 3.1 ïðèêàçójó ëîãàðèòàì âðåìåíà èçðàæåí ó ìèëèñåêóíäàìà ó
çàâèñíîñòè îä n. Àëãîðèòìè ñó, ñà èçóçåòêîì àëãîðèòaìà Ã è Õ, ðàäèëè äî n = 13. Ñà ãðàôèêà
ñå ìîæå âèäåòè äà jå íàjåôèêàñíèjè àëãîðèòàì çà ìàëå âðåäíîñòè n îñíîâíè è íàjjåäíîñòàâíèjè
àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å Ë. Óî÷§èâî jå è äà âðåìå ãåíåðèñà»à çà ñâå àëãîðèòìå íàãëî ðàñòå
çà n > 10.

Çà ïîðå¢å»å êîìáèíàöèjà èçàáðàíè ñó ñëåäå£è àëãîðèòìè:

• àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å êîìáèíàöèjà ó ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó Ë,

• óíàïðå¢åíè àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å êîìáèíàöèjà ó ëåêñèêîãðàôñêîì ïîðåòêó Ò

• àëãîðèòàì çà ãåíåðèñà»å êîìáèíàöèjà ìåòîäîì îáðòíèõ âðàòà Ð

Àëãîðèòìè ñó ãåíåðèñàëè ñâå n-êîìáèíàöèjå îä 2n åëåìåíàòà. Òàáåëà è äèjàãðàì íà ñëèöè
3.2 ïðèêàçójó ëîãàðèòàì âðåìåíà èçðàæåí ó ìèëèñåêóíäàìà ó çàâèñíîñòè îä n. Ñà äèjàãðàìà
ñå çàê§ó÷ójå äà jå íàjåôèêàñíèjè àëãîðèòàì Ò, ïîòîì àëãîðèòàì Ð è íà êðàjó àëãîðèòàì Ë.
Âðåìå ðàäà àëãîðèòàìà íàãëî ðàñòå çà n > 13.
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Ñëèêà 3.1: Ïîðå¢å»å àëãîðèòàìà çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà
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Ñëèêà 3.2: Ïîðå¢å»å àëãîðèòàìà çà ãåíåðèñà»å êîìáèíàöèjà
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Ïîãëàâ§å 4

Çàê§ó÷àê

Ó îâîì ðàäó ïðåäñòàâ§åíè ñó íàjâàæíèjè íååëåìåíòàðíè àëãîðèòìè çà ãåíåðèñà»å ïåðìóòàöèjà
è êîìáèíàöèjà, îïèñàíè ó ïîãëàâ§èìà 7.2.1.2 è 7.2.1.3 ê»èãåÓìåòíîñò ðà÷óíàðñêîã ïðîãðàìèðà»à.
Àëãîðèòìè ñó ïðåäñòàâ§åíè ïðåöèçíî íà ïñåóäîjåçèêó, åëèìèíèñàíå ñó ½go to � êîìàíäå è
èìïëåìåíòèðàíè ñó ó ñêëîïó ïðàòå£å êîíçîëíå àïëèêàöèjå. Èìïëåìåíòèðàíè àëãîðèòìè ñó
ïîòîì åêñïåðèìåíòàëíî óïîðå¢åíè.

Êàêî jå öè§ îâîã ðàäà jàñíà äåìîíñòðàöèjà àëãîðèòàìà è »èõîâîã ðàäà, îñíîâíà óïîòðåáíà
âðåäíîñò îâîã ðàäà jå åäóêàòèâíà, îäíîñíî çà ðàçóìåâà»å àëãîðèòàìà. Ñòîãà jå ïîñåáíî ïîãîäàí
äåòà§íè ìîä ðàäà ó íàïðàâ§åíîj àïëèêàöèjè, êîjè èñïèñójå ìå¢óêîðàêå è âðåäíîñòè ïðîìåí§èâèõ
çà ñâå àëãîðèòìå.

Îñèì òîãà, íàïðàâ§åíà èìïëåìåíòàöèjà ìîæå ïîñëóæèòè êàî äîáðà îñíîâà çà èçðàäó óíàïðå¢åíèjå
è åôèêàñíèjå âåðçèjå àëãîðèòàìà çà ãåíåðèñà»å êîìáèíàöèjà è ïåðìóòàöèjà.
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