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Iloraasipe 1

YBoOJ

Tema paza je mpeacTaB/bame HEeJIEeMEHTAPHUX AJTOPUTAMA 33 TeHEPHUCAFrhe CBUX MEPMYTAIlfja ¥
KOMOWHAIM]ja, OTMCAHNX Yy TIOryIaBbuMa 7.2.1.2 u 7.2.1.3 Kibure YMemmHocm pauyHapckoz npozpamupaa.
Honana Epsun KHyT je amepmyukym Hay9IHUK Ha MOJbY PAUYYHAPCTBA, MAaTeMaTWdap W MOYACHU
npodecop yuupepaurera Crerdopn y nensuju. PyHIaMEHTATHO je JOOPUHEO PA3BOjy BUINE TPaHA
Teopujckor padynapcrsa. Jomnpuneo je hopMasHOM MpPOyUaBamy KOMIIJIEKCHOCTH aJrOpUTamMa u
CUCTEMATU30BA0 MATEMATHYKE TEXHUKE 34 TO, TOKOM YEera je MOMyJIapuca0 U aCUMIITOTCKY HOTAIH]y
CJIOYKEHOCTH ajiropurama. TBopall je je3uka 3a o0pajy W TpejoM TeKcTa Ha padyHapy TeX, kao u
jesuka 3a onuc ¢porrosa METAFONT. Hanpasuo je mporpamvcke cucreme WEB u CWEB, namemene
3a MOJPIIKY ,KIbUKEBHOM MMPOrpaMupamy’ - WAeju /1a ce MPOrpaMupa Kao IITO Ce THUIle KibUXKEBHO
nesio - yraexbyjyhin kox yHnyrap rtekcra koju ra omucyje (06pHYTO 0/ TPAJUIUMOHAJIHOI CHCTEMA
KOJMPAatha Ca KOMEHTAPUMA), Ca AKLEHTOM Ha TOME /I3 j€ LIOIO/HO 38 YUTAbE YOBEKY, a He JUKTUPAHO
o7 crpane TipeBoamorna (Kommajiepa)|3].
WNnaxk, ono o yemy je KuyT Hajuo3HaTuju je Ymemmuocm pauynapcroz npozpamupatsa, CBEODyXBaTHA
MoHOrpaduja 0 AITOPUTMUMA U HUXOBO] aHam3u. 1970-ux roguHa PadyHAPCTBO je 6uiio mosbe 6e3
HUIEHTHUTETA, 00jaB/HUBAHO je JOCTA UIAHAKA AU IbUXOB CTAHIAP, HUje OO BHCOK, & IOCTA PAJIOBA je
cagpkaso rpemke. KayT je 3amodeo 1e/10 Kao OCHOBY 3a CBOjy KIbHI'Y O IIPOrPAMHUpPAIby KOMIIAjIepa,
7 yOp30 BUIEO /13 je TIpe TOra MOTPEOHO HAMCATH KEHUTY O OCHOBAMA, TEOPHj€ PATYHAPCKOT TPOrPAMHUPAHA.
3aMUIIJBEHO je KAO eJI0 O/ CeaM TOMOBA, O] KOjUX Cy TPEHYTHO O0jaB/be€HA HemyHa detupu. lIpBa
Tpu TOMa OOjaB/beHa cy 1968., 1969. wu 1973. rommue. IlokpuBajy peoM: OCHOBHE AJTOPUTME,
CeMUHYMEPHUIKE AJTOPUTME, U AJTOPUTME 33 IpeTpary u coprupame. UeTBpTu TOM je 360r cBoOje
OOMMHOCTH U3/eJbEeH Y BHUIIE [eJI0Ba - «bacuukin’. Pacrukie 2 u 3 0 KOMOMHATOPHUM AJITOPUTMUMA,
cy objasibere 2005. romuwHe, a MOCHenma n3gara je haciuKiIa O 33JI0BOJBUBOCTH, ¥ aeremopy 2015.
romuue [3].

Iepmymayuja ckymna S je m300p eremenara ckymna S mpu 9eMy je PeIocJie] eJeMeHaTa OuTaH.
Kombunayuja ckyna S je m300p enemenara CKyma S OpH YeMy Peocyie]] eJieMeHaTa Huje OuTaH.

[lepmyTaruje n KoMOMHAIMje Cy y KOpEHYy MHOrMX OMTHWX T'paHa MaTeMaTHKe - Teopuje Opojesa,
asirebpe, reoMeTpuje, BepoBaTHohe, CTATUCTHKE, TNCKPETHEe MaTeMATHKE, Teoprje rpadoBa, u IPyTrux.
[lepmyramuje n KoMmMOMHAIMje WMajy MHUPOKY mpuMeny. Kopmcre ce y padyHApCKUM MperKama,
kpunrorpaduju U CUTYPHOCTH HA MPEeXKU. PyTuparme pa3anduTux KOMOMHAIMja IIyTeBa HA MPEXKH
paau mporeHe nepgopmancu je gect npobseMm y oBuM obmacTuMa. PadyHapcke Mperke 3aXTeBajy
curypaH mpenoc mHdopManuja, MTO BOAM A0 KpuNTOrpadmuje W CUTYPHOCTH Ha MPEKH, 00JIaCTH



KOje Cy 3aCHOBaHE HA KOMOWHATODHWIH, a mocebaH 3Hadaj y Kpunrorpaduju mMajy mepMmyTarimje.
YV apXuUTeKTypu padyHapa MPOjeKTOBAME UUIOBA YKJbyUyje pa3MaTrparme MOryhuxX NMpec/nKaBamba,
YJIA3HUX HA M3J1a3HEe MHUHOBE.

Mounekymapaa 6uosoruja yk/bydyje MHOTE TTpobjieMe Be3aHe 3a pehame u anaau3y mab/ioHa aToMma,
momekyna, JIHK, mporenna m rema, Koju ce MOry MOCMaTpPaTH Kao KOMOWHATOPHH ¥ MPOOIEMHU
mepMyTanuja. Jeswnw - IPUPOJHU U BEIITAYKM, Cy OJIMCKO moBe3aHu ca Kombmnaropukom. Ha
[IpUMep, aJrOPUTMU 33 [PETPAry TEKCTa YecTO Cy 3aCHOBAHU HA KOMOMHATODUIM Pedr U KapaKTepa.
JlupekTHe TpPUMEHe OBUX ajIrOpuTaMa Cy y Oa3ama MoJaraka ¥ TPOIECHparby TeKcTa. Amnannsa
edUKACHOCTH OBUX AJITOPUTAMA, je jOIIl je/IHA BeJnKa 00JIaCT MpUMeHe KOMOWHATOPHUKE.

YV HaydHUM HCTPAXKUBAKBUMA, TEHEPUCAE CBUX KOMOWHAIM]a KAHAUJATA 33 DeIIehe je BaKaH
npobsem. Ynutm y 6azama mojaraka KOju Ce CACTOje O BUIIE join OMEPAannja Ce MOCMaTPajy
Kao [epMyTanmje y KojuMa Cy ejeMeHTH 4duHuonu join-a. OuapehuBame OnTUMAJIHE EPMYTAIUje
KOja Jaje ymuT Koju he ce HajOp:Ke M3BPINWTH jeé YeCT W BarKaH mpobyieM y Oa3ama TOZaTaKa.
Muoru npobsiemu onTuMu3anuje y 00JacTh ONepanuoHnxX ucTpaxkusama (eur. Operations research),
Kao Ha npuMep npobiieM pacrnopeluBama 1MocjioBa, 3aCHOBAHU Cy Ha KOMOMHATOPHUM IPOOJIEMIMA.
Cumynanuje, HAIMOHATHA CUTYPHOCT Cy jOII HEKe Of 0bJacTh rje ce KOMOWHAIM]e W [MepMyTalluje
3HAYAjHO HpUMeyjy [4].

[Tornasma 7.2.1.2 u 7.2.1.3 cagp:xke, mo KuyroBom u3bopy, je/lanaecT HajBaKHUjUX AJITOPUTAMA,
3a TeHEpPHUCAbEe TepMyTallija, W IMeT ajropuTraMa 3a reHepucame KomOuaamja. CBu amropurvu cy
ornmcanu nedopMasHO u ca ,,go to” ckokoBuma. Ilopes mpencraB/bamba ajaropuTaMa, b OBOT PAJia
je u npenu3Ho (HOopMysHCae CBUX JrOPUTaAMa HA IICey0je3uKy, 0e3 ,go t0” CKOKOBa, a 3aTuM u
pasBujame nparehe UMIJIEMEeHTAIH]e.

Y opurWHAJIHO] BEP3UjH AJTOPUTMHU Cy ONMWCAHW HU30M HYMEPHUCAHWX KOpaka, Tae Kopak ¢ + 1
CJIeV HAKOH KOPAakKa 4,7 > 1. Y 3aBUCHOCTU OJ UCILyHEHOCTU yCJIOBA BE3AHWX 33 AJITOPUTAM, TOK
AJITOPUTMA Ce 9eCTO IIPEYyCMEPABA HA HEKU OJ HAPEIHUX WJIM HEKU OJI MPETXOIHUX KOPAKa, 33 IITa Ce
KOpHUCTH ,,g0 t0” Komana. OBaj HaYMH NpUKA3a ajiropurama je Kpahu U aaropurMu Cy YuT/HUBUjH,
i je MMILIEMEHTAIja Texka. HakoH TpaHcdOpMalyje u3BpIeHe Y OBOM pPaJy, UMILIEMEHTAIH]a
aJITOPUTAMa je 3HAYAjHO TI0jeTHOCTABIHEHA.

OcuoBHa uneja m3a Tpancdopmalmje je 1a ce 3a eIUMUHAIN]Y ,,g0 t0” KOpucTe KOMaHIe KOHTPOJIE
TOKa. THNWYHO 32 CBe aJrOPUTME je TOCTOjame ,Crosbalrmker’ ,,go to” - mpeycMepaBama KOPakKa ca
MOCJIeIIher KOpaKa Ha KOPAK MCIUCA MMEPMyTallije KOju ce Hajla3u Ha moderky ajgropurma. OBaj
,»Z0 t0” je emMuHMCAH TAKO NITO Cy KOpauy u3meljy nodernor u nocieamer cmemrenn y while(true)
TIETJbY, 13 KOje Ce M3J1a3H Ka/Ia je UCIIYIH-EH YCIIOB 3a 3aBpiieTak ajroputva. OcuM oBe HajjeIHOCTABHMje
Tpancdopmanmje, BeJukyu OPOj aJropuramMa y OPUTHHAIHO] BEP3WjU CAAPKU TPAHAKHA ¥ 3aBUCHOCTH
OJ yCJIOBA BE3aHUX 3a aJrOPUTaM, a MOTOM ,,g0 t0” HA HEKH O MPETXOIHUX WM HAPETHUX KOPaKa.
OsBakBe koHCTpyKuuje periere cy ynorpebom while(true) nerbe, a morom komanzama break u
continue KOje CiIyxKe Ja yCcMepe u3BpIIaBame Ha 1I0TpedaH KOpakK. Y HEKHM ajrOpUTMHUMA KOjU
uMajy BUIE TpaHama (Ha mpuMep, aaropuraM X u3 2.1.9) oBaj NpUHIMO je TPUMEHEH Ha BUIIE
HUBOAQ, Tj. MOCTOjU BUINE yrHEXKIeHUX meT/bru. OBAKAB MPUCTYIT eJIMMUHUCAY ,,g0 t0” moapasymena
7 JTa, ce HEeKHU JIeJIOBU KOJIa, Tj. KOpaIy, TOHABJhAjy, Yera Y U3BOPHO] BEP3UjU HEMA. YHYTap KOpakKa
HUCY TIPAaBJbEHE U3MEHE.

Ha upumep, najjennocrasuuju anropuram JI 3a siekcukorpadcko resepucatse nepmyranuja (JerabHuje
y 2.1.2) cagpKu YeTupu KOpaka y M3BOPHO] BAPUjAHTH U TJIACH:



Agropuram 1.0.1. JI (2enepucarve nepmymanuja sexcukozpadcrum pedocaedom opuzutaina eepauja)
L1. [Henuce nepmymayuje] Henue nepmymayuge aj...an,
L2. [Odpehusarve j] Hocmasu j <— n—1. Ako je a; > a;j+1 cmaryjj 3a 1 cee dok ne byde a; < a;i1.
Yroauro je 7 =0 3aepwu aszopumanm.
L3. [Hosehasarve a;[I[Tocmasu | < n. Ako je a; > a; cmaroyj 1 3a 1 cee dox ne 6yde a; < ay.
Onda 3amenu aj < ap .
L4. [Obpmare nodwusa ajii...an[ IHocmasu k < j+ 1,1 < n.
Ownda, axo je k < I, samenu mecma ay < a;, nocmasu k <— k+ 1,1+ 1—1,
U nonas.asaj dox e 6yde k > 1. Bpamu ce na L1.

JIOK TIpepaleH u3riie1a OBaKo:

Agropuram 1.0.2. JI (2enepucarve nepmymayuja sexcuxozpadcrum pedocaedom eepsuja 6es GO
TO ckoxosa)
begin

(1) while true do

(2)  Henuce [uenuc nepmymayuge ay...ay, ]
(8) j+mn-—1

(4) while j >0 and a; > a;41 do

(5) jei-1

(6) if j =0 then

(7) exit [nema napedne nepmymayugje/
(8) l+n

(9)  while a; > q; do

(10) 1+ 1-1

(11) Bamenumu a; u a;

(12) k+j+1,1<n

(18) while k <1 do

(14) 3amenumu ay, @ a;
(15) ke k+1,1¢1-1
end

IIpepabhenu amropurmu cy npecTaB/bEHN ICEYIOKOIOBUMA, & IIOTOM je HAIPABJbEHA UMILIIEMEHTAIN]a
[ICEYIOKOIOBA Y OKBUPY KOH30JHE ansmkanuje. Ammmkanuja je tecrupana kopucrehn mpumepe
HaBejene y noriasibuma 7.2.1.2 m 7.2.1.3. Ha camom kpajy, asropurMu Cy €KCHEPUMEHTAJIHO
yrnopeljenu - 10 Koje rpaHmniie ce MOTy M3BPIIABATH, N KOje BPEME UM je 3a TO TOTPEOHO.

ITornaeme 2.1 ce baBu aITOPUTMHUMA 33 TEHEPHCATHE CBUX MMepMyTarrja. IlpencraBbpeHo je jemanaect
aJITOPUTAMa 33 PeHEPUCAHE CBUX MEPMYTaIrja, caMo oJpeljeHor mocKyna mepMmyTamja Koju 3a10B0/baBa
onpeljene ycsoBe, a HEKU aJIrOPUTME IIOKA3Yjy U KAKO Ce AJTOPUTMHU 34 N€HEPUCAIHE HMEPMYTAIN]a,
mory npumenutu. llormasspe 2.2 obpalyje mer agropurama Koju ce OaBe reHEPUCAHEM KOMOWHAIH]A

u mpobjieMe Ha KOje Ce MOr'y NMPUMEHWTH. ¥ TOIJIaB/by 3 HABEIEHU Cy JI€TajbU UMILIEMEHTAIIN)e
npepaheHnx mceyIoKom0Ba U AJITOPUTMU Cy €KCIIEPUMEHTAJIHO yropehenu.

[Tocebny 3axBasHOCT Ayryjem meHTopy mnpod. ap. Mwuoapary zKumBkoBuhy Ha Beankoj momohun
¥ CTPIJbEHY TOKOM W3PaJIe OBOT Pasa, Kao W daHOBUMAa Komucuje mpod. ap. IIpenpary Januuauhy
n pou. nap. Muaneny Hukommhy 3a Bpenme cyrecTuje KojuMa Cy TOMOIVIA /14 €€ PaJ, YHOTIYHH U
3a0KPYKH Kao0 IeJINHA.



IloraBipe 2

AaropuTmMu 3a refHepucaibe
InepMyTaliija 1 KoOMOMHAIN]a

2.1 T'enepucame CBUX IIepMyTallnja

2.1.1 VYBong

Jenna o1 HAjBAXKHAjUX T€MA y KOMOMHATOPHUM AJITOPUTMUAMA 33 FeHEPUCAbE je IIPobeM 00nIaxKena,
Tj. reHepucama cBux nepmyramuja. OBo MoOrIaBbe ce 6aByu HAJOUTHUJUM AJITOPUTMIMA 38, TEHEPHUCATHE
CBUX MEpMYTallfja, U MOKa3yje KaKo ce HEKU OJI (bWX MOTY TTPUMEHUTH.

[Tornagsbe mouwmHe OCHOBHUM aJITOPUTMOM 3a T'€HEPHCAbE TIEPMYTAIUja Y JIeKCHKOrPahCKOM ITOPETKY,
amropurmom JI. Hapenna tauka 2.1.3 mpeacraBiba memod npocmur 3amena, aIrOPUTaM y KOME
ce cBaka IepMyTaluja Jg00uja O IPeTxXOmHe 3aMEeHOM MeCTa JBa CyceaHa eseMmenTta. VHmekcu
eJleMeHaTa KOjU Memajy MecTa 3a JIaTO 7 YMHE KOHCTAHTAH HU3, I1a Ce Ta] HU3 MOXKE U3PAdyHATU
yHaIpes, a ajaroputam 3a To je Tema tauke 2.1.4. Cnean norsassbe 2.1.5 Koje mpuKasyje TpuMeHy
mepMyTanuja 3a pemasame aagamemura npodbsema. Haxkon Tora cieny HEKOJMKO Tadaka Koje
obpaljyjy anropurMe KOju Cy 3aCHOBAHU HA MYJITHILIMKATABHUM CBOjcTBHMA nepmyrtarmja. OcHOBHA
ujeja u3a OBUX aJITOPUTAMA je Jla ce TepMyTallija IocMaTpa Kao MpPec/imKaBambe, a epMyTaliije ce
PEeHEPUIILy MHOXKEIEM Ca CIielujajHuM npeciaukaBamuMa. llorsasspe 2.1.9 npeacrasspba ajaropuram
X, HaMeeH y TpUMeHaMa y KojuMa je ToTpebaH caMo TOACKYT CKyTa CBUX TEepMyTaInja, KOju
YUHE TIEpMyTallyje Koje 3a0BOJbaBajy 3aJaTH CKYIl yCJIOBAa. 3aTUM je PA3MOTDPEH KOHIIENTYaJHO
BEPOBATHO HAjjeTHOCTABHUjU AJITOPATAM 33 TEeHepucame KoMmOmuamwja - ajropuram LI, y Taukm
2.1.11, Koju mepMyTaIiije TeHepuIle MUKJINIHIM TToMepajuma. Hakor mera cimean anropuram E koju
mepMyTanuje reagepuiine kopucrehu nocebny BpCTy 3aMene - 3Be3/1a 3aMeHe, IJe Ce CBaKa HapPeIHa
rnepMyTanyja J001ja 3aMEHOM MECTa €JIEMEHTA (g M HEKOT JIpyTor eeMenTa. Ha Kpajy je pa3zmorpen
pobJieM TOMOJIONTKOT COPTUpaha - KaJjia HUCY MOTpebHe CBe MepMyTallfje HeKor ckyra, Beh camo
onpeljer moaCcKyn mepMyTanyja Koje 3a/0B0OJbaBAjy OfpeleHe ycioBe, W aJrOpuTaM KOju CIIPOBOIH
TOITOJIOIITKO COPTUPae, Ha3BaH ajropuram B.

CBu npuKa3aHu AIrOPUTMH, OcuM ajaropurma JI koju ce pa3marpa npsu, u aaropurma B 3a nponaiaxkemne
CBUX TOIOJIOUIKUX ypeDhema, CiIyzKe 3a reHepucame nepMyranuja 6e3 noHaB/baba.



2.1.2 Auaropuram JI - reHepucame nepMyTaluja y JeKCukorpadckoM mopeTKy

OBo je KJIaCMYaH W jETHOCTABAH AJIrOPUTAM KOjU TEHEPHUINEe MepMyTaluje ca u 0e3 MOHAB/hAbA Y
sekcukorpadcekom noperky. Ilorudae n3 Unauje, u3 14. Beka, a usymeo ra je Hapajauna [langura. 3a
3aJIlaTH HU3 7 eJIeMeHaTa (1as3...0y,, COPTHPAH Tako Ja je a1 < ag < ... < a,, aJIrOpUTaM IeHepulle
cBe nepmyraiyje ckyua {ag, as, ..., a, }, nocehyjyhiu ux y nexcukorpadckom noperxy.
Asropuram je 3aCHOBAH HA PEHEPAJTHOM IIPABUILY 34 PEHEPUCAbE JIEKCUKOrpadcku ciejieher enementa
CBaKe KOMOWHATOPHE CXEME:

1. Hahw majsehm mHIeKC j TakaB Ja a; MOXKe 113 ce yBeha

2. Veeharu j 3a Hajmamwy moryhy BpemgHOCT

3. Hahn naumn 1a ce a;...a; IPOUIHPH JO KOMIIJIETHE CXeMe, IpBe HapeaHe y JTeKCHKOTpadCKoM
[IOPETKY
Y HacTaBKYy je TICEYIOKO aJITOPUTMA.



Agropuram 2.1.1. JI (2enepucarve nepmymayuja aexcurozpadcrum pedociedom)
Yaa3z: copmupar nus a dyscure n, maxo da je a1 < as < -+ < ap.

H3na3: cee nepmymauuje ckyna {a1,as,...,a,}, y sekcukozpadcrom nopemsy.
ITpumep: 3a cxyn {1,2,2,3} dobuja ce:

1223, 1232, 1322, 2123, 2132, 2213, 2231, 2312, 2321, 3122, 3212, 3221.

Hanomena: 3602 jednocmasHoCmU ce NPEmMnocmasnsa da je wudy a 000am nomohHu esemenm ag,
maxase da je ag < an
begin

(1) while true do
[Hneapujarma nemwe: {ay,as,...,a,} je aexcuxozpagderu najseha 00 do cada ucnucanux nepmymanyuja
U AeKCUK0ZPAPCrU MAtba 00 CBUT NEPMYMAYUJa Koje jow Hucy ucnucane]
(2)  Henuce [ucnuc nepmymayugje aias . . . an, u odpehusarse napedne y nacmasky/
(8) j+ n—1 [odpehusare undexrca jJ
(4) while j >0 and a; > a;41 do
(5) jei-1
(6) if j =0 then
(7) exit [nema napedne nepmymayugje/
[na osom mecmy je j najmarou undexc maxas 0a cy UCNUCAHE CBE NEPMYMAYUJE KOje NOYUY Ca a1 .. . a;[
[nosehasarve a;; odpeliusarve najeehiee undexca | maxeoe da je a; > a,f
(8) l<+n
(9)  while a; > q; do
(10)  1+1—-1
(11)  Bamenumu a; u a;
[nowmo je a1 > -+ > ay, a je najmarou eaemenm eefiu 00 a; Koju modce
da caedu u3a ai ...a;—1 Y NepMYymMayuju; npe samene bu.o0 je
Ajg1 2 2 Q120 >0 > Q41 > 2 Ay
TOCAE 3AMEHE Je Aji1 2+ 2 Aj_1 2> Qj > Q) 2> Q41 = -+ = an]
[unsepsuja pedocaeda ajiy ... a,]
(12) k<« j+1,1<n
(13) while k <! do

(14) Samenumu ax 1 q
(15) k—k+1,1+1-1
end

Kazna cy enemenTu ysra3Hor Hu3a Pas/iMuUTU AJITOPUTAM CE€ MOXKE YHAIIPEIUTH IIPEIO3HABABEM
CHIEIMJATHOT CJIy4Yaja y KOpaky Tparkema uHieKca j (Aunuje 3 — 5 y MCEYIO0KOLy), Kaja je j =
n — 2, KOju BaXKW 3a MOJIOBUHY OJ] 1! IepMyTaruja, TO Cy MePMYyTaIje KO KOJUX BAXKHA p—_1 < G-
Asropuram je edpukacHHjE KaJa Cy eIeMEHTH YAa3HOI HU3a a Pa3/M4uTH, jep je BepoBaTHoha Ia
je j < n—tcamo 1/t! | na newpe y nunujama 4 u 13 umajy mamu 6poj urepanuja. Asropuram
je ebukacan u Kajga ce omapeheHu eIeMEeHTH MOHAB/hAjy, OCHM y CIAydajy KaJga Cce HEKe BPEeTHOCTHU
yJIA3HOT HW3a TOjABJbY]y MHOTO derhe Hero Japyre.

2.1.3 Auaropuram Il - reHepucame nepmyTaliuja METOI0M IMIPOCTUX 3aMeHa

Asropuram npoctux 3amena (ewe. plain changes) renepuine cBux n! nepMyTanuja HU3a PA3IHIATHX
ejemenara nyxunae n npasehu n! — 1 3ameny cycemaux ejemenara. /{o0HO je Ha3UB TPOCTE 3aMeHe



3aTO HITO Cy TO 3amMene cycemauunx ejgemenara. lloruye u3 Enrsecke, u3z 17. Beka. aeja anropurma
je y3eTu Hu3 mepMyTanuja ay:kuHe n — 1 y KOoMe je cBaka J00WjeHa O MPEeTXOIHE 3aMEHOM MeCTa,
JIBA CyCeIHA eJIeMeHTa, W yOAIuTH 1 Ha CBaKy MOryhy mo3uriujy.

Ha npumep, 3a Hu3 mepmyranuja {123,132,312,321,231,213}, nonaBambem n = 4 Ha CBe YeTHPH
o3uIinje, 100uja ce:

1234 1324 3124 3214 2314 2134
1243 1342 3142 3241 2341 2143
1423 1432 3412 3421 2431 2413 (2.1)
4123 4132 4312 4321 4231 4213

Jobujenn Hu3 ce umTa Ha ciaeaeln HauYWH: MpPBA KOJOHA OJ03TO-HAIOJE, APYra KOJOHA OI03/10-
Harope, Tpeha Kosona o/103ro-Haaose, U/,

Craka mepMyTanmja ce o MPeTXOoaHe 100uja jeJHOM 3aMEHOM IBa CyCEIHA €JIEMEHTA, A CE€ OBaKaB
pemocen Ha3uBa jOII U ,IpejoBCKH”’, jep moaceha ma I'pejoB GmHAPHM KO, Y KOME C€ CBaKe JIBE
y3aCTOIHEe BPEIHOCTH PA3IUKYjy HA CaMO jeqHOM OHUTY.

Airopuram ce 3acHuBa Ha KOpuliliery y3ajaMHe [IOBE3aHOCTH [IEpMyTalyje U mheHe Tadesie uHBep3uje.
NuBepsuje un Tabese nuBep3nja ce meduHumty Ha ciaenehu HadInH:

Heka je ajas...a, nepmyramuja ckyna {1,2,...,n}. YKoamko nocroje i u j, TakBu ga je ¢ < j u
a; > aj, map (a;,a;) ce HasuBa MHBep3wuja mepmytanuje. Ha npumep, nepmyTamuja 3 1 4 2 uma 3
unsep3uje: (3,1), (3,2) u (4,2). Uusepsuja je 3anpaso nap ejemMeHarTa Koju je ,HeCOpTUPaH”, OIHOCHO
coptupaH onaaajyfie, ma je caMuM THM jeIWHA, MEPMYyTalnja 0e3 WHBEP3Uja MEePMyTallnjd KOI KOje
cy enementn nopehann y pacryhem moperky. VI3 oBor passora cy nHBep3Hje BaKHe y MpobIeMnuMa
copTupamba [5].

Ta6esna wHBep3HWja nepMyTaldje A1G2..An, j€ HU3 biba..b,, rue je b; 6poj enemenara j€BO Of
J Koju cy Behm om j. b; ce mMoxke mocMaTpaTH Kao OpOj WHBep3Hja y IepMyTaldjd duja JpyTa
KOMTIOHEHTA je j.
Ha nmpumep, Tabesa nuBep3uja nmepMyTaImje

591826473 (2.2)
je
236402210, (2.3)

jep cy b u 9 seso ox 1 u Behu cy ox 1; 5, 9 u 8 cy seBo ox 2 u Behu oz 2, urn., ykynuno 20 uasep3uja
(oBaj 6poj ce mobMja Kaga ce cymupa Tabesa WHBEP3HUja).
[To nedunrumnmju yBex Baxkn: 0 < by <n—1,0<b<n-2,....,0<b,_1 <1,b, =0.

WuBepauja jennozunadno oapehyje oarosapajyhy mepMmyTalmjy Tako 1a je 3a 331aTy WHBEP3Hjy YBEK
Moryhe mobutu mweHy mepmyrarujy. decro je y mpobiieMuMa ca mepMyTalujaMa, JaKIIe PaJuTh Ca,
WHBEp3MjaMa Hero ca muMa oarorapajyhum nepmyrarmjama [5].

Ha npuwmep, ox tabese unsepsuja (2.3), mepMyranuja ce nobuja Ha caegehu Hadun:

Ananusupajy ce egementu tabesile MHBEp3Uja ca JecHe cTpane, of b, Ka by. 9 Kao Hajsehu ejemenT



ce manwuine upsu. [lorom, nomro je bg = 1, 3naum ga je 8 mocsne 9 y nepmyTanuju, U HAIUIIE CE
aecro ox 9. Kaxko je by = 2, 3naun ga cy 8 m 9 yieBo ox1 7, ma ce 7 ce mamwurie mocae 8 u 9. Enementn
cy tpenyTHO nopehanu 9 8 7. Jlape, Kako je bg = 2, TO 3Ha4M 1a cy 2 ejgementa Jjeso ox 6 Beha or
6, ma 6 mopa crajatu Hakon 8 u 9, a mpe 7. [lopemak je maxise 9 8 6 7. Jlame, kaxo je bs = 0, 5 ce
mocTaBJba JieBo o1 9, by je 4 ma ce craBiba HakoH 4 Beha Opoja ox mwera, Jakie HAKoH 6, by je 6 ma ce
cTaBJhba HAKOH mmiecT Behux OpojeBa ox mera. Kako je bo = 3, mecTto My je makon Tpu Beha 6poja or
mera, JakJje HaKOH 8, u 063upom Ja je by = 2, crasspa ce nakon 5 u 9. Tako ce nobuja nepmyraruja
(2.2).

Anropuram I1 kopuctu Hernro apyraduje neduHUCAHE HHBEP3H]je:

€1C2...cp, je TabeJIa MHBeP3Mja epMyTaluje a1as...0y, IIE je ¢; Opoj eneMenara ca JieCHe CTPaHe j
KOjU Cy Mabu 01 j.

Kaza ce nepmyramuje qedbununty ma taj Hauni, nepmyrtanuje u3 (2.1) umajy cienehe tabese nnsepsuja:

0000 0010 0020 0120 0110 0100
0001 0011 0021 0121 0111 0101
0002 0012 0022 0122 0112 0102
0003 0013 0023 0123 0113 0103

3aMeHOM MecTa JBa CyCeIHA eJeMeHTa y mepMyTanuju 6poj HHBEP3Uja 3a Ty MEPMYyTAIUjy Ce Membha,
TagHO 33 +1, 1 OBa YMIHLEHUIA Ce KOPUCTH y anropurmy I1I.
Anropuram je onucaH rnceymokoioM y HACTABKY.



Agropuram 2.1.2. II (2enepucarve nepmymayuja memodom 3amene MECMa CYceoHUT eAeMeHrama)
Yaaz: nwus a dyorcure n

H3na3: cee nepmymauje ckyna {ai,as,...,a,}, ussucmane y nopemxy ,e2pejoscre” cexeenuye.
ITpumep: 3a cxyn {1,2,3,4} dobuja ce:

1234,1243,1423,4123,

4132,1432,1342,1324,

3124, 3142, 3412, 4312,

4321,3421, 3241, 3214,

2314, 2341, 2431, 4231,

4213,2413,2143,2134.

Hanomena: Aanrzopumam xopucmu 06a nomoling Hu3a: 6eKMOP UHBEPIUJA NEPMYMAYUUIQ C1Co - . . Cr,
2de je c; depunucan xao 6poj esemenama y NEPMYMOYUIU 142 . . . Gy 0eCHO 00 j KOju cy marby 0d
J, u 3a woju eavicy 0 < ¢; < 7,1 < j < n u eekmop 0102 ...0, Koju depunuie nNPacay, MerbarLa
enemMerama c;.

begin

(1) for 1 <j<ndo

(2) ¢; < 0,05 < 1 [Hruyujarusayuje nuszosea c i of

(8) while true do

(4)  Hcnuc [ucnuc nepmymayuje aias . .. anf

(5)  j+ n,s<+ 0 [[Ipunpema 3a 3ameny mecma.
Caedehu wopayu odpehyjy xoopdurnamy c; za koju ce se j npomernumu,
s je 6poj undexca k eehiux 00 j, maxeux da je cp, = k — 1]

(6) q<c;+o; [Bamena?]

(7)  while g <0or ¢g=jdo

(8) if ¢ <0 then [y osom mpenymry dowao ce do decnoez xpaja mabese c|
(9) 0j < —0,jj—1,qg ¢;j+ 0,
(10) if ¢ = j then [y osom mpenymry downo ce do aesoe kpaja mabeae cf
(11) if j =1 then
(12) exit [nema napedne nepmymayugje/
(13) else
(14) s s5+1,05 ¢ —05,j+j—1,qgc;j+o0;
(15)  3amenumu mecma eaeMenmumMa a; ;s i Gj_qys
(16) ¢; +q
end

o 2112

1122 - 1212 _ _ 2121 2211
T 1221 T

Cumka 2.1: T'pad nepmyranuja ckyna {1,1,2,2} nobujeHux METOIOM HPOCTUX 3aAMEHA

VYKOMUKO ce HeKW OJT eJeMeHaTa YJIa3HOT HU3a TIOHABJhA, AJITOPUTAM Y OMIINTEM CJIydajy He
rapaHTyje HaJIayKermhe ,IPejOBCKE” CEKBEHIIEe IepMyTalinja. Pa3jior jiexku y ToMe rTo rpad nepMyTalmja
J00MjeHnX 3aMEHOM CyCEIHUX eJIeMEeHATa KaJa Ce eJIeMEHTH [TOHAB/bAjy HEMA YBEK XaMUJITOHOB IIyT.
Cauka 2.1 npuka3syje npumep nepmyranuja ca mnoHasbambeMm ckyma {1,1,2,2}. Ako ce rpaHom
[TOBEXKY IIAPOBU MEPMYTAIN]a TAKBU [1a CE jeHa OJ ApPyre MOXKe [0OATH 3aMEHOM MECTa CyCEIHUX
ejiemeHara, j10ouja ce rpad na ciauuu 2.1. Ca ciauke ce Buju jia oBaj rpad Hema XaMUJITOHOB IyT.
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ITocebua morogHOCT OBOI AJIrOPUTMA je IITO TeHEPUIle HAU3MEHUYHO [IAPHE W HEIIaPHE [I€PMY TallHje
(mapHe nepmyTalgje Cy OHE Koje uMajy mapas 6poj HHBEp3Kja, 4 HelmapHe - HemapaH ), mro omoryhasa
1a ce moauduKyje u 1a ce He obmia3e mapHe KaJga Cy moTpebHe caMo HemapHe W OOPHYTO.
Anropuram je morylie yHanpeauTu - nerjba U3 JUHUjE 3 ce u3Bpinasa n myta. Moryhe je HanmpaBuTh
mozudukanujy Tako ga ce y (n — 1) ox n nposazaka kopamu ysehaBama IIPOMEHIbUBE S U MEHhAatha,
upasua 3amena o (aunuje 13 - 14) npeckady.

2.1.4 Aunroputram T - TpaH3uIEje aaropuTMa IIPOCTUX 3aMeHa

3a mpuMene Kaja je moTpeOHO padyHATH TepMyTalnje UCTOT CKyTia BHIe myTta, Moryhe je yHampesn,
OPUNPEMHTH JIACTY HHIEKCA ejleMeHaTa KOjU ydYecTBY]y y 3aMeHama Koje ajropuram II m3somm.
OBa sucra ce OTOM KOPHUCTH CBAaKHU MYT K3aa Cy MOTpeOHE TMepMyTalldje TOr CKyma. lenepucame
OBaKBe JIMCTE 3aMEHA je 33aTaK aJIrOPUTMa TPAH3UIMje MPOCTUX 3aMeHA. 3a YIa3HU [mapaMeTap n
anropuram T Bpaha uus wanexca t[1],t[2], ..., t[n!—1] rakas na cy aknuje anropurma I1 exkBuBanenTHe
Y3aCTOTTHUM 3aMeHaMa (k] <> k)41, 1 < k < nl. Aropuram je mpumenmus Ha cse n > 2. Kao n
anropuraM II, u oBaj anropuraMm je IPUMEHJPUB HA CKYIOBE PA3JIMIUTHUX €JEeMEHATA.

Agropuram 2.1.3. T (2enepucarve Hu3a Mpan3uyuja aa2opummae npocmur 3aMmMena)

Yaaz: n, n > 2

H3na3: nus samena t[l],t[2], ..., t[n!—1] maxae da cy axyuje arzopumma I exsusasenmmue yaacmonmnum
BAMENRAMA Qy[] <> Qyp)41, 1 < k < n!

ITpumep: s3a n =4 niz t[1], t[2],..,t[23] je jednak:

3,2,1,3,1,2,3,1,3,2,1,3,1,2,3,1,3,2,1,3,1,2,3

begin

N < nl,d + N/2,tld] < 1,m < 2 [Unuyujarusayuja]
while true do [IIemwa no m/
ifm=n
exit [mema napedne nepmymayuge/
m+m+1,d+d/mk<+0
k<—k+d,j+m-—1
while j > 0 [Tenepucarve epednocmu t[k] onadajyhel
tk] <« jk+—k+d,j+j—1
t[k] < t[k] + 1 [Veehasare spednocmu t[k] w df
k+—k+dj+1
while j < m [[enepucarve apednocmu t[k] pacmyhe/
tlk] gk« k+d,j+j+1
while £k < N
k«—k+d,j+<—m-—1
while j > 0
tk] < j k< k+d,j+—j—1
t[k] < t[k] + 1
k<—k+dj+1
while 7 <m
tkl] < j k< k+d,j+—j+1
end
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2.1.5 Auaropuram A - alphametics”

Jenna on MHOrOOpOjHUX TIpUMEHA NEepMyTalyja je y MpobjeMuMa 3BAaHUM aadamemure (ewe. al-
phametics). OBaj Tepmun je ckoao J. A. X. Xanrep (J. A. H. Hunter) 1955. rogune [6], a pagu ce
o nmpobimemuma ciaeaeher obmuka:

Koje Bpeanoctu udapa 0 - 9 je morpebro j1a y3umajy ciaoBa ga 6y BaxKuiIa jeqHAKOCT:

SEND + MORE = MONEY, niu
VIOLIN + VIOLIN + VIOLA = TRIO + SONATA, u ekBUBaJIEHTHO:
2(VIOLIN) + VIOLA - TRIO - SONATA = 0.

Omnucanu mpobsIeMu ce MOT'Y je THOCTaBHO PEIIaBATH PYUIHO, a OB/e e OuTH MOKa3aHO KAKO AJITOPUTMU
3a reHepHCabe MePMYTAIFja MOry OUTH KOPHUCHH y IbUXOBOM PeIlaBaiby Ha IPUMEPY:

2(VIOLIN) 4+ VIOLA — TRIO — SONATA = 0. (2.4)

3a CBaKO CJI0BO y OBAKBOM IPOOIEMY Ce€ PAdyHA ,IOTIHC’, TAKO IITO Ce PEIH jeJHAYNHA y CUCTEMY
ca ocaoBom 10, y K0joj ce To cimoBo 3amenu Opojem 1, a cBa ocrana cioBa no6mjy Bpemmoct 0.
Hywmepudka BpeanocT Koja ce mo0unje Kao pelene jegHadnne je ,moTnuc’ 3a To caoBo. Ha mpumep,
mormuc 3a cyoBo I je jemnax:

2(010010) + 01000 - 0010 - 000000,

omuocHO 21010. YKOIUKO HU3 $182...810 CAAPKHU IMOTHHUCE 33 cioBa u3 andameruke (2.4): (V, I, O,
L,N, A, T, R, S, X) penowm, ouza tu normucu uMajy ciaezgehe spegnoctu (y J€KaIHOM CUCTEMY ):

51 = 210000, s = 21010, s3 = —7901, s4 = 210, s5 = —998,
s¢ = —100, sy = —1010, sg = —100, sg = —100000, s19 = O.

Ha oBaj maumu, npobisem ce CBOIM HA HaJlakeme CBAUX MepMmyTanuja ap...a1g mudapa {0,1,...,9}
TaKBUX 3 je:

_ 10 _
a-s=>3 ;1055 =0

Vronmmko y mpobsemy nma Mame o1 10 pa3nmauTux CIoBa, J01ajy Cce AOJATHA CJIO0Ba 13 Ou yKymaH
opoj mudapa 6mo 10. [domarma cioBa mobmjajy mormuc 0. Y mpuMepy je TaKo BEIITAadKH I0JATO
caoso X. Ilorpeban je u momaruu yciioB - Haume, OpojeBu y andameruru e 6u Tpedasn 1a umajy 0
Kao modeTHy 1udpy, Tj. pemema obInKa:

731640823 = 08139, nmm 5731+-0647=06378

ce He cmarpajy Bamuannm. Ctora ce yBoam ckym mpBux ciosa F, rakas na je
3a cBako j € Fla; #0 (2.5)

VY oBom mpumepy, exementn ckyma F cy ciosa V, T u S, vj. F ={1,7,9}.

OBako 3azar mpobsiem moryhe je jemHocTaBHO perutu, npojasehu kpo3 cBux 10! mepmyrarmja
mudapa 0,1,2,...,9 u pauynajyhu BpeHOCT jeHAMKHE KOja Ce 1001ja Kaa Ce CJIOBA 3aMEHE BPEIHOCTIMA,
CBOjUX MOTIHCA. 3a OBO C& MOYKe KOPUCUTH YHAIIPE, IPUIpeMbeHa Tabesia TpaH3ulinja Koja ce 100uja
asiropurMoM T u3 2.1.4. AnropuraM Koju ciaeiy peuiasa gary npobsem moJaseliu o1 Hu3a MOTIuca
{51, 82, ..., S10} 1 cKyna npsux caosa F. Anropuram ucnucyje nepmyranuje mudapa Koje ¢y penierme
3ajgare andaMeTuke.
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Agropuram 2.1.4. A (npumena anrzopumma T y aadamemurama)

Yaa3z: nus nomnuca aagamemure s[1]s[2]...s[10], nus xoju npedemasna cxyn npeux ciosa F, u nusz
mpansuyuja t eesuvure 10! — 1 xoju je nospammua epednocm anzopumma T u wysa underce 3amena
Y3ACTNONHUT esemenama 3a nepmymayuje 10 esemenama.

H3na3: cee nepmymayuje ckyna {1,2,...,10}, xoje npedcmasnajy pewerve yrazne aspamemure.
Hanomena: Hu3s § cayotcu da wysa pazauxe usmely y3zacmonvuxr esemeHama Yy Hu3y NOmMnuca,
NPOMEHDUBA V je cYyma nomnuca arpamemure

IIpumep: 2(VIOLIN) + VIOLA - TRIO - SONATA = 0. 3a 3adamu nus nomnuca aspamemnure
s={210000, 21010, -7901, 210, -998, -100, -1010, -100, -100000,0}, u cxyn npeux caoea F={1, 7,
9} anzopumam ucnucyje caedefie nepmymayuge:
3546281970,8546291870,1764852089,1764802589, 0dnocro, crosa
exyna (V, I, O, L, N, A, T, R, S, X) moz2y ysumamu caedelie epednocmu da 6u 3adama jednanuna
bunra mauma:

V=8I1=50=4L=6N=2A=8T=1,R=985=7X=0, uw
V=8I1=50=4L=6N=2A=9 T=1,R=8S5=7X=0,uw
V=1,1=7,0=6L=4, N=8A=5T=2,R=0,5=3 X =9,usu
V=1,1=7,0=6L=4, N=8A=0,T=2,R=5,§=3 X=209.
begin

for 1<;5<10

aj(—j—l
for 1<j5<10

5j <~ Sj+1 — Sj
v Zjlil(z] - 1)Sj;
k+1
while true do
if v =0 and Vazi(2.5) then [Hcnumusarse da au je asdamemura maura 36 MPperymny nepmymayujy
Kada eAemMenmu HU3a § Y3UMAY 6PEOHOCTNU EAEMEHAMA NEPMYMAYUUIE A1 ...A10;
IHompebno je u da 6yde ucnyrwen ycaos (2.5)]
Ispis [ucnuc nepmymayuge aras . . . a1g Koja 3adosonasa 3adamy aspamemury/
if £ = 10! then
exit [Cee nepmymayuje cy nposepene]
else
[Zlobujarve napedne nepmymayuje 3amMeHOM eAEMEHAMA Gy, CG Ay, [
J <tk
v 40— (aj41 — a;j)d; [v ce ymaryje 3a pasruKy eremenama a;y1 u a;f
Zameniti mesta elementima a1 1 a;
kE<—k+1
end

Vkommko andavernka nMa jeINHCTBEHO pelere, Kaxke ce jaa je yucma. Kao mro ce Buanm u3s
upumepa, andameruka (2.4) Huje ducra, jep uMa YeTUPH DEIlera:

2(354652) + 35468 - 1954 - 742818 = 0,
2(354652) + 35469 - 1854 - 742919 = 0,
2(176478) + 17645 - 2076 - 368525 = 0,
2(176478) + 17640 - 2576 - 368020 = 0.

Mozke ce mecutn w na ajmdaMeTnKa jecte YNCTa, & Ja OMNCAHW AJITOPUTAM BDATH JIBE PA3TUUNTE
mepMyTanyje koje je pemasajy. OBo je Ha mpumep, andamernka SEND + MORE = MONEY. Passor
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3a TO je mro andamernka uMa 8 PA3IMIUTUX CJIOBA, 1A C€ MOPAjy AOJATH [JBA ,JIa’KHA IIOTIIHCA
sg = s19 = 0 3a momaTHa CJIOBa, KOja HE yUIecTBYjy y asdaMerunu. ¥ OMNIITEM CIydajy, aadaMeTuKa
ca M pa3INYUTHX CJ0Ba nMa 10 —m ,JJaXHuX’ MOTIHICA, ITa he CBAKO OJ1 IheHUX pelrermna ontn Haleno
(10 — m)! myra. OBo ce moxke u3behu moCTaB/BABEM YCIOBA Upmt1 < -+ - < A1g Y AJICOPUTAM MPH
HUCIUCY TIepMyTaliyja.

2.1.6 AugaroputmMum 3aCHOBAHM HA KOMIIO3UIIUJU IIEPMYTAIIAja

Benuka rpymna anropurama 3a reHEPUCAHE IIEPMYTAlija Ce 3ACHUBA HA MYJITUIIINKATUBHUM CBOjCTBAMA,
rnepMyTanmja, 300r dera je mpe csera morpebHO yBECTH HAJOCHOBHUjE TEPMHUHE BE3AHE 38 KOMITO3HUIIL]Y
(MuOXKeme) mepmyTaimja. OBy Tpymy ajropurama OJIUKYje W TO IITO CE TEPMyTOBAE OIBHja Ca
JIeBe Ha, JeCHy cTpaHy, Tj. mepmytanuje mpsux 0,1, ...,k — 1 enemenara ce mocehyjy y TOKy mpBux
k! kopaka. Jexmna on oBakBux cxema je ,o6pHyTH Kosiekc nopenak’ (eme. reverse colex order), xoju
peacTaB/ba OOPHYT JekcuKorpadcknu mopemak. Ha mpumep, 3a n = 4, oOpHYTH KOJIEKC TOPETaK
rJacu:

0123, 1023, 0213,2013, 1203, 2103,
0132, 1032, 0312, 3012, 1302, 3102,

0231,2031,0321, 3021, 2301, 3201
1230, 2130, 1320, 3120, 2310, 3210.

(2.6)

VKOIMKO Ce CTPUHTOBH YMTAjy Ca JECHE HA JIEBY CTpany, mobuja ce 3210, 3201,...,0123, 1mrTo je 0OpHYT
JleKcuKOorpad Ky mopesak - o1 MOCeIher eJeMenTa Ka npBoM. Jlekcukorpadckn nopenak 3a CKyIl
{0, 1, 2, 3} racu:

0123, 0132, 0213, 0231, 0312, 0321,
1023, 1032, 1203, 1230, 1302, 1320,
2013, 2031, 2103, 2130, 2301, 2310,
3012, 3021, 3102, 3120, 3201, 3210.

MynTuninkaTuBHA CBOjCTBA TIEPMYTalldja ce 3aCHUBAjy Ha TOME JIa Ce TIEPMYTallija TTOCMaTpa Kao
TIpecInKaBame eJeMeHaTa. 3a MpecTaB/barhe mepMyTannuja Moryhe cy JBe HOTaIuje:

(012345
*=\ 250143

a=(02)(153)

e JIBOTMHM]jCKA HOTAIIN]a

o [lukmuna HOTAIIHjA

VY npeacraB/beHOM TpecanKaBamy, 0 ce cnuka y 2, 1 ce cnmuka y 5, 2 cecnmmkay 0,3y 1,4y 4, u 5
ce CIMKa y 3.

Enement 4 ce nmpeciukaBa y camor cebe ma ce Kaxke /1a je OH @urcaH, OTHOCHO J1a ra MepMyTaluja
durcupa. PUKCHU eleMEHTH YuHEe IUKJI AyKuHe 1, U OH ce He 3ammucyje. YKOJIUKO IMePMYTaIlHja
CJIMKA CBAKU €JIEMEHT y CAMOr ce0e, HA3UuBa Ce udenmuyka IepMyTaluja, 1 OOUIHO ce O3HAYABA, €A
(1), nam (). Jemna wcra mepMyTanyja ce MOXKe MPEJACTABUTH IUKJINYHOM HOTAIM]OM HA BUINE HAYWHA.
IIpousBox mepMmyTalyja je MpuUMeHa jeHe epMyTarje HakoH apyre. Ha mpumep,

g (012345 012345\ (012345
Y=\ 250143 543210 )\ 305412

14



Muozkeme nepmyTalyja H3BOAu ce Ha ciaefehn HaduH: nepMmyranyja o npeciaukasa 0y 2, a mnepmyranmja
[ npeciukasa 2 y 3, na ce 0 mpeciaukaBameMm «of npecaukaBa y 3. 1 ce cimka y 5, a 5y 0 ma ce 1
cmka y 5. 2cecmukay 0, a0y 5, mace2cmrkay 5. 3cecmmkay 1, aly 4, na ce 3 cuka y 4.4
cecmkay 4,a4dy 1, nmacedcaukay 1, n cauka 5 je 3, a cauka 3 je 2, ma ce 5 cauka y 2.
[Ipoussox mepmyTanuja Huje KomyraTtuBaH. IlpuMmennTu [ Ha o ce o3HaAYaBa ca [, a He af.
Henpazan ckyn mepmyTarija KOju je 3aTBOPEH 3a OIEPAIHjy MHOXKEHA je 2pynd.

Qamunnja moACKynosa S, S, ... rpyne G Koja ¥Ma CBOjCTBO /14 CA/IPYKU TAYHO jeJIHYy TEePMYTaIlH]jy
or; Koja camka k y j m bUWKCHMpa BpeIHOCTH CBUX ejeMeHaTa Behmx on k, xan ron G campxkm
TaKBY MepMyTaIujy, ce nHazua Cumcosa mabeaa, yBeJieHa o crpane Mmaremarudapa Yapiaca Cumca
(Charles Sims)[7]. IIpeciukaBame ok, Moxe OHTH HIeHTHYKA mepMyranuja, a 3a 0 < j < k oy
MOXKe OuTH OMJIO KOja IMepMyTalyja KOja OJroBapa yCIOBAMA.

CumcoBe Tabesie Cy MOTOIHE 3a PEMpPe3eHTaINjy TPyTa MepMyTallija y padyHapy, jep je J0Ka3aHo
cienehe:

Jlema C. Yxkomauko je S1,59,...,5,—1 CumcoBa Tabena rpymne GG, oHxa cBaku ejemenT « u3 G uma
JEIMHCTBEHY PeIpe3eHTaln]jy:

a=0109 - 0p_1,THeje 0 € Sp3a1<k<n

OBO BOAM 10 j&THOCTABHOT HAYMHA 33 NEHEPUCAILE CBUX MEPMyTallfja TPYyIe - MPOJaCKOM KPO3 CBe
epMyTaImje o0InuKa:

o(l,c1)0(2,¢2)--0(n—1,¢p-1),

rue je o(k,ci) (e + 1)-u enement Sk, 3a 0 < cp < s, =[Sk u 1<k <n,

kopucrehu Heku oJ ajropurama 3a obwiaszak csux (n — 1)-ropku (ci,...,¢,—1) 3a ourosapajylie
ocnose (81,...,8,—1) Y CACTEMY ca MEIIOBUTUM OCHOBaMa.

BpojeBHu cucreMm ca MeIIOBATAM OCHOBaMa je HECTAHIAD/IHU MO3UIMOHU OPOjEBHU CHCTEM Y
KOME Ce OCHOBE PA3JINKYyjy OJ MO3WIHje 0 Mo3uimje. YOoOWdajeH je, Ha MPUMED, 33 M3ParKaBarbe
Bpemena. Ha mpuwmep, nepuon ox 5 mana, 7 caru, 45 munyTa, 15 cexkyumau u 500 MmunncekyHu 6u ce
Kao 6poj y cucreMy ca MELIOBUTUM OCHOBAMA HAIUCAO Kao [8]:

5,7, 45, 15, 500
7, 24, 60, 60, 1000

3a mpobisieM reHepucara cBuX nepMyranmja ckymna {0, 1, ...,n—1} cBakn ckyn Sy, Cumcose Tabese
Tpeba ma caapxu k + 1 enement o(k,0),0(k,1),...,0(k, k) rue je o(k,0) unenruuka nepMmyranuja, a
ocrasie ciukajy k y speanocru {0, ...,k — 1} y nekom pemociesmy.
Cpaka oaksa Cumcosa rabesa JedUHULIE jeaH FeHEPATOP MEPMYyTalyja, 110 OLIITEM AJrOPUTMY
KOju je ommcaH y ciaemehoj Tadukw.

2.1.7 Aunropuram I' - onmiTu aroputraM 3a reHepUCamb€ mepMyTamuja

Agropuram I je ominru ajaropuTaM 3a reHEpUCAbE EPMYTAINja, a PEIOCIel KOJUM Ce TIEPMYTaInje
rerepuiry 3asucu o Cumcose Tabesne Koja ce KOPUCTH.
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Agropuram 2.1.5. ' (Onwmu aszopumam 3a 2enepucarve nepmymayuja)
Yaaz: Cumcosa mabera Sy, S, ...,Sn—1 y K0joj ceaxu Sy uma k + 1 eaemenama o(k,j) xao wmo
je OnucaHo Yy MPemrooHOj MmauKu
H3nas3: Cse nepmymayuge apay...an—1 ckyna {0,1,...,n — 1}
Hanomena: Pedocaed xojum ce nepmymayuje obusrase (zenepuwy) 3asucu od Cumcose mabene
Koja ce xopucmu. Anzopumam Kopucmu 000amHYy KOHMPOAHY MAOEAY CpCr_1...C1.
begin
(1) for 0 < j<ndo
(2)  a; « j,cjy1 < 0 [Hnuyujesusayujol
(8) while true do
(4)  Ispis [Hcnuc nepmymayuje agay...an—1]
[Ha o6om mecmy, 6poj ca MeW08UMOM 0CHOBOM

Cn—1, -+ C2C1
n, ey 32

npedcmasna Opoj 2eHePuCaHUT NepmMymayuja. |
(5) k<« 1 [Veehasare bpoja ca mewosumom ochosom 3a 1]

(6) ifc=k

(7) do

(8) 0,k k+1

(9) while not ¢, < k

(10) cp+cp+1

(11) ifk=n

(12) exit [Bpeduocm 6poja ca mewosumom ocrhosom je nl, mj. cee nepmymayuje cy nocehenel

(13)  PrimeniPermutaciju 7(k,ci)w(k — 1)™ na agay...an—1 [[Iepmymosarve - zenepucarve nose nepmymanuje
NPUMEHOM KOMNO3UYUje nepmymavujaf
end

IIpeciukaBama T u w ce nedunniry Ha ciaegehn HadnH:
T(k,j) =o(k,j)ok,j—1)", 1<j<k
w(k) =0(1,1)...0(k, k),

0~ TpeJCcTaB/ha WHBEP3HY MEPMYTAIH]y.

Kopauu ysehasamwa 6poja ca memosurom ocaoBoM ¢ (auuuje 5 - 10 y 1ceyj0Ko/Ly) U IepMyTOBabA
(siunuja 13) obesbehyjy aa je apay ...a,—1 nepmyTanuja nobujena kao upoussoun o(1,c1)o(2,co) -+ - o(n—
1,¢p—1)- Jlema C je mokas ma ce cBaka mepmyranuja nocehyje camo jeHOM.

Cnuka 2.2 npukasyje Kako ajropuram paau 3an = 4. Ciuka nmpukasyje cTabji0 BPeIHOCTH KOHTPOJIHE
tabese czcacy. CBaka mepMyTanmja agaidoaz 0JAroBapa jeIHOM KOHTPOJTHOM crputry, e je 0 < ¢z <
3,0<¢c2<£2,0< ¢y <1. YUsoposu crabyia KOju Cy O3HAYEHU CAMO jeTHOM IudpOoM c3 0oaroBapajy
nepmyTamujama o(3, c3) xkopumnihiene Cumcore tabeme. UBopoBum crabma Koju Cy O3HAYEHW CA JBE
mdpe czcp oarosapajy nepmyranujama o (2, ca)o(3,c3). UBoporn ¢z n c30 cy eKBUBaJEHTHH, jep je
o(2,0) unenTudko npeciukaBatme. Ha comnu cy u3 Tor passora nosesanu nogebbanom aunujom. Ha
UCTH HAYWH, YBOPOBU C3C2 U C3¢20 Cy ekBUBaJsIeHTHH, jep je o(1,0) Takohe MIEHTUYKO IPECIUKABAIbE.
HomaBamem 1 Opojy ca MEIIOBHTOM OCHOBOM IIPeJa3d Ce Ca TPEHYTHOr UBOpa Ha ciemehm 9Bop
y Kopen-aesu-decHu oOUIIACKY crabiia, a KOPAaK IIepMyTOBamba lpesasu Ha ciegehy mepmyraiujy
y ckjamy ca TuMm. Ha mpumep, HAKOH ITO ce Opojad cgcocy mpomenu ca 121 wa 200, y KOpaky
MepMyTOBarkba Tekyha mepMyTalinja ce MHOXKHU Ca:
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Cimka 2.2: Obunasak crabna 3an = 4

7(3,2)w(2)” =7(3,2)0(2,2) 0(1,1)"

MHuozkemem ca o(1,1)” npenasu ce 3 usopa 121 y uBop 12, MHOXKemeM ca o(2,2)” mpesasn ce u3
uyBopa 12 y usop 1, a muoKemeM ca 7(3,2) = 0(3,2)0(3,1)” npenaszu ce u3z usopa 1 y usop 2 = 200,
caenbenuk yBopa 121 y kopeH-sesu-decrhu 00MIACKy cTadIIa.

Kao mTo je pedeno, HaBemeHN aJaropuTaM je OIINTH, & PEIOCTe FeHePUCAba TePMYTAIja 3aBUCH
on Cumcose Tabesie koja ce kopuctu. Ilocroju Besiuku Opoj reHepaTopa mepMyTanyja y 3aBUCHOCTH
on kopurthene CumcoBe Tabese, a opae hie OuTu mMoMeHyTO HEKOIWKO HajOmTHHMjux. Ha mpumep,
YKOJIMKO ce mpecinkapama Cumcose tabene, o(k, j) nedunnmy Ha ciaenehin HaunH:

olk,j)=(k—j k—j+1 - k), (2.7)

nepmyTamuje ce obuinase y obpuyrom Kosiekc noperky (2.6). IlpeciukaBama T u w Taza usrienajy
OBAKO:

T(k,j)=(k—j k) (2.8)
wk)=(01)(012) --- (01..k) = 0k)(1k-1)(2k—=2) --- =o(k). (2.9)
[Ipecrmkapame ¢(k) obphe ag...ax y ag...ap. w(k) je jemnax w(k)™, jep je ¢(k)? = (), Tj. mwAEHTHYIKO

IPECTIKABAE.
Hdpyru cuneuujanan ciaydaj aaropurma ' noruue ox P. J. Opa-Cmura (R. J. Ord-Smith), uuju
asropuraM ce nobuja kaga ce Kopucru cienehe o(k, j) npeciukasame [17]:

ok, j)=(k ... 1 0)7 (2.10)
IIpecnukaBama T 1 w TajJa U3TJIEIA]Y OBAKO:
7(k,j)=(k..10)

wk)=(0k) 1k—1) 2k—2) - = o(k).

IpecnukaBame w je nCTO Kao y mperxomuHoM Meroxny jep je o(k,k) = (01 ... k). ITocebna moroguoct
OBOI' METOJIA je IITO TaJa KOPaK MepMyTOBaba, Tj. MHOXKema nepmyrarmja (nuauja 13) He 3aBucu
o7 ck, jep je:

T(kyer)w(k —1)" = (k... 10)p(k — 1)~ = ¢(k),

OJIHOCHO, KOpPAaK IepMyTOBama ajroput™a I' y oBOM ciy4ajy mpescraB/ba jeJHOCTABAH CET 3aMeHa
ag > g, a1 <> Ax_1,... IMTO je Op3a omeparmja yKOIUKO je k MaJo.

Jowr edbukacuuju je npucryn B. P. Xuna (B. R. Heap)[18] , upema kome je KOpak IepMyTOBaIba
anropurma ' (smnuja 13) jegHax jeaHoj 3aMeHM MECTa €JIeMEHaTa, CJIMYHO AJrOPUTMY IIPOCTHX
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sameHa (rauka 2.3), agu He Ha cyceaHuM eseMeHTuMa. 1lo XWMIOBOM IIpeJJIOry NPECIUKABAE
7(k, ci)w(k — 1)~ KOjUM ce MHOXKWM TIepMyTallfja d1...d, ¥ KOPAKy MepMyTOBaHka W3MIEIa OBAKO:

_ | (k0), ako je k mapan
7(k; ex)w(k —1)7 = { (k j—1), axo je k nenapan
IlepmyroBame je y oBOoM ciydajy yBeK 3aMeHa aj <> ag, ocuM Kaaa je k = 3,5, ..., a Bpeguocr k je y
5 om 6 xopaka 1 wiam 2.

2.1.8 Auaropuram I'2 - reHepucame nepMyTaiuja ca mpecKakabeM HeXKEeJbeHUX
cydukca

Jemna ox mpexmoctu ajroputMma I’ je Ta 1MITO TeHEpHINE CBe TIEpMyTaIlnje MOIHU3a Aga1...0k—1 TIPe
HErO ITO TIOYHE T4 MEHma af, & 3aTUM Mema ap Ha cBakuxX k! mposasaka Kpo3 mersby, ura. OBO
omoryhaBa ma yKOMHKO je Cy(duKC ag...a,_1 HeOUTAH 3a mpobIeM Ha KOME Ce PaJu, IepMyTalldje
KOje ce 3aBpIaBajy muMe Oyay mpeckodere. Jla 6u ce 0BO MOCTHTITIO, TOTPEOHO je MPOITUPUTH KOPaK
obusiacka nepmyrauuje (iunuja 4) amropurma I' u noparu pogarny unuumjasusaunujy k = n — 1.
[Tceymokom OBAKO M3MEHHEHOT AJITOPUTMA, CJIEIH.
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Agropuram 2.1.6. I'2 (Aszopumam 3a zenepucarve NEPMYMAUUJE €A NPECKAKAMDEM HEHCEDHEHUT
cyduxca)

Yaa3: Cumcosa mabeaa Sy, Sa,...,Sn—1 y k0joj ceaxu Sy uma k + 1 eaemenama o(k,j) xao wmo
je onucano y mauxy 2.1.7

H3na3: Cse nepmymayuje apa...an—1 ckyna {0,1,...,n — 1} xoje ce ne 3aepwasajy nesicemerum
cydurcom

Hanomena: Pedocaed y xome ce nepmymayuje obunade 3asucu 0od Cumcose mabene Koja ce KoOPpucmu.
Asnzopumam Kopucmu 000aMHY KOHMPOAHY MAOEAY CpCp_1...C] -

begin

(1) for 0 < j<ndo
(2) a; < j,ciy1 < 0 [Huuyujasusayujo]

(8) k< n—1

(4) while true do

(5) do

(6) if ay...an—1 je neprihvatljiv sufiks [IIposepa da au je cydurc npuzreammsus]
(7) if ¢, = k [TIpeckaxare nepmymayuja xoje ce 3a6pwasajy nestcemsenum cydurcom|
(8) do

(9) Primeniti o(k, k)™ na ag...an_1

(10) cp 0k k+1

(11) while not ¢, < k

(12) if k=n

(18) break

(14) cpL+—cp+1

(15) Primeniti 7(k, ci) na apay...ap—1

(16) else

(17) ke k-1

(18) while k >0
(19) 1Ispis [Hcnuc nepmymayuje apay...an—1]
(20) k< 1 [Veehasarwe bpoja ca mewosumom ocnosom 3a 1]

(21) if ¢ =k
(22) do
(23) cp 0,k k+1

(24) while not ¢, < k

(25) cp+—cp+1

(26) ifk=n

(27) exit [Bpednocm 6poja ca mewosumom ocrosom je nl, mj. cee nepmymayuje cy nocehenel

(28)  PrimeniPermutaciju 7(k,ci)w(k —1)7 #a agay...an—1 [ IHepmymosarse - 2enepucatrve Hode nepmymanuge

NPUMEHOM KOMNO3UYUje nepmymavujaf
end

OBaKo u3MembeHN AJIrOPUTAM je CII0KEHU]U, ocuM npeciukasamwa 7(k, j)w(k—1)" caga je norpebHo
pauynaru u 7(k,j) u o(k,k), anu usmerwenu asropuram moxe paauru 3narHo 6pxe. Cowuka 2.3
MpUKa3yje MpUMep pajia ajropuT™a 3a n = 4, 3a mepMmyTammje agajasaz ckyma {0,1,2,3}, kazma
mepMyTanuje ca meoaroapajyhum cydukcuma omrosapajy npedukcuma kKOHTposHOr crpuara 00,
11, 121 m 2. Kao m y npumepy anroputma I, cBakn 9BOp OATOBapa jeJHOM KOHTPOJHOM CTPHUHTY
c3Ccoc1. Y ONIITEM CIy4ajy, CBaKu Cy(MUKC Qf...Qp_1 MEPMYyTAILH]e Ag...Gnp_1 OArOBapa mnpedurcy
Cp,...Cl; KOHTPOJIHOL CTPHUHIA Cy,...C1, jep nepmyrauuje o (1, ¢1),...,0(k—1,cx—1) He yrudy Ha ak...an_1.
VY avunjn 15, rekyha mepmyrannja ce MHOXKY ca T(k, j) ga 6 ce MPENUIO ca YBOPA Cp_1...Ck4+1] HA
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Cnuka 2.3: Obmnasak crabsia mpumenoMm ajgroputma ['2 3a n = 4 kaga neoaroBapajyhu cydukcu
onrosapajy npedukrcuma kourposnor crpunra 00, 11, 121 u 2. Usoposu crabsia KOju oaroBapajy
mepMyTaInyjaMa Koje onrosapajy oBuM cydukcnma ce He obmiase.

EErOBOI' JIECHOT OpaTa Cp—1...Ck+1J + 1, a y juauju 9 TpenyTHa nepmyranuja ce muoxu ca o(k, k)~
Ja 6u ce MPemio U3 4YBOpPa Cp_1...Ck4+1 y Ierosor oma. Tako Ha mpumep, ma 6w ce mpemnuio u3
neoaroapajyfier usopa 121 y meroBor kopeH-aesu-dechu CJeI0EHUKA, aJropuTaM MHOXKM TeKyhy
nepmyTtaimjy ca o(1,1)7, 0(2,2)7, u 7(3,2). Muoxemewm ca o(1,1)” npenasu ce u3 uysopa 121 y
yBop 12, mHOXKemeM ca ¢(2,2)” u3 yBopa 12 y usop 1, a Mmuoxkemem ca 7(3,2) = 0(3,2)0(3,1)~
mpesasu ce u3 gBopa 1y uBop 2 = 200, cnenbenuk uBopa 121 y xopen-sesu-dectu obumacky crabia.
Hakon 1o ce 2 onbanu kao neoprosapajyhu uBop, MuoxermeM ca 7(3,3) npesnasu ce y 4Bop 3, UTL..
OsBa Bepauja asropurma [’ 3a npeckakamwe mepMyTaingja Koje ce 3aBpinasajy oapehenum cydurcom
ce MOKe TIPUMEHUTH Ha, ajdaMernka npobiaeme u3 tauke 2.1.5. [pucryn u3 ajgropurma A Kopuctu
rpy0y CHIy W MOKyIaBa naa pemmn andaMeTuKy Tako mTo ucrmpobasa ceux 10! mepmyrammja 10
mudapa, y cBakoMm mnokyiiajy pedepenuupajyhiu memopujy 6 nyra (3a 3aMeHy MecTa CyCeIHUX
esiemeHarTa 1a 6u ce renepucasa napeana nepmyranuja). Lleo Taj npouec ysuma oko 22MB, nesezano
3a IpoOJIEM KOjU Ce PEIaBa jep ce MEMOPHja TPOIIN HA T€HEPHUCAbe Tabese 3aMeHa KOja jeé KOHCTAHTA
3a cre andamvernka mpobiaeme. YKOJIWKO ce KOPUCTH Mponupenn amropuraMm [ ca mpeckakamem
cydurca, u Xumnos Meron 3a CumcoBy Tabeny, 3a npumep (2.4) u3 Tauke 2.1.5 moTpebHO je Mame
orn 128 KB, miro je 170 nyra 6pxke. OBaj npuctyn MehyTuM 3aBUCH OJ] KOHKDETHOI IpUMepa. Y
asnpaMernka npobiaeMuma, Koper-aeséu-decHy obuaa3ak crabJa ce yrJaBHOM CACTOJU O MHOMKEIba
ca 7(k,ck) KOju BpIe HOMeparbe Ha JECHO, U 3HATHO Mame - MHOXKewa ca o(k, k)™, Koja nomepajy
HABHWIIE. T KOPAIX JOMUHHAPA]Y jep ce BPJIO MaJik OPOj KOMILIETHUX IIEPMYTAallija MOCETH, a CBAKOM
KOpaKy MHOXkema ca o(k, k)™ mperxome muOXKema ca 7(k,1),7(k,2),...,7(k, k). Onasae ciemn na
Xwunos MeTos, Koju Beoma onTuMusyje npeciaukasame 7(k, j)w(k — 1) Tako 1a je cBaka TPAH3UIIL)a
Yy KOpPaKy IepMyTOBalba jeIHOCTABHA TPAHCIIO3UIINja, HUje TMOTOMAH 33 aaropuraMm [ mpommpen 3a
npeckakamwe cyduKca, OCUM YKOJUKO ce He oxbaiyje jako maso cydurca. IIpucryn (2.7) koju
TEeHEPHUIIE MepMyTalyje y OOPHYTOM KOJIEKC IMOPETKY je MOrOJHMjU KaJja ce MpecKady CyQHuKCH, jep
je Ty 7(k, j) yBek mpocra tpancrnosuimja. Kopucrehn oBaj mpucTyn 3a Tpro coHata mnpobsem (2.4),
moTpebHo je camo 97KB. VY mpoceky, Xumnos meTos, je oko 60 myTa Op:Ku O MPUCTYTIa IPyOOM CHIIOM,
JIOK je OOpHYTH KOJIEKC TOpeIaK mpucTyn Opxku oko 80 myTa.

2.1.9 Auaroputam X' - reHepucame IepMyTallja Koje 3a00B0/baBajy CKYII
yCJIOBaA JIEKCUKOTPAagCKNUM PeaocieIoM
Jomn jemam asropuwraM KoOju reHepuIle mnepMyTalyje Koje 3aJ0B0/baBajy oxpeljenu ckym yciosa je

asmropuram X. OBaj anropuram je yHampeljena Bepauja amropurma JI, reHepuiiie mepMmyTaiuje y
JIEKCUKOIPA(CKOM IOPETKY, i 33 PAa3JHuKy O Hu3a KOju kKopuctu asropuram JI, amropuram X

LoBze ce X OJHOCH HA EHIJIECKO CJIOBO X
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kopuctu jucry. OBO ra 9uHU HOTOJHUM 3a IIPUMEHE KaJja ce odekyje ja fie mocra nepmyraiuja buru
MPECKOYEHO jep He 3370BOJbABAjy YCJIOBE PUMEHE. AJITOPUTaM TeHEPHUIIE CBE IEPMYTAI]E A1 d2...0y,
ckyna {1,2,...,n} Koje mposa3e HA3 TECTOBA:

ti(ar),ta(ar,a2), ..., tn(a1, az, ..., an),

nocehyjyhu ux y mekcukorpadckom moperky. Kopuctu momohuy tabemy lg, l1, ..., [, 38 oapKaBame
TUKJIUYHE JIUCTE HeI/ICKOpI/IH_IheHI/IX €JIeMeHaTa, TaKO Ja aKO Cy TPEHYTHO HeI/ICKOpI/IH_IheHI/I C€JIEMEHTH:

{1,....,n}\{a1, ...,ap} = {b1, ..., bp_i}, T1e je by < ... < bp_y, Tana je
lo :blylbj :bj+1 3al <)< n—k, lbn—k =0

Anropuram kOpuCTH OZATHM NOMONHH HU3 Uj...U, 34 IIOHHUINTABAME NPETXOAHE onepanumje (eHe.
undo) na Huzy l.

21



Agropuram 2.1.7. X (Aszopumam 3a zenepucarbe nepmymayuja Koje 3a00606a66a4JY CKYN Yca06a)

Yaa3z: n, gynxyuge t;(ai,...,a;) xoje npedemasnajy mecmose 3a npedurce (ay,...,a;), 1 <i<n

H3nas3: Cse nepmymayuje aas...a, ckyna {1,2,...,n} Koje npoaraze mecmose sadame Gynryujama
ti(ar,...,a;), 1 <i<mn ua nawun onucan zope

Hanomena: Aanrzopumanm xopucmu nomohiny mabeay | Koja npedcmasna YukAuSHY AUCMY HeucKopuwhenus
EAEMEHAMA, U HU3 U KOJU CAYINHCU 30 NOHUWMABAIE NPEMIOIHE ONEPAYUTeE.

begin

for 0 < k < n do [Hnuyujarusayujaf
lp+—k+1
l, + 0,k 1
while true do
p <+ 0,q « lo [Yaasax na nuso k - mecmupare ycaosa Tk nad nodnusom aj . . . ay
while true do
ay < q [Tecmupa ce ycaos na nodnusy aj . .. agf
if tg(aq, ..., a) je false [Vroauro je nemauan]
p < ¢,q < 1, [Ilosehasare ai, da 6u ce nokywano ca dpyzom epednowdiy]
if ¢ # 0 then
continue [Ilospamax na nowemax nemsne, da 6u ce ycaos T, mecmupao 3a dpyze epednocmu ay|
while true
k + k—1 [Cmarusare k]

if £ =0 then
exit [Tecmupane cy cee nepmymayujel
else

D 4 Uk, q < G, 1y < q [¥Y cynpomuom, xopax ynasad,
U HACABAK MECTNUPAE YCA08G €6 OPY2UM 8PEOHOCTUMA A [
D < q,q < 1, [TTosehasarve aj da b6u ce nokywanro ca dpyzom epednowdiy]
if ¢ # 0 then
break
else if k=n
[Yroauko je ceux n yerosa mawno, ucnucyje ce nepmymayuja Koja ur 3a0060na6a,
U NOKYWABA Ce ca NEPMYMALUjom Koja 360060ma6a T_1 3a a1 . ..ax—1 ca Hogom epednowhy ar|
Ispis permutacije ajas...an [Henuc nepmymayuje xKoja 3a00606a6a c6ux n ycaosaf
while true do
k+—k—-1
if £ =0 then
exit [Tecmupane cy cee nepmymayuje]
else
D= U, q — ak,l, < ¢
p < q,q <, [TTosehasare aj da b6u ce nokywanro ca dpyzom epednoudiy/
if ¢ # 0 then
break
else
Up < P, lp < lg, k < k+ 1 [[osehasarve k - Ti_1 je ucnyrven 3a nepmymayujy ai . .. ag—1
u npeaasu ce na wugo kf
break
end

Osmaj amropuram ocmucano je M. II. Ep (M. C. Er)[19]. Moxe ce npumennTn Ha aadamernka
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upobsieme uznoxene y 2.1.5. Asropuram pemasa upobsem (2.4) kopucrehiu 49KB memopuje. Oso
ra yuHU 165 myTa Op:KUM O MPUCTYNA rPyOOM CHUJIOM W3 HABEIEHE TAaUKe.

Cnuka 2.4 mpukasyje crabiao koje ajmropuram X UMILIAIATHO OOMIa3M Kaja je n = 4 - mramMnajy
ce cBe HepMyTallje OCUM OHHMX Koje mouumby ca 132, 14, 2, 314 u 4312 (oBe nepmyraiuje He
3a/10BOJbABAJY YCJOBE 33/1aT€ TeCTOBUMA).

TS o K
g0 g llé_mMiM

Cmuka 2.4: Ctabno koje amropwraM X WMILIAIUTHO OOWJIA3U Kaja je n = 4 - mraMmajy ce cBe
epMyTalyje OCUM OHUX Koje mouumby ca 132, 14, 2, 314 u 4312.

/

2.1.10 Auaropuram X - AyaJIHA ajJITOPUTAM 3a T€HEepUCAIhe€ MepMyTaIrunja

Kao miro ce na ocuoBy Jleme C u3 tauke 2.1.6 cBaka nmepmyrarmja rpyne ' u msene Cumcose tabese
S1,52, ..., Sp_1MoOxKe mpencTauTu Kao mponsso (1) ---o(n — 1), 3a o(k) € Sk, moxke ce mokazaTu
JIa je TadHO U AyasHo TBpheme, Tj. 1a ce cBaka MepMyTalldja MOKe MPEeICTABATH U Kao:

a=0, 1 0501,0, €S, 1<k <n. (2.11)
Ha oBom TBphemy ce 3acCHUBA jOI jelHa BeJWKa IPYTa aJrOPUTAMA 33 M€HEPHUCAME MEepMYyTallja.
Axo je G rpyna nepmyTanja, CBaka MepMyTalfja ce MOXKe MPEJICTABUTH Kao:

on—1,¢h—1)" -+0(2,¢c2) 0(l,c1) ,tmeje 0 <cp <kzal<k<n.

Asropuram X KOpuCTH MCTH MexaHu3aM Kao u ajaroputam L, mepmyrtanuje o(k,j) cy ucre Kao y
anropurmy [, anu cy npeciukaBama T U w caja pazamanra. Ocum tora, 36or apyraduje neduHuCaHOr
MIPOM3BO/IA TIEpMyTaIlija, IOTPeOHO je Ja ce ¢, 1 caja HajOpKe Mema, a ¢ HajCIopHje.
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Agropuram 2.1.8. X (/[yaanu aszopumam 3a zenepucarve nepmymayuja)

Yaaz: Cumcosa mabera Sy, S, ...,Sn—1 y K0joj ceaxu Sy uma k + 1 eaemenama o(k,j) xao wmo
je onucarno y mawky 2.1.6

H3nas3: Cse nepmymayuge apay...an—1 ckyna {0,1,...,n — 1}

Hanomena: Pedocaed xkojum ce nepmymanuje obunase 3asucu 00 Cumcose mabee xoja ce Kopucmu.
Anzopumam xopucmu dodammy KOHMPOAHY MAbEAY Cq...Ch_1 KOJG CAYIHCU 30 nmpedcmasnarbe 6Poja
€4 MEWOBUMOM OCHOBOM C.

begin

(1) for 0 <j<ndo
(2)  a; < j,¢; 0 [Hnuyujasuzayujal
(8) while true do
(4)  Ispis [Hcenuc nepmymayuje apay...an—1]
[Ha osom mecmy, 6poj ca Meuwo8umom ocHo80m

C1y, C25..., Cp—1
2, 3,..., n

npedcmasnsa 6Poj UCNUCGHUT Nepmymayuja. [
(5) k< n—1 [Veehasarve 6poja ca mewosumom ocnosom 3a 1]

(6) ifc=k

(7) do

(8) cp 0,k k-1

(9) while not k=0 or ¢; <k
(10) cp—cp+1

(11) if k=0

(12) exit [Hema napedne nepmymayuge]

(18)  PrimeniPermutaciju 7(k,ci)w(k +1)" #a agay...an—1 [[Tepmymosarve - zenepucarbe Hose nepmymanuje
NPUMEHOM MHONHCEHA nepMymayujaf

end

[Ipeciukapama T U w ce JAebUHUILY KAO:
T(k,j) =o(k.j) ok, j—1),3a1<j<k
wk)=cn—1,n—1)"ocn—-2n—-2)"---o(k, k)",

r7e 0 TpeACTaB/ba WHBEP3HO mpecamnKkaBame. Kao u kox anropurma I, u oBze mocToju Benuku 6poj
Bapujanuja 3asucuo o Cumcose Tabene koja ce kopucru. U oae je moryhe kopuctutu CumcoBy
Tabery Koja Kox ajaroputMa I' mpon3Boau mepMyTalidje y OOpHYTOM KOJEKC ITOPETKY:

ok, j)=(k—j k—j+1 ... k)

Anropuram koju ce mobuja Kajga ce kopuctu HaBegeHa CumcoBa Tabesa je BeoMa CIuIaH aaropuTMy
npocTux 3ameHa un3 2.1.3.

Hpyra 6urna Bapujanrta anropurma je ayan Opa-Cmur-oBor meroga (2.10), y kojoj ce, kao u y
anroputmy I, kopuctu ciaenehia Cumcosa Tabena:

o(k,j)=(k ... 1 0)? (2.12)
1 oBne cy BpeHOCTH TIpecIMKaBamba T HE3ABUCHE O j:

r(k,j) = (01 ... k).
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mro omoryhasa sa ce m3baru KOHTPOJTHA Tabesaa cyCi...Cn_1. Pasjor 3a To je mTo je ¢,_1 = 0y
Kopaky ysehaBama Opoja ¢ ako u camo axo je an,_1 = n — 1, jep je Tako JedUHNCAHO MPECTUKABATHE
a (2.11). 3aucra, xaga je ¢; = 03a k < j < n (nmungje 5 - 10), Taga je ¢ = 0 ako u camo axo je
ay, = k. Ha ocuoBy oBor TBphema, oBa BapujanTa aaropurMa X ce MOXKe MpedOopMyIncaT y BeoMa
jemHOCTaBaH aJIrOpUTaM, KOjuM ce 6aBM HapeaHa TadKa.

2.1.11 Aunaroputam 11 - renepucame nepMyTanmja MUKJIAIHIM IIOMEPAjUMAa

Anropuram 11 je apyru JyasiHu MeTo, U IIPOKCTEKAO je u3 uaeje anropurma X, Kaga ce kopuctu Op/i-
Cwmurosa Cumcosa tabena (2.12). Uuak, ajaropuram resepuiie nepMmyranuje kopucrelin nukiandsa
ToMeparmha HI3a MepMyTanyja, ¥ MOXKIA je W HajjeJHOCTABHUjM O CBUX arOpPUTaMa 33 TeHepHCaThe
nepMyTalja y cMuciy myxkuHe nporpama. Teopar je I. T. Jlanrgon Jp. (G.G. Langdon, Jr.) [9], a
anropurtam je w3 1967. roguse. Anropuram je moceGHO KOPUCTAH 3a MPUMEHE Y KOJUMA je ITUKIHIHO
nomeparbe (nudropame) ePUKACHO, HA IPUMED KAJIA Ce IIEPMYTalUje IyBajy Y MAITMHCKOM PErUCTPY
a He HH3Y.

Aaropuram 2.1.9. I[(Aazopumam 3a 2enepucarbe NEPMYMALUIE GUKAUYHUM NOMEPAUMA)
Yaaz: Cryn pasauvumuz eaemenama {xy, ..., Ty}

H3saa3: Cse nepmymayuje a1...a, CKYNG PASAUNUINIUT EAEMERAMA {T1, ..., Tp }

begin

for 0<j<ndo
a; < z; [Mnuyujesusayujo]
a +true
while true do
PosetiPermutaciju [Obuaasax nepmymayuje aj...an |
if a = true
k+<n
Zameniti a1as...a; SQ a3...aEA1
if ak! = XL
a + true
continue
else
k+—k—1
ifk>1
a < false
continue
else
exit [Hema napedne nepmymavugje]
end

I'maBHa MaHa ayaJHMX METOA jé IITO HUCY MOTOJHHU 3a IPHUMEHE Yy KOjuMa Ce BEJIHKH OJOKOBU
IepMyTaIHja IPeCKady, jep CKYyI CBAX IEpMyTalja KOje OAroBapajy mpedukrcy coci...Cp—1 OOHTHO
Huje o1 3HaUaja. 3y3erak o1 oBOra je BapujanTa y ko0joj ce kopuctu CumcoBa Tabesa Koja reHepuIne
PEBEPCHU KOJIEKC mopeak (2.7), jep y ToM ciaydajy Baxku Ja cy n!/k! nepmyranuja kaga je cocy ...Cp—1 =
00...0 ynpaBo nepmyrarnuje y kojuma 0 mperxomu 1, 1 nperxomau 2,..., u k — 2 nperxoau k — 1.
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2.1.12 Auaropuram E - remepucame nepmyrannja EpanxoBum 3ameHama

Asropuram Koju mepMmyTanuje rerepuiiie kopucrehu 3aMene (TPAHCIO3UIM]E), CAUIHO AJTOPUTMY
npocrux 3amena (asropuram IT) u3 2.1.3 ocmucauo je Impeon Enpux (Gideon Ehrlich). Osaj
aJIrOpPUTaM, KA0 ¥ HEKOJIMKO MTPETXOIHUX AJTOPATAMA, KA0 OPOjadku MexaHn3aM KOPUCTUA KOHTPOIHY
Tabesy ¢j...C, & TEHEPUIIIE IEPMYTAIIKje 3AMEHOM €JIEMEHTA G IIPETXOHE IepMyTaluje ca oapeljenum
apyrum ejiementom. Cumgan je anropurmy I jep xkao m asropuram IT renepuine nepmyranuje
3aMEHOM eJieMeHaTa, ajiil 38 Pa3ianKy o amropurma Il y Kome ce HOBa mepMmyTalmja 1001ja 3aMeHoOM
MecTa CyCeJHUM eJIEMEHTHMA a;_1 W a¢, ajropuram E KopucTu Tako3BaHe ,3Be3fa 3ameHe’ (ene.
star transpositions), rae eJeMeHT ap Memba MECTO Ca eJIEMEHTOM ;. 3Be3JIa 3aMEeHe Cy 3a HUjaHCy
edpuKaCHHje 0T 3aMeHa CYCeHNX eTEMEHATa jep eIEMEHT (g HUje TOTPEeOHO YINTABATH U3 MEMOPH]e -
[IO3HAT je U3 IpeTxoaHor kopaka. I1ako y npakcu auje OpKu 07 OCTAJINX AJITOPUTAMA 33 T€HEPUCAHE
mepMyTanyja, OBaj aJrOpuTaM WM, CBOJCTBO Ja CBAKY MEPMYTAINjy Mema MUHUMAJHO KAKO O
noowo cienehy, kopucrehim n — 1 Tun 3amene. Kao u xox anropurma I1, u oBme je moryhe ymampen
U3rEeHEePUCATH JINCTY 3aMEeHA KOja Cce HAKHAIHO MOxKe kopuctuTu. IIpoceuan 6poj 3amena ejeMeHara
bj m by, y nmuamju 17 je mamn of 0.18.

Agropuram 2.1.10. E (Aazopumam 3a zenepucarve nepmymavuje Epauzosum samenama)
Yaaz: Hu3 pasiuvumux esemenama ag...Gp,—1

H3zna3z: Cse nepmymayuje Huda ag...Gn—1

Hanomena: Aanzopumam xopucmu nomofine mabene by...b, 1 U KOHMPOAHY Cq...Cp

begin

(1) for 0 < j < n do [Mnuyujerusayujaf

(2)  bj<j

(3) Cjt1 < 0

(4) while true do

(5)  Ispis [Hcnuc nepmymayuje agay...an—1]

[Ha o6om mecmy, 6poj ca mewosumom ocrogom ¢ npedcmasna 6poj nocehienux nepmymanuja. |

(6) k<« 1 [Veehasarve bpoja ca mewosumom ocnosom 3a 1]

(7)  ifc=k

(8) do

(9) cp 0k k+1

(10) while not ¢, < k

(11) ifk=n

(12) exit [Bpeduocm 6poja ca mewosumom ochosom je nl, mj. cee nepmymayuje cy nocehenel

(13) cp—cp+1

(14) Zameniti mesta elementima ag i ap, [3amernom mecma esemenmuma ce dobuja nosa nepmymayujaf

(15) j+ 1,k <+ k—1 [O6pmaree nodnusa b]
(16) while j <k

(17) Zameniti mesta elementima b; i by,
(18) jej+lLk+—k—-1
end
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2.1.13 TI'enepucame CBUX IepMyTallija ca JBe olepaliuje

ITocraBma ce muTame 73 Jiu je MOryhie TeHepUCATH CBE MEPMyTallKje Ca IBE PA3JIMYUTE OMEpAInje,
ymecro n — 1. Ha upumep, Hejenxyuc (Nijenhuis) u Bund (Wilf) cy nokazamu na je moryhe
M3MEeHEePHUCATH CBe mepMyTanuje 3a n = 4 Kkopucreim camo 1Be BpCTe 3aMeHe: Memajyhu aias...a, ca
WK A203...0,a01 WIKA A2a103...05 [10]. Y ommrem ciydajy, 3a rpyny nepmyranuja G ca ejeMeHTHMA
ay, ..., ax, Kejaujes (Cayley) rpad ca remeparopuma (o, ..., @) je ycmeper rpad auju ¢y 9BOpOBH
nepMyTaimje 7 rpyne G W uuje TpaHe My OJ T K& YBOPOBUMA (T, ..., ap7 [11]. ITurame na am je
Mmoryhe remepucaTn ce nmepMyTalyje ca caMo /J[Ba FeHepaTopa je eKBHUBAJEHTHO MUTAY Ja JH je y
KejnujeBom rpady cBux nepmyranuja ckyna {1,2,...,n} ca remeparopuma o u 7, L€ je 0 UUKJIUIHA
nepmyraiuja (npeciaukasamwe) (1 2 --- n) u 7 rpancnosunuja (1 2) mocroju XaMUJITOHOB IIYT.
Ocuosua reopema P. A. Pankuna (R. A. Rankin) [12] Bogu 10 3akibydKka 1a y MHOIOM Cily4ajeBUMa
To Huje moryhe.

Teopema P. Heka je I rpyna oz g nepmyranuja. Ykomuko Kejnujes rpad ca reseparopuma (o, 3)
uma XaMHUITOHOB LUKJIYC, U ako nepmyTtanuje (o, 3, ™) umajy peaom pegose (a,b, ¢) onna uim
je ¢ mapau unu cy g/a u g/b nenapuu.

Teopema ropopu 0 XaMHJITOHOBOM IMKJIyCy a He mmyry. Ped nepMmyranuje o je HajMamb¥ MO3UTUBAH
1meo O6poj a TakaB Ja je o WIEHTUYKA TEPMYyTalluja.

3a n=4, XaMUJITOHOB TIyT je jJako Hahwu.

3a n>4 nperpara nocraje 3Ha4ajHo oOuMHHja, 1a cy Tako 3a n=>5 Packu (Ruskey), Iluanr (Jiang) u
Becron (Weston) namwu 5 paziunaurux XaMuJITOHOBUX HyTeBa ommuupHom nperparom [13]. Onu cy
rakohe Hanuim U XaMUJITOHOB IyT 3a n=~06, ajid je IMyT BeOMa CJIOKEH W HEMA JIOTUIKY CTPYKTYDY.
Kuyr je Takohe Hamao wermro npoctuju XaMuJITOHOB Iy T, AJId U A€ BEOMA CJIOXKEH. 3aKJby4eHO je
JIa TIPUCTYTI TEHEPUCAa CBUX TIEPMYTAIIN]ja, Ca CAMO 2 TeHepaTopa 3a Belie BpeIHoCTH Hije TpaKTHYIaH.
Kowmmron (Compton) n Bunmjamcon (Williamson) [14] cy mokazann na XaMHITOHOB ITUKJIYC TTOCTOjH
3a CBe M YKOJHUKO Ce J0/a jOII jeJlaH TeHEePATop 0, Tj. YKOJHUKO Ce KOPUCTe TPU reHepaTopa: g, o
uT.
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2.1.14 TomoJiomIKo copTUpame

Yecro y npobiemuma Hucy morpebHe cBe mepmyranmje ckymna {1,2,...,n}, Beh camo ompebhen 6poj
mepMyTanyja, Koje MpuToM 330B0sbaBajy oapehen Tum ycioBa. Ha mpumep, morpebHo je mahu cee
nepmyramuje ckyna {1, 2, 3, 4} y kojuma 1 nperxonu 3, 2 nperxoau 3, 3 nperxonu 4. Pememe je
caemeNux meT mepMyTaIyja:

1234, 1243, 2134, 2143, 2413

OBo je mpumep mpobyieMa MmonosowKo2 COpmuparba. Y OIIMITEM CJIy4ajy, TOMOJOIIKO COPTHPAHE
[10/IPa3yMeBa HAJIAXKeHhe CBUX IIePMYTalnja KOje 330BO/baBAjy M YCJIOBA OOJIHUKA T1 < Y1, ..., Ty <
Ym, T/l€ T < Yy 3HAUN Ja T TPETXOAu y y mepMmyTaruju. IIpobiem je mo3naT jorm u 1Mo Ha3WBOM
npobaem auneaphoz yeneorchasarsa (ene. linear embedding problem), jep ce objektu pehajy y sunujy
TaKO & 33I0BOJbaBAjy OJpeheH mopemak y CKJIOMy Heke pesnarmje. [Ipobiem ce moxke medunucatn
I Tako Ja Ce TPaxkKyh CaMO jeaHa oI CBHX n! mepMmyTaluja Koje 3a0BOJbaBajy JaTe yCJIOBE, HJIH
CBe IepMyTalje Koje 3a/10BosbaBajy gare yciaose. OBO ce MOXKe mocMaTpard U Kao rpad - ycioBu
onpebyjy rpane, a 6pojen {1,2,...,n} uBopoBe, U MOTPeGHO je Tomosomm coptupaT rpad. Opa
TadKa ce 0aBW MPOHAJIAXKEIHEM CBUX MEpMyTalnja Koje 3310B0/baBajy mare ycaose. Crora ce y 0BOj
TA4YKU IIPETIIOCTABIbA /14 Cy €JIEMEHTH & U Y Ha KOjuMa cy pesaiuje nedunucane e 6pojesu nzmehy
lun,uajex <yxagron je x < y. Kaga To Huje ciaydaj, eJleMeHTH Ce MOTY MPEMMEHOBATH IIPE
yJIacKa y aJFOPUTAM TAKO [Ja 33/10BOJbABA]Yy OBE YCJIOBE.

[Ipobsiem TOMIOIIOMIKOr COPTUPAHA CE MOKE IIOCMATPATH U KAO IIPOOJIEM M€HEPHUCAHA CBUX IEPMY TALM]a
ca moHapsbareM. Ha npnmep, nmepmyranuje ckyna {1,2,...,8} makse ga je:

1<2, 2<3, 3<4, 67, 7<8

eKBUBAJIEHTHe Cy MepMyTalnjaMa ca moHamibamweM ckyma {1, 1, 1, 1, 2, 3, 3, 3}, jep ce {1,2,3,4}
Mozke mpecankaTi y 1, 5y 2, a {6, 7, 8} y 3. 3a nmepmyranuje ca MOHAB/bAmHEM MOXKE C€ HCKOPUCTHTH
asropuTam JI u3 tauke 2.1.1, a joir jean aaropuram Koju ce DaBu mpo0IeMOM TeHepHCarha EPMY TAIII]a,
ca MOHABJHAILEM, OJHOCHO MPOBIEMOM TOIIOJOIIKOT COPTUpamha, je Tema cienehe radke.

2.1.15 Auaropuram B - mpoHa/sakeme CBUX TOHOJIOHIKUX ypehema

Enement x nperxom y y nepMyTaluji aq...G, aKO U CaMO aKO G/ < Gy/ y WHBEP3HO] HEPMYTaIlHjn
ai/...ap!. Hapenmm anropmram Hastasw Taxkohe m cBe mepMmyTamuje ail...a,/ Takse ma je aj/ < ai/
kaja je j < k. Ilpumep oBakse penamuje cy Janzosu mabaou (enz. Young tableau). Janros tabio
je ypebheme ckyna {1,2,...,n} y npaBoyraony rabeiy, Tako a y CBAKOM D€y BPEIHOCTU PACTy Ca
JIeBa HA JECHO, M Y CBAKOj KOJIOHW BPEIHOCTHU PACTy 0703ro Ha mose. IIpobiem renepucama cBux 3
X 3 JanroBux Tabsi0a €KBUBAJIEHTAH j€ HAJIAYXKEHY CBUX G1/...09/ TAKBUX [1a:

arl < agl <azl, a4l <asl <agl, a7 <agl < agl, (2 13)
arl < agl < arl, ayl < as! < agl, asl < agl < agl, ’

¥ OBO je moceOHA BPCTa TOIOJIOMIKOI COPTUPADHA.

Jpyru npumep mpobieMa TOTIOJIONTKOT COPTHParha je TpoHaIayKeme CBUX HAYMHA, /1A Ce O] eleMeHaTa

{1,2,...,2n} Hampasu n maposa. 3a 0BO mOCTOju TadHo (2n—1)(2n—2)--- (1) = (2n)!/2"n! nauuna,

OJIHOCHO TO Cy TE€pMyTalyje Koje 3aJ0B0JbaBajy ciaemehu cCKym ycioBa:

arl < agl, azl < aql, ..., Gop—1! < agn/, ap! <agl <--- < agp-1/.
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Ausropuram Koju cupoBoau Tonosomko coprupatbe ocmucmuiu ¢y W. JI. Bepox (Y. L. Varol) u
. Porem (D. Rotem) [15]. Awnasoran je meromy mpoctux 3amena (rauka 2.1.3). Wneja je ma ce
MPETTIOCTAaB! [J[a MOCTOjM HAYMH 3a TOMOJOMKO ypeheme ckyma {1,...,n — 1}, Tako na mepmyranuje
aj...0np—1 33J0BOJHABAJY CBE yCJIOBE KOjU HE YKJBYUY]y M. YKOJIUKO je TO Ta49HO, N Ce J0/aje Ha
nocrojehy memy 6e3 Memama PeJaTUBHOr Peaociena: IPBO ce N I0Ja Ha Kpaj TaKo 13 ce maodmje
a1...Qp—1M,  OHJIA CE M IOMEPA JIEBO 33 jeTHO MECTO CBe JIOK Cy 3a/I0BOJbEHH yCIoBH 3a T0. [lceymokosn,
aJICOPUTMA je y HACTaBKY.

Agropuram 2.1.11. B (Aazopumam 3a nponasadicerve c6UT MONOAOWKUT ypeheroa)

Yaa3: Peaauuja < na ckyny {1,...,n}, ca ceojemsom da x < y umnavyupa x < y (nejednarocm,).
H3sna3: Cee nepmymayuje ai...a, U HUL0BU UHBEP3YU a1/l...a,! Ca c80jcMEOM 04 je a;l < ag! xad
200 je j < k

Hanomena: 3602 jednocmasrnocmu npemnocmagna ce da je ag =0 u 0 <k 3a 1 < k <n.

begin

(1) for 0 < j <n do [Hnuyujarusayujal

(2) aj<j

(3)  ajl<j

(4) PosetiPermutaciju a [Oburasar nepmymayuge ay...a, |
(5) PosetiPermutaciju a! [Oburaszar nepmymayuje ayl...an! |
(6) k<<n

(7) while true do

(8)  while true do

(9) J o ag!

(10) [+ aj—1

(11) if | <k [Ha au k moorce da ce nomepu neso?]

(12) break

(18) else [k moorce da ce nomepu aeso, ymarousare k|

(14) aj 1 — k

(15) aj < l

(16) ar! %] —1

(1 7) ayl < ]

(18) PosetiPermutaciju a [Obuaasax nepmymayuje ay...a, |
(19) PosetiPermutaciju o/ [Obusasax nepmymayuje arl...a,! |
(20) k<« n

(21) while j < k [k ne moorce da ce nomepu aeso, epafiarve dechol
(22) [+ aj41

(23) ;<1
(%)  arj
(25)  jej+1
(26) apl < k

(27)  ap <+ ap!
(28) ke k-1

(29) if k>0

(30) continue [TTokywaj nonoso ca ymarvenom epednowhy kf
(81) exit

end

VKOIMKO ce MHBEP3HA MEPMYTAIUja, a1/...a9/ Hamuiie y ciaegaehiem obuKy:

29



[T |
LS U!-zlfil-}
Hor T
l:’I-_l l:'!-:rl'i-rj

P
Qe gl

upumenom ajiropurma B na npobisem Janrosux rtabsioa Besuuune 3x3 (pesauuje (2.13)), nobujajy
ce 42 pesymrrara (camka 2.5).

123|123 123|123 (123 (124 (124 (124|124 ||124[|125|[125| (125|125
456 | |45T| |455 | (46T | [463| |356| [35T||358 (36T ||368(|306T||3658||346| (347
THO||GRO| [GTO]| 580|570 [TE0] |GG |6GT0) [580[]|570] 480 (479|780 (G20

125 (126) 126G {127 (126G] |126| (127|134 ({134 | (134[|134[|134| 135|135
B4R | 34T (348|348 |35T| |358| |358 | |256 | (25T | [258]|267|| 2658 |267 | |268
GTO| 580 (579 (560 |480] 470|460 |70 (G580 [6TD]|580||570] 489470

145 || 145( |135(|1356] (135 (136|136 | (137|136 ||13G||137|[146| (146 (147
20T || 268|246 |247||248| (247 || 245 | |245| |257T[|258||258| [257||258|[258
JE0| [ 3TO| [TEO)|GE0| |67 (585|579 |560) [450(]470] [465] 380|379 (36D

Cummaka 2.5: Janrosu tabsion Benyune 3x3

Hexa je t,. 6poj Tonosomkux ypeljema 3a Koja BaxKn 1a je n—1 eleMeHaTa y CBOjoj IOYeTHO] MO3UIIHjI
a; = j 3ar < j <n. ExBuBanentHo Towme, t, je 6poj Tonosomkux ypehema a;...a, ckyma {1,...,r}
KaJa ce WTHOPHUIINY pejalnyje Koje yKbydyjy ememente Behe ox r. Tama ce y amropurmy B kopak
obmacka mepMyTanyje a U HeHor WHBep3a u3Bpiiasa N mnyra, a jguauje 9-11 uzspmrasajy M myra,
re cy:

M=t,+ - +t,u N=t,.

Jluauje 14-17 u nerspa u3 aunuje 21 ce uzspmanajy N — 1 nyra, a muauje 26-30 M — N + 1 myra.
OnaBne ciaenu Jia je yKynHO BpeMe U3BPIIABAA, AJTOPUTMA JinHeapHa kombunanwmja M, N u n.
MebhyTum, MOXKe ce JeCUTH Ja je TOYeTHO MPENMEHOBAE U3BPIINEeHO Tako 13 je M muoro Behie om N.
Ha nmpumep, cieaehn npobsieM TOMOJIOMKOT COPTUPAA, CE MOXKE DEIUTH HA B HAYUHA. Y KOJIMKO
cy ycsioBu anmroputma caenehn:

2<3, 3<4, ., n—1<n,

rama jet; = j3al <j<n uM=(n?>+n)/2,N =n, mro Boou 10 KBaJpaTHE CIOKEHOCTH
anropuTMa. MeljyTuM, YKOINKO ce M3BPINU NPEMMEHOBAIE eIeMEHATA, UCTH YCIOBH Ce MOTY HAIIUCATH
OBaKO:

1<2, 2<3, 3<4, ..., n—2<n-—1,

M je taga 2N — 1 =2n — 1.
Nnax, ysek je Mmoryhe ypaJuTu TOUETHO TPENMEHOBARE eJleMeHaTa TaKo 113 ce, y3 61ary MomuduKaImjy
anropurma B, maby csa rononomka ypehemwa y Bpemeny O(N + n).
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2.2 T'enepucame cBUX KOMOMHAIMIja

2.2.1 VYBog

Mmuoru aytopm ce ciaxky Ja Cy Y KOMOWHATOPHOj MaTeMaTuim cieneha HajomTHWja CTBAp TOCTeE
mepMyTanyja kKomounaimje. OBO MOTIaB/be MPEICTAB/BA MET HAJBAXKHUJUX AJITOPUTAMA, 38 TEHEPUCATHE
KOMOUHAIM]a.

Kombunarmuje ce Mory mpencraBuTH HA BUIE HAYUHA, & OCHM TOTA CY W €KBUBAJEHTHE MHOTHUM
ApyruM KOHGUTypalujaMa, CTora ce npBa TavKa OBOT IOIJIaB/ha OABU PA3HUM HAYMHUMA IIPE/ICTAB/bAIHA
komOmHamuja. Hakon Tora cimeam, Kao m y Caydajy mnepMmyTarija, OCHOBHH W HajjeTHOCTABHU)U
HAUYWH 34 T€HEPUCAHe KOMOWHAINjA - AJITOPUTAM KOju KOMOWHAIMje TEHEPHIIE y JEKCUKOrPADCKOM
noperky (asropuram JI). YHanpelena u caMum TUM HEIITO CJI0XKEHU]a BEP3Kja OBOT aJIFOPUTMA YUHU
Hapennu aaropuram - T, Koju je Tema Tadke 2.2.4. Jla ce mporec reHeprcama CBUX KOMOWHAIIH]a
MOXKe ITOCMATPATH KAO IMPOIEC OOMIaKemha CIeInjaaHe BpcTe cTabia - burnomHoz crabia, TOKa3aHO
je y Tauku 2.2.5. Bunomna crabna ce mory ynorpebuTu u 3a npobiieM Iymhema PaHia, IITo je,
3ajeHO Cca aJIrOpUTMOM 33 Mymeme panmna @, rakohe mokasamo y oBoj tauku. Hapemana Tauka 2.2.6
MOKa3yje MHKPEMEHTAJIHY METOIy TeHepucama KOMOWHAIMjA - Ie je OCHOBHA WIeja Ja Ce HAPEIHA
mepMyTaIyja reHepullle MUHUMAJIHO Memajyhu mperxoady. AJjiropuraM 3a OBO je ajaropurtam P.
[Tocnenma Tauka 2.2.7 pa3marpa OBy uzejy ayodsbe, neduHUIIEe TOMO2EHE U CKOPO CABPULEHE CEKBEHIIE
KOMOWHAIKja, U /1aje aJTOPUTAM 3a IbUXOBO T€HEPHUCAIHE.
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2.2.2 HauyuHn npeacTtaB/bamkba KOMOMHAIIIja

t-KombUHGUUJG O M eJeMeHaTa je MOACKYyT n30opa BejwdwHe ¢ u3 ckymna Bequuwnne n. [locToju (’t‘)
Ha'MHA J1a ce n3abepe Takas MOACKyI. Buparmbe ¢ o1 n ejeMeHaTa eKBUBAJIEHTHO je U300py s = n —t
0/l N eJleMeHaTa. 3aTo Ce y HACTABKY (-KOMOuHanuje 30By jour u (s, t)-kombunaimje, rie je

n=s+t

IMocroju Buine HauMHA 3a IIpeCcTaBbame (8, t)-kombunanmja. Isa HajéutHuja cy ga ce Habpoje camo
WHIEKCH t n3a0paHuX eJIeMeHaTa: Ci...C1, & APYTU je OWHAPHYW CTPHUHT p_1 - .. 0100 CA t JeIUHUATA
u s Hyna, y kome 1 o3HauaBa 1a je egemenT w3abpan a 0 1a Huje, ma BaXKu:

p—1+---+a1+a =t

[Ipsa penpesenraiyja je norogna Kajga cy eaementu dianosu ckyna {0,1,2,...,n — 1} u kaza ce
nopebhajy y omazajyheM moperky, Tako a je:

n>c>--->co>c, >0 (2.14)

OsBe 1Be HOTaIWje oBe3ane cy Ha ciaefehn HadwH:

n—1

27 o 2% 427 = a2 = (an—1...a0)2 (2.15)
k=0

Ocuwm oBe 1Be permpeseHTalje KoOMOUHAIM]ja, mOCcToje u apyre. Tako je moryhe mabpojaru mo3uriuje
s Hyna by . ..byby M3 GUHAPHOT CTPUHTA Up_1 ... G100, TOE je:

n>bg>--->by>b >0.

Kombunaruje cy 6urne u 3060r TOra jep Cy €eKBHBAJIEHTHE MHOTMM JApyruM KoHdwurypamujama. Ha
npuMep, cBaka (S,t)-KoMOMHAIMja OAroBapa KOMOMHAIMIM Ca TMOHABJbAeM Tie ce o7 s + 1 Gupa t
ememenara. OBa koMOWHAIMja O3HAYABA Ce €A dy . ..dsdy, M BAXKM:

§>dp > >dy>dy >0, (2.16)
Baxu na d; . ..dad; 3amoBosbaBa (2.16) ako u camo ako ¢ . . . cecy 3an0Bosbasa (2.14), rue je:
cc=di+t—1, ..., co=do+1, ¢ =d;.

ITocroju jorn jemna Be3a mu3melhy KOMOWHAIMja Ca MOHAB/HAKBEM W OOMYHKX KOoMOmHAmuja. Hawwme,
Mory jsa ce geduHHAITYy OpOjeBH:
cj,akojec; < s

e; = /
7 €c;—s;AKO j& Cj > 8

3a oBy bopMy BaxKu Jia je HAZCKYT {e1, €a, . .., e:} jemHak {c1, ca, ..., ¢} KO M caMo ako je {e1,ea,...,e:}
CKYTI.

Ocum oBora, cBaka (s,t)-koMGuHanuja oarosapa pasJaramy n + 1 ofjekara y t nesoBa, OIHOCHO
MOKE Ce IPEJICTaBUTH Kao ypehena cyma:

n+l=p+-+pi+po, pt,---,p1,p0 = L. (2.17)

Ogo ce mosesyje ca (2.14) mpeko:

Pt =MN—Cy Pt—1=C —C1, ..., p1 =C3 —C1, pop =c1 + 1.
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ExBUBaJIeHTHO, aKO Ce yBeZe CMeHa: ¢; = p; — 1, Baxku:
s=q+...+q + qo, Qt7~-~7Q1aQO207 (2]‘8)

IITO TIPEJICTaB/ba pa3jarambe § ejgemMenara y ¢ + 1 HempasHuX CKymoBa, Koja ce mosesyje ca (2.16)
IIPEKO:
g=s—dy, o1 =dy —di—1, ..., g1 =do2 — di, qo = di.

Csakoj (s, t)-koMObuHALUjU OArOBapa U LyT JAyKUHE S+ ¢ KPO3 MPexKy JUMeH3uja S X €, KOju CaJpKu
S BEPTUKAJHUX U { XOPU3OHTAJHUX KOPAKA.

Ceux ocaMm HAYMHA HA KOjU C€ KOMOWHAIIMjE€ MOTY MOCMATPATH MPUKA3AHO je Ha ciaulu 2.6, 33 s =
t=3.

CES Ly el pilpdl g tdpy lr-'_:l!‘.l-ull!‘ﬂ [ANT ST A] I'::H{-__:-!.Irl [E T = | [ERY L &3 W] LAt LY Yl |Ji|.|.h
00111 543 210 0] 210 4111 S000 E
ol 512 300 [0 310 3211 2000 i
00101 541 320 L1 40 3121 20111} B
DL 110 540 321 111 321 G112 20001 &
L0011 542 110p 20 01 2311 L2000 H
Dino 531 120 210 020 222 L1110 B
D110 530 121 211 121 2212 L1011 B
011001 521 130 220 (IE] 2131 L2 H
U1 L0l 520 131 221 131 2122 Lt H
011100 510 132 222 242 2113 1002 H
I 132 510 A0 | 10 1411 (35000 .ﬁ
1M1 101 131 530 410 H) 321 214 i)
L0110 130 521 311 a4 1412 201 12}
L0101 121 540 320 ERTY 1241 OL20 H
100 120 531 321 331 | 222 il B
1041 106 110 532 422 A 1213 0L i
110001 321 540 240 (iIEH] 1141 iR B
1L 320 541 341 111 1142 21 B
1110 310 542 312 222 123 12 Ed
1110060 210 543 433 493 1114 Hlis! Ed

Ciuka 2.6: (3,3)-koMOUHAIM]e U HUXOBU €KBHBAJICHTH
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2.2.3 Jlekcukorpadcko reHepucame KoMOnHaIuja u ajaropuram Jl

Kao m y caywajy mepmyranmja, W OBJe je HajjeTHOCTABHUJjU W HAJUHTYUTHBHUjH AJTOPUTAM 32
TEHEPHUCAHE AJITOPUTAM KOjU KOMOWHAIMje reHepuine y jekcukorpadckom noperky. Kako je caka
(s, t)-xombuHaLMja jeiHAKA IIEPMYTAIMjHU Ca IIOHABbabeM ckyna {s-0,¢-1}, 3a renepucame KombuHanuja
y OCHOBHOj (DOPMH Gyy_1 . . . 1G9 MOXKE Ce UCKOPUCTUTHU JIEKCUKOIPAGCKU AJTOPUTAM 33 T€HEPUCAIHE
uepmyranuja (1 nepmyranuja ca noxassparem) uz 2.1.1. Mefyrum, obuuno je norognuja dopma 3a
IPEICTABbahe KOMOWHAIIN]a, APYTA OCHOBHA (DOPMA, - ¢t . . . C2C1, TIPE CBEra 300T KOMITAKTHOCTH Ka/1a
je t majo y onnocy ua n. HajjemHocTaBHMju ajaropuraMm 3a r€HEPHUCAHE€ KOMOWHAINjA y O0BOj (hopmu
MOZKe Ce MPUMEHHUTH YKOJIHMKO je ¢ Beoma Maym Gpoj, a TO je HCKOPUCTUTHU ¢ yrHEeXKIeHuX mersbu. Ha
npumep, 3a t = 3, OCHOBHH AJIFOPUTAM U3TJIe/Ia OBAKO:

begin
Bac3=2,3,...,n—1 ypaau:
Baco=1,2,...,c3 — 1 ypaau:
Bac; =0,1,...,¢0 — 1 ypaau:
ITocern KOMOHHALIH]Y C3C2Cq.
end

Mebhytum, ka1 je ¢ TpOMEHJbUB, UJIN HYje BEOMa MaJIi, OCHOBHU aJITOPUTAM 33 F€HEPUCAFHE TEPMY TAIH]ja
y JIEKCUKOIPA(CKOM MOPETKY ce a00uja mpemMa PerenTy 3a TeHepucame OMI0 Koje KOMOMHATOPCHE
cxeMe a KOju je cmoMeHyT n y 2.1.1: nahm HajaecHHju eneMeHT ¢; Koju MoXe 7ia ce yseha, a OTOM
LIOCTABUTU €JIEMEHTE Cj_1 ...C1 Ha HajMame Moryhe speanocru. AjiropuraM Koju ciaeiu jobujer je
Ha Taj HAYWH.

Augropuram 2.2.1. JI (Jlexcurozpagdcre wombunayuje) - Anzopumam zenepuwe cee t-Kombunayuje

¢t -..cocy nbpojesa {0,1,...,n—1}, zan >t >0 y aexcukozpadcrom nopemgy.
Yaasz: 6pojesun ut,n>t>0
Hsanas: cee t-xombunayuge c; . .. cacy n 6pojesa {0,1,...,n— 1}.

Hanomena: Jlodamue npomenmsuse Ciy1 U Crpo CE KOPUCTE KGO 2PAHUYUE NPUAUKOM 2EHEPUCAHHA.
begin

(1) for 1< j<t

(2) Cj —j—1

(3) cip1 4 1n,cip2 0

(4) while true do

(5)  Ispisi kombinaciju c; . ..coc1 [Henue xombunayuge/
(6)  j+ 1 [Hanaocerve jJ

(7) while Cj + 1= Ci+1 do

(9) if j >t then

(10) exit [Hema napedne xombunayuge/
(11) c¢j < c¢j + 1 [Veehasare jf

end

HajcmoxeHnju KOpak OBOI aJTOPUTMA - HaJIaXKembe BpeJHocTH j (nuHHje 6 - 8) mocTaBmba ¢; HA
J — 1 oaMax HaKOH ToceTe KOMOMHAIM]H 3a KOjy BAXKM Cj41 = C1 + J, 1 OpOj OBaKBUX KOMOMWHAIIN]a,
jenHak je Opojy pelnema HejeTHAKOCTH

n>cg > > Citl Z]
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Bpesmoct opor uspasa jeamaka je 6pojy (t — j)-xombunarmja ox n — j objekara {n—1,...,;j}, na ce
Joznena c; < j — 1 memmasa TaqHO (?:jj) myta. Cymupajyhu 3a 1 < j <t mobuja ce mga ce merjba u3
JIHAja 7-8 W3BPIIaBa TATHO

(o) (o) () =)+ () e ()= (1)

IIyTa yKYIIHO, OZHOCHO y IIPOCEKY:
n n
=t 1
(S+ 1)/@ Js+1)

myTta mo noceru kombunanmje. Kama je t < s oBaj 0poj je mamu of 1, na je asropuram eduKacaH.
Mebhytum, Kazga je ¢t 6im3y n, OBa BPEIHOCT je BEOMAa BEJIMKA I1a, aJITOPUTAM TOCTaje HeeduKacaH.
Nnax, anropuraM ce MOXKe yHampe uTH. Jlemasa ce Ja anrOpUTaM MOHEK, PaIu J0Aedy ¢j < j—1
Hecriorpebno, Kaja je ¢; seh jemmako j — 1. Humje yBek morpebnO TpazkuTu cieselly BpeJHOCT j Kpo3
eT/by jep ce OHa MOXKe 3aKJbYUUTH U3 MPETXOAHUX aknuja. Ha mpumep, HaKOH mITO je ¢4 yBehan u
c3CoCy ce TocTaBe Ha moveTHe BpeaHoctu 2 1 0, akiuja Koja ciaenu je mosehaBame cz3. OBa aHamm3a
Boau 110 yHanpehene Bep3uje anmropurma JI koja caemu.

2.2.4 Augroputam T

Agropuram 2.2.2. T (Vuanpeliene aexcuxozpadcke xwombunayuje) - Osaj arzopumam zenepue
cee t-Kombunayuge c; . ..cac1 n bpojesa {0,1,...,n—1}, 3an >t > 0.

Yaa3z: 6pojesun ut,n>t>0

H3na3: cse t-xombunayuge c; . .. cacy n 6pojesa {0,1,...,n— 1}.

Hanomena: 360z jednocmasHocmu ce npemnocmasna da jet < n

begin

for 1 < j <t [Hnuyujarusayujal
Cj (*‘] -1
Ci41 My Ceq2 < 0,5 &
while true do
Ispisi kombinaciju ¢t . .. cacy [Henuce xombunayugef
while j > 0 do
T Jcj—x,jj—1
Ispisi kombinaciju c; . .. cacy
while ¢; +1 < ¢y do
cp=c +1
Ispisi kombinaciju ¢y . . . cacq
while j > 0 do
T4 gz, 5—1
Ispisi kombinaciju c; . . . cacy
j 2
¢j—1 ¢ Jj—2,x < ¢; + 1 [Hanaorcere jJ
while z = ¢j 11
Jj+lci1+j—2,x4c¢;+1
if j >t then
exit [Hema napedne xombunayuje/
¢j < x,j < j — 1 [llosehasarse j]
end
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Asropurmu JI u T kopucre napamerap n caMo y MOYeTHOM KOPAKy WHUIMjATIU3AIHje, CTOra Ce
OHU MOTY MOCMATPATH KAO AJTOPUTMHU 33 TeHEpPUCAe OECKOHAUHE JINCTEe KOMOWHAIIN]a KOja 3aBUCH
camo ozx t. Pasyior 3a 0BO je mITO ce KOpUCTH JIEKCHKOTpAMCKU MOpesak Ha Omaaajyfiioj cexkBeHIm
Ct ... CoC1, ITO OMOryhaBa Ja JIUCTa MPBUX N+ 1 KOMOWHAIN]a TOYUEHE JTUCTOM IPBUX 7 KOMOWHAIH]A.
Anropurmu JI u T umajy jorn jeHO KOPUCHO CBOjCTBO, U3PAYKEHO y ciemehoj Teopemu.

Teopema 2.2.3. Kombumnayuja c; . ..cocy je nocehena naxon wmo je noceheno mauno:

() (2) (%)

Opy2ux KombuHayuja.
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2.2.5 DBwunomna crabja u aaropuram P

Qamvunuja crabana, aedunucana ca:

3a n > 0, mpy»ka I0JaTaH MOrJIe HA MpobyieM reHepucama mepmytamuja. Cradmno T, je caduurbeHo
on crabna 1,1 u jom jeaue komuje crabmna 1,_1. Crora crabmo T, uma 2" usopoBa. Bpoj uBopoBa
crabia Ha HHUBOY t je OMHOMHH KOe(HUIIHjeHT (?), orymga uMme ouromma cmabaa. Hwuz ozmaka o
KOpEHA JI0 IPOU3BOJHHOT YBOPA HA HUBOY t MPEJCTaB/ba KOMOMHAIH]Y C; . . . C1, & CBe KOMOMHAIHjE ce
110jaBJbY]y Y JEKCUKOrpaCKOM HOPETKY, ca JeBa Ha pecHo. Crora ce anropurmu JI u T u3 nperxonme
TauyKe MOTY MOCMATPATH ¥ KA0 HAYMHU OOMJIACKA YBOPOBA HA HUBOY t GuHoMHOTr crabmia T,.

Bunomno crabsio Ty

Jenna o nmpumena buHOMHEX cTabasa je mpobJieM makoBama panna. O gaTux n enemMenara,
ca TERUHAMA Wy_1, .- ., W1, W0, 38 KOj& BAXKU:

Wp—1 2 -+ 2 W1 2 W
morpebHO je renepucaru cBe OMHAPHE BEKTOPE Uy _1 . .. 0100 TAKBE JIA:

4 W= Ap1Wp_1+ -+ arw; + agwg < N

re je N kananurer panna. OBaj 3aXTeB €eKBUBAJIEHTAH je 3aXTEBY 33 T€HEPHUCAHE CBUX MOCKYTOBa, C'
ckyma {0,1,...,n — 1} raxsux ga je w(C) = > .o we < N, TAaKO3BAHAX 0CMGEAPUGUT TIOJCKYTIOBA.
OcTBapuB TOJACKYIN ce O3HAYABA CA Cp...C, DAe je ¢ > -+ > ¢ > 0, 0OpHYTO KOHBEHIWjU W3
nperxonne Tagke. CBaku OCTBAPUB MOACKYI OAroBapa docmustcHom 9Bopy y crabmy T, u numb je
TTOCETUTH CBAKW JOCTHUXKAH YBOP. AJIropuTaM KOju Caeayu MMIUIMIIMTHO O0MIa3u 4Bopore crabmaa T,
pezoceioM sesu-kopen-decru. OTal 1 IeBH OpaT CBAKOT TOCTHXKHOT YBOPA CY TOCTHXKHHU IBOPOBH,
a aJIropuTaM Ipeckade nozcrabdia Koja Hucy gocrukua. Ejgement ¢ > 0 ce ctaBsba y paHal] akO MOXKe
Jla cTaHe, HAKOH INTO cy rmocehienn CBU eeMeHTr KOju yMEeCTO hera yKibydyjy emement ¢ — 1. Bpeme
paza aJropurMa je IpoIOpIUuOHaIHO Opojy KoMOuHanuja Koje ce obuiase. AjropuraM Huje IOroaaH
3a pelnaBarmbe KJIACHYHOI IPOo0JeMa Iyihema PaHl@d, jep pa3marpa cBe Moryhe HaduHe 33 IyHermhe
paHIa 3a 33JaTH KalalyuTeT, TOK KJIACHYHU MPOOJIEM TPaKu caMo jelHy KOMOWHAIM]y eJleMeHaTa
KOja MaKCUMHU3yje MOMYHEeHOCT PAHIIA.
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Agropuram 2.2.4. @ (IIyrwerwe panuya). Aazopumam zeHepuwe c6e HAYUHE Cq ...C; 3G NYHEHE
panya, 3a dame MeNCUHE Wy_1 ... wWiWo U kKanayumem N.

Yaa3: Hus meostcuna wy—1 ... wo, kKanayumem parye N

HU3na3: Ceu mozyhu navwunu 3a nyrerse panya, npedcmasnsent HuU30M UHIEKCa eAEMEHANACT . . . Ct
Hanomena: Anrzopumam xopucmu dodamuu Hu3 pasasuxa y mescunama 05, §; = wj — wj_1, 36
1<j5<n.

begin

for 1 < j < n [Hnuyujasusayujaf
(Sj — W — Wji—1
t < 0,co < n,r + N [Anuyujesusayujal
Ispis cica ... ¢t [Kombunayuja kopucmu N — 1 jedunuya kanayumemal
while ¢; > 0 and r > wy do [[loxywaj dodasarwa nyamoz eremenmal
t—t+1,c, 0,77 —wp
Ispis cico ... ¢t
while true do
ift=0
exit [Hema napedne xombunayuje/
while ¢;_1 > ¢; + 1 and r > 6,41 then [[loxywaj ysehara cif
et e+ 1,r 1 =90, [Hodasare caecdehez esemenma na nosuyujy t
U YMAHUBAHE KANAUUMEMA 36 6PETHOCT Hhez06e medcune |
Ispis cico ... ¢y
while ¢; > 0 and r > wg do [[okywaj dodasarsa nyamoez eaemenmal
t—t+1,c, 0,77 —wp
Ispis cica ... ¢
ift=0
exit [Hema napedne xombunayuge/
r=r4+w,,t=1—1 [VEiarare eaemenma ci]
end
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2.2.6 I'pejoB koxm y xkombuHanujama u ajropuram P

YecTo ce o1 aaropuTMa 3a TeHepUCamhe KOMOMHAIIN]A, 3aXTEBa, 14 TEHEPUIe KOMOMHAIIN]e TaKO /13, C&
JIBE y3aCTOIHe KOMOUHAIMje pa3InKyjy MunumMaJao. IlpuMep oBora je aszopumam o0pmMHUL 6pama:
u3mely nBe cobe ce Hamaze oOpTHA Bpara. ¥ IPBOj cobm ce Hamasm s byau a y apyroj t. Kax rox
Heko usale u3 jenue cobe u npebhe y apyry, ocoba uz apyre cobe uzahe (u upehe y upsy). Ja su je
moryh Hm3 Tpena3aka Takap Ja ce CBaka (s,t)- komOunanmmja japu camo jeanom? Ucnocrapmba ce na
TOCTOj ¥ BUIIE TAKBUX HI30BA, & jeJaH O/ WX, KOjU je OBJIe W3JI0KeH, KOpucTu ' pejoB OMHApHU KOJI.
I'pejos 6unapru kod je ypeheme OMHApPHUX CTPUHIOBA KOje JIMCTA, CBUX 2" OMHADHUX CTPUHTOBA
JIy?KUHE 1 TAKO JIa Ce CBAKAa, B CyCeIHA CTPHUHTA PA3NHUKYjy y camo jeanom outy. HajjeamocTaBuumju
I'pejoB ko, T3B. OmHapHHU pediekToBanu ['pejoB Koz, MOXKe ce HHAYKTUBHO aAepuHACATH HA caeaehn
Hauun [1]:

T'p=¢

2.19

[pyq =0T, 1TE, (2.19)
€ o3nadasa npasan crpunr, 01, o3nagasa Gumapuu crpunr I, ca npedukcom 0, a 1T'F osnagasa
cexBeHIly [, y peBepcHOM MOperKy ca mpedukcoMm 1 ucmpes CBaKOT CTPUHTA.

VKOJIMKO Ce MOCMATPajy CBU N-OMTHU CTPUHTOBHU Gy _1 ...aA10¢ Y MOpeTky I'pejoBor GuHapHOT
KO/1a, 1 oabepy caMo OHM KOju MMajy S HyJa u t jeauHurnia, pesyaryjyhu crpuarosu hpopMupajy kod
obpmrux epama, uiu I'pejos Kod obpmuuz epama.

Ha npuwmep, 3a s =t = 3 kombunanuje y I'pejosom nopemxy obpmuuzr epama I's3 usriemajy oBako:

000111 011010 110001 101010
001101 011100 110010 101100
001110 010101 110100 100101 (2.20)
001011 010110 111000 100110
011001 010011 101001 100011

I'23 ce HaTa3m y mpBe ABe KOJIOHE OBOT Hu3a. IIpBu enemMeHT ce mobuja o MOCaeaber je THIM OKPETOM
spara. Kana ce (2.20) nauuuie y uHIEKCHO] HOTALM]U C3C2C1, OCOOMHA OBOI HU3a, KOMOUHALU]A BUAM
ce jorr Oosbe:

210 431 540 531
320 432 541 532
321 420 542 520 (2.21)
310 421 543 521
430 410 530 510

IIpBa KOoMITOHEHTA C3 Ce jaBiba y pacTyheMm MOpeTKy. 3a cBaKy (DUCKUPAHY BPEIHOCT C3, BPEIHOCTH Co
ce jaBipajy y onagajyhem moperky. 3a GUKCHE BPEIHOCTH C3Co BPEIHOCTH €1 C€ jaBbajy y pacryhem
mopeTKky. ¥ OIMINTeM CJyd4ajy, Baxku ga ce y I'pejoBom moperky oOpTHHX BpaTa CBE KOMOWHAIMje
Ct . ..CoC1 TIOJABIBY]Y V JEKCHKOrpadCKOM IOPETKy anrepHupajyhe ceKBeHiie:

(ct,fct_l,ct_g,...,(fl)tflcl) (2.22)

Cnenehu anropuraM reHepuilie KOMOMHAIM]E Y HABEAECHOM JIEKCUKOTrpadCckoM mopeTky (2.22).
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Agropuram 2.2.5. R (Aazopumam o6pmuuz épama) - 06aj aszopumanm zenepuuie cee t-kombunayuje
¢t...coc1 exyna {0,1,... ,n—1} y aexcuroepagdcrom nopemxy aameprupajyhe cexeenue, 3an >t >
1. Aszopumam ce 00maxr nocie uUHUYUJGAUIAUUTE 2PaHG, Y 3G8UCHOCTUY 00 Moza da AU je t napan
UAY HENAPAH.

Yaas: 6pojesun it,n>t>1

H3na3: cee t-xombunayuje c; ...cocy ckyna {0,1,...,n —1}.
begin
for 1 < j <t [Hnuyujaruszayujal
Cj j -1
Cty1 <M

if t je neparan then [Iloceban mox yrxoauxro je t nenapan]
while true do
Ispisi kombinaciju c; . .. coc; [Obunasax xombunayujel
[Kada ¢1 u co nucy ysacmonnu eaemenmu, yeehiasarem c1 ce dobuja nosa komburayujal
while ¢; +1 < ¢; do
ci4+c+1
Ispisi kombinaciju c; . . . cocy
72
while true do
[Mloxywaj cmarvusarva c; - y o6om mpewymsy je c; = c;—1 + 1/
if ¢; > j then
Cj £ Cj—1,Cj—1 j -2
break
else
j+—j3+1
[Hoxywaj ysehiasarva c;f
if ¢; +1 < c¢j41 then
Cj—1 <— Cj,Cj $— Cj —+ 1
break
else
j+—j3+1
if j <t then
continue [jow nucy nocehiene cee Kombunayuje, nonasma ce npouec ca ysehanum jJ
else
exit [Hema napedne xombunayuje, cee xombunayuje cy nocehenel
else
[racmasax na caedehofj ecmpanu 360z npezaednocmuf

40



while true do [I'pana 3a 2enepucarve xombunayuja yroauxo je t napan]
Ispisi kombinaciju c; . .. cacy
while ¢; > 0 do

cp4c1—1
Ispisi kombinaciju ¢t . . . cacq
j—2

while true do
if ¢; +1 < ¢j41 then
Cj—1 <— Cj, Cj — Cj +1
break
else
j—j+1
if j <t then
if Cj Zj
Cj £ Cj—1,Cj—1 <—j -2
break
else
j—j+1
else
exit [Hema napedue xombunayuje]
end

Agnropuram P uMa 3aHUMJBHBO CBOjCTBO, AHAJIOTHO TeopeMu 2.2.3 Koja BaxKku 3a ajropurme JI u
T uz 2.2.3u 2.2.4:
Kombunarmuja cgcy_1...coc1 mocehyje ce HakoH TavIHO

Ct+1 Ct_1+1 t Cl+1
N = — e -1 —t mod 2
() () e (7
apyrux nocehennx mepmyranuja. OBaksa mpeacraBa 6poja N ce MOXKe TOCMATPATH U KAO PEIPE3EHTAII]a,
N y ,anrepuupajyhem xombunaToproM OpojeBHOM cucremy’. JemHa Of MOCjeaWIa OBOTA je W Ja
CBAaKM MO3UTHUBAH 1e0 Opoj N mMma jeauHCTBEHY perpeseHTtarmjy obmmka N = (a) — (b) + (C), 3a

3 2 1
a >b>c>0. Anropuram P nokasyje kako ce y Tom GpojeBrom cucremy gozgaje 1.

Agaropuram P kombunaimje obuyasu y rtaxo3sauoMm genlexr moperky. Hwus crpunroBa je y genlex
MTOPETKY YKOJIMKO CE€ CBU CTPUHIOBH Ca 3ajeIHUYKNM TIpedUKCOM M0jaBsbyjy y3acronuo. Ha mpumep,

y (2.21), cBe koMbOuHaLUje Koje MOYMIbY ca 53 ce MOojaBibyjy jelHa 10 Apyre.

lemtexc mopemak omoryhasa ga ce CTpUHIOBY IpeacTaBe IOMONy cTabiia, ca MPOU3BOHHUM PEIOCTEI0OM
Jere cBakor usopa. Kasa ce ctabio o0maa3u Tako Ja Ce CBAKH IBOP 0OMIa3u OAMaX IIPe, WA OAMaX
TOCJIe CBOjUX TMTOTOMAKA, CBY YBOPOBH Ca UCTUM TPEMUKCOM Ce TMojaBbyjy y3acromuo. OBo je moromaHo
3a PEKYDP3WBHE AJITOPUTME T€HEPUCATHA.

JIBe y3acromne kKoMmOmHamuje mobujeHe aaropuTMoM P pasnmkyjy y caMo jeJHOM eTeMEHTY, A

ce 9ecTo JelraBa Ja ce IpOMeHe JBa HHJEKCa C;, J1a On ce cadyBao yclIos ¢; > - -+ > c¢1. Ha npumep,
asropuraMm P remepure komOmHanmjy 210, a morom komOuHanmjy 320, a MPUIMKOM Te€HEPUCAhA
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(2.21) oBo Mewame 1Ba uHIEKCa ce Jemasa 9 myra. Asropuram u3z ciegehe rauke nmokasyje Kako J1a
ce OBO yHAIIpeIn.

2.2.7 Xomorene, CKOPO CaBpIIIeHE CEKBeHIle KoMOuHamuja u ajgropuram L1

I'pejoBa cexkBenIa KOMOMHAIINja Ce HA3WBA TOMO2eHA YKOIMKO Memha CaMo jellaH WHIEKC C; Y jelTHOM
kopaky. Kapakrepucruwdna je mo TOMe IITO Ce NMpU T'€HEepUCamy HOBE KOMOWHAIWMjE KOPHUCTE CaMO
tpau3urmje obiuka 10 <+ 0%1, 3a a > 1. Kao unycrpanuja xomoreHe meme MOXKe Ce HCKOPUCTATH
cBUpambe cBUX KoMOuHanuja (akopaa) o t-AMPKU Ha KJIaBUjaTyPU Ol 1 IUPKH, Mewajyfiu camo jenan
LPCT 3a CBUPabe HapejHe KoMOuHauuje (akopaa).

V3 6aary momudukarujy nedununuje I'pejoBor GunapHor koga 3a komOuuanuje (2.19), moryhe je
06UTH XOMOreHy cekBeHily ($,t)-kombunaiuja. Ona ce moxe omucaru cienelioM WHIYKTUBHOM
KOHCTPYKITHjOM:

Ko=0% Ko =1 Ky_1y=10
Ky = 0K(5_1y, 10K{§71)(t71), 11K -2y, st>0
Ha MecTy re ce HAA31 IPBH 3ape3 y AeduHANMjH emasa ce npenas u3 010061 y 101¢-Do6=1) 5

koz, apyror 10°1¢=1 y 110°1(¢-2); o6e Tpansuruje cy XoMorese, Hako y Apyroj jeMHANA ,pecKade’”
s nyna. Ha mpumep, 3a s =t = 3, K33 u3rjena oBako y oOJUKY HU3a OMTOBA:

000111 010101 101100 100011
001011 010011 101001 110001
001101 011001 101010 110010
001110 011010 100110 110100
010110 011100 100101 111000

a OBAaKO KaJla Ce HAIWIIe Y WHJEKCHO] HoTauuju (Kao ,apcropen’ Ha KJIABUjATYDH):

210 420 532 510
310 410 530 540
320 430 531 541
321 431 521 542
421 432 520 543

VKOJIMKO ce XOMOreHa 1eMa 3a KoMOuHanuje ¢; . . . ¢; upesejie y ofrosapajyhy iemy 3a komOunaiuje
ca HMOHABJbAILEM d; . ..d1, 3aJIp:KaBa CBOjCTBO JIa Ce CAMO jelaH MHJEKC d; Mema y jeHOM KODAaKy.
VYxomuxo ce mpeseze y memMe (2.17) u (2.18), camo IBa cycenHa Jena ce Memajy Kaaa ce Memba Cj.
Mebhyrtum, ucnocrasma ce jga je morylie remepucaru cse (s,t)-kombunanuje He camo kopucrehun
xoMorene Tpansunuje Beh u ,jako” xomoreHe tpan3uimje - Tpanduruje Koje cy mwim 01 < 10 wam
001 <+ 100. Oso 3nauu Jja ce MHJIEKC C; Memba Hajsulle 3a 2. OBaKBe lleMe reHepucarba Ce HA3UBAjY
jomr n ,ckopo caspiiene” [16]. Crneneha teopema Ginxke oapeljyje ,,ckopo caBpiiieHe” anropuTme:

Teopema 2.2.6. YVkoauxo je st > 0, nocmoju mauno 2s HaWUHG 3a 2enepucarve ceux (S, t)-xombunayuja
y genlex nopemxy. 3a 1 < a < s, nocmoju mauno jedan navwur, Ngg, woju novwurve ca 10° u
saspwasa ce ca 0°1'0°~%, u s peeepcnux aucmu NE .
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Ny ce nedununine cienehum pexyp3uBHuM Gopmynama, Koje Bazke 3a st>0:

NsOa = OS,
ING(t—1)1, ON(s—1)t(a—1)> 1<a<s;
Nyta = INyo-1)2, 0N )0, l=a<s;
1N1(t_1)1,01t7 l=a=s.

Vkomuko ce yBeny Ags = Ng1 u Bg = Ngio, 100Ujajy ce CKOpPO CABPINEHE IeMe KOje je OTKPUO
®unun Yejs (Phillip J. Chase) 1976. romume, 3anumM/buBe jep umajy edekar mudroBamba JEBOT
6JI0Ka jequuuiia Ha JecHO 3a jeany (Ag:) u ape nosunmje (Bs). A u B 3am0BosbaBajy u y3ajamue
peKypauje:

Aw = 1By-1), 047y, ; By = 14,(-1),0A(s — 1)t.

CankoBHTO: ,,3a jeman KOpaK HAMPE, UJH IBa KOPAKa YHAIPE a OH/IA jeJIlaH YHA3AT; 3a 1B KOPaKa
YHAIIPE/I, UIM jeTaH KOPaK yHAmpeI, a OHma jorr jeman’. OBe jeqHaunHe BaxKe 3a CBe Iiejie Opojese
s ut, m Baxkn ga cy Ay m By jemnmakm () xagma cy s wim ¢ HeraTWBHH, Kao U Agg = Bog = €
(npasan crpunr). Tako Ay 3anpaso Bogu yHanpen min(s, 1) kopaka, a B min(s, 2) kopaka. Tabesa
1 npukasyje npumep Yej3oBux cexkBeHn KomMOmHAIMja 3a § =t = 3.

- ¥ T
-‘:j.i =1 aE -'I":j:j = ER

-

543 531 321 B20 543 D20 132 110
HEA | G0 S0 121 ha2 S 13 210
40 aln S10 15l R 530 141 A0
542 520 210 430 Al 531 121 320
532 52l 110k 432 521 03z 4210 321

L

-

Tabesa 1: Yejzose ceksenue 3a (3,3)-kombunanuje, y hopMu JIMCTE UHAEKCA C3C2C]

Kazna ce yseny ciemehe cvmene, mMIIEMEHTAIIN]a y PAYYHAPY TOCTAje jeTHOCTABHMU]A!:
. _ Ay, aKO je s + t Hemapam; . _ AL ako je s+t mapan;
st B, ako je s + t mapam; st B ako je s + t memapan;

Tana ce mobwuja:
1C5—1), 0C(s—1), aKo je s + t nenapan;

Cot = 1Cs(t—1), 0C(5_1)¢, aKo je s 4t mapam;

(2.23)
0C(s—1y¢, 1C54—1), axo je s + t mapam;

Cot = 0C(s—1y¢, 1C5¢-1), ako je s +t Henapan;

(2.24)
Anropuram 3a renepucame cekperte Cg; je 3aCHOBaH HA OIIITAM HI€jaMa 33 TeHEPUCAbe OIII0 KOje
genlex meme. BUT a; je akTHBAH yKOJIHUKO je HOTPeGHO Ja ce IPOMEeHH Ipe OHIO KOr Ipyror OuTa ca
IEroBe JIeBe CTPaHe. YKOJMKO Ce OfpKaBa IMoMohna Ttabena wy, . .. wiwWg, rae je w; = 1 ako u camo
aKo BaXKW Jla WJIN je a; aKTUBaH OuT, Wian je j < r, TOe je r HajMamn WHIEKC TaKaB Ja je 4, 7# ao.
Taxobje Baxku ma je w, = 1. Taga caemehu ajgropuram Hajga3u CTPUHT HAKOH G, . .. G100 Y TTOPETKY
YejzoBe cekBeHrre:
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begin
ITocTaruTn j <1
Ykonuko je w; = 0:
IMocrasm w; < 1,j < j + 1, monaBsbaj 10K He Oyme w; = 1
YKOMUKO je j = n 3aBPIIA alrOpUTaM, nHade w; < 0
ITocrapm a;j < 1— a; 1 ypaau HeOIXOAHe IPOMEHE Ha Gj_1 .. .Gg U T TaKO Ja .. Oy/e BainjgaH
Yy OKBHPY I'€HJIEKC IIEME KOja C€ KOPHUCTH.
end
Jokazano je ma je oBa merba edukacHa: omepanuja j < j + 1 ce W3BpInaBa Mame O jeTHOM Yy
IPOCEKY MPH IeHEPUCalby jeHe KoOMOUHAIU]je y CEeKBEHIM. ¥ KOJIMKO ce Kopucre Tpansunuje (2.23)
u (2.24), nobuja ce KOMILJIETAH AJrOPUTAM:

Agropurawm 2.2.7. I (Yejsose cexsenue) - Anzopumanm zenepuwe cae (s,t)-xKombunayuge a,—1 . . . aiagp,
3an=s+t, y,ckopo caspuenom” nopemxy Yejzose cexsenuye xombunayuja Cg.

Yaa3z: 6pojesun it,n>t>0

H3na3: (s,t)-xombunayuje a,_1 ...ajag, n=s+t

begin

for0<j<s
aj < 0
for s<j<n
aj < 1
for0<j<n
Wi 1
if s > 0 then
7S
else
rit
while true do
Ispisi kombinaciju an,—1 .. .aiag
Jjr
if w; =0 then
while w; # 1
Wj 1,55 +1
if j=n
exit [Hema napedne xombunayuje/
Wj < 0
[Hacmasax na caedelioj ecmpanu, 360z npezaednocmu
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if neparan(j) and a; # 0 then
aj—1 < 1,aj ~0
ifr=jandj>1
r—j—1
elseif r=5-1
T j
else if paran(j) and a; # 0
if aj,Q#O
aj;—1 +—1
a; 0
ifr=jandj>1
r«—j—1
elseif r=75-1
rj
else
aj_g%l
aj<—0
ifr=j
r < maksimum(j — 2,1)
elseif r=7—-2

r«—j—1
else if paran(j) and a; =0
aj<—1
aj,1%0
ifr=jand j>1
r—j—1
elseif r=5-1
T J
else if neparan(j) and a; =0
ifaj_l#O
a]’(—l
aj_le()
ifr=jandj>1
r—j—1
elseif r+j—1
T j
else
(Zj<—].
(lj,2<—0
ifr=5-2
r4j
elseif r=35-1
ré—gj—2

end

3a renepucame KOMOMHAIM]A Y (DOPMU JIUCTE MHIIEKCA Cy . . . CoC1, TOTPEOHO je BJ1aro TPOMEHUTH
Horaimjy, u nedunncarn Ci(n) 3a Cs n Cy(n) 3a Cs kama je s +t = n. Wuaykumja ce Tama, 3a
t > 0, necdunnme Ha caemehn HaummH:
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Co(n) = €

_ nC(n),Ciy1(n) axo je n mapam;
Cen(n+1) = nCi(n), Ci41(n) ako je n Henapau (2.25)
_ Cit1(n),nCy(n) axo je n Hemapam
Crn(n+1) = Ci41(n),nC(n) ako je n mapan (2.26)
Ha mpuwmep, 3a n = 9, kaa ce nmpeTxoaHe jeJHAKOCTH PA3BHUjy, 100uja ce:
Ci+1(9) = 8C4(8),6C:(6),4C(4),...,3C(3),5C(5), 7C(7);
Ct+1(8) = 7015(7), 60,5(6)7 4015(4), ey 3Ct(3), 5015(5), (2 27)
Ci+1(9) = 6C(6),4Ct(4),...,3C:(3),5C:(5),7C(T),8C:(8); )
Ct+1(8) = 60,5(6)7 4Ct (4), ey 30,5(3), 50,5(5), 70,5(7),
CBe derupu CEKBEHIE UMAjy MCTU I1a0JIOH, 4 3HAYEHE ... 3aBUCH OJ] BPEIHOCTU t, U30CTABIHAjY

ce nCi(n) n nCi(n) rue je n < t. CBU pa3BOju Cy, OCUM HEKOJIMKO M3y3eTaKa Ha MOYeTKY W Kpajy,
3aCHOBAaHM HA OECKOHAYMHO] MTPOrPECHju:

...,10,8,6,4,2,0,1,3,5,7,9,. .. (2.28)

KOja MPEJICTAaB/ha MPUPOIAH HAYWH /13 C€ HEHETATUBHU 11e1U OPOjeBr ypeje y ABOCMEPHO OECKOHAYHY
Jmcry. YKoMKO ce u3 (2.28) uzbaiie cBu esieMenTu Koju cy Matbu o/ t, ¢ > 0, ocrarak Jiucre 3a1pKaBa
CBOjCTBO JIa Ce CyCeIHM eJIEMEHTH Pa3jnKyjy 3a 1 nam 2.

Ha ocuoBy unnykrusaux dopmyna (2.25) u (2.26) jeqHoctaBHO ce 100Uja PEKYP3UBHU AJTOPUTAM,
amu je Takohe moryh u ureparusHu ajropuram kopucrehu passoje momyT (2.27), Tako ce nobuja
anroputaMm caudan anropurmy 1. Takas anropuram 3axresa O(t) npocropa, u nocebHo je ebukacan
KaJia je t Majio y OJIHOCYy Ha M.
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Iloraasipe 3

IIporpamcka peaausaiuja u
pe3yJITaTu

3.1 Ilporpamm Koju peau3yjy ajJropuTme

AnropurMu npuKazaHu y IPETXOJHOM MTOTJIABIEY CY MMILIEMEHTUPAHU y CKJIOILY KOH30JIHE AILTAKAII]Ee
GenerisanjePermutacijalKombinacija. Anmkanuja je nanucana y nporpaMckom jesuky C++, a 3a
mpeBoheme ce MOXKe KOPUCTUTH OMJI0 KOju mpeBoauian komnaruonaan ca C++98 cranmapaom.

W3BopHM KO OPraHU30BaH je y TpH IejuHe. AJropuTMu Be3aHW 33 KOMOWHAIMje Hajla3e ce y
okBupy Kjaace Kombinacije, anropurmu Be3anu 3a nepMmyranuje y okBupy Kjaace Permutacije. Kiaca
PomocneFunkcije cagpxu dynkmnuje 3a ucnuc u popMaTupame pe3yaTaTa.

Hakon mnpeBohema m mokperarma, OTBapa Ce KOH30JHA AILTHKAIHja Yy KOjoj ce mpaBu m300p
AJITOPUTMA, 33 TEHEPUCAHE TIEPMYTAIIN]a WM KoMOnHaImja. KopucHuk n3bope mpasu MpeKo TacTaType,
TaKO IMTO OWPa CJIOBO KOje je HA3HAYEHO y 3arpajy 3a Ke/beHu u300p. 3a CBAKU AJTOPHUTAM Ce
MOXKe m3abpaTy jeaH O IBa HAYMHA MPUKA3a: IPBHU je JeTa/baH U YKJbydyje ucrmuc Mehykopaka u
BPEIHOCTH MMPOMEH/bUBHUX TOKOM PaJIa AITOPUTMA, JIOK JPYTH UCIHCYje CaMO TeHEPUCAHE TEPMYTAIHje,
onHocHO KoMbuHanuje. [IpuMepu paja anjukanuje 3a cBe aJillOPUTME Ce HaJIa3e y IPUJIOry Paja u
[IPEY3eTU Cy U3 OPUTUHAJIHOD TEKCTA.

3.2 Ilopebeme anropurama 3a reHepucaib€e IIepMyTalnja 1 KOMOMHAIIIja

MmteMeHTHpAHT aJrOPUTMHU Cy eKcrepuMeHTanano ymnopehemnu. V3abpanum cy anropurmu Koju
TEHEPHUIITy CBE MEepMyTaluje, W AJTOPUTMHU KOjU TEHEPHUIy CBe KOMOWHAIMje, W TECTUPAHO je 10
KOje TpaHWIE Ce W3BPINABAjy W 33 KOje BpeMe 3aBpIaBajy renepucame. JloOujeru pesynratu Cy
[IpeCTaB/beHN TA0EJIOM U JIAjarpaMoM.

3a mopebheme nepmyTaruja uzabpanu cy ciaegehu anropurmu:

® AJITOPUTAM 33 T€HEPHUCAE MEPMYTAIKja ¥ JeKcuKorpadckom moperky JI,
e AJrOpHUTaM MPOCTHX 3amena II,

e OIIIITH AJTOPUTAM 33 T€HEPUCAIbe MepMyTalrja y3 kopuiihieme CuMcoBe Tadesie 3a TeHepHUCAIhe
epMyTaIyja y PEBEPCHOM KOJeKC mopeTky I’
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e JIyaJiHK AJITOPUTAM 3a PeHEepHUcarbe epMyTaiuja y3 kopuiihieme CumMcoBe Tabesie 3a reHepUCcambe
TIepMyTanyja y PeBePCHOM KOJIEKC TTOPEeTKy X

® QITOPUTAM 3a NEHEPHCAHE MEPMYTAIMja IUKJINIHAM 1oMepajuma 11
e AIropuTaM 3a remepucame mepmyranuja Epauxosum 3amenama E

Tabena u gujarpam wa couiu 3.1 npukaldyjy jorapuraMm BPEMEHA U3PAXKEH Y MUJIMCEKYHIAMA Y
3aBUCHOCTH O n. Ajropurmu cy, ca uzyserkom ajgropurama ' u X, paguan mo n = 13. Ca rpaduka
ce MOKe BUIETH 13 je HajepUKACHU)U aJTOPUTAM 34 MAJI€ BPEJHOCTH 7 OCHOBHU U HAjj€THOCTABHU]U
asropuTaM 3a renepucame JI. YouspuBO je u 1a BpeMe TeHepucama 3a CBe aJrOPUTME HArJI0 PACTe
3a n > 10.

3a nopeheme koMmbOuHaNMja n3abpanu cy ciaemehn aaropuTMu:

® QJITOPUTAM 33 T€HEPUCAHE KOMOMHAIIN]a ¥ JEKCUKOTrPAMCKOM TIOpeTKy J1,

e yHampeljenn ajropuraMm 3a TeHepucame KOMOWHAIMja ¥ JeKcukorpadckom moperky T
® QJITOPUTaM 33 N€HEPUCAE KOMOWHAINja METOI0M OOpTHUX BpaTa P

Ajiropurmu cy redepucaiu cge n-kombuHaiyje oz 2n ejgemenara. Tabesa u aujarpaM Ha CJAULY
3.2 mpuKasyjy JorapuTaM BpeMeHa M3paykeH y MHUJINCEKyHIaMa y 3aBucHocTu ox n. Ca aujarpama
ce 3akJbydyje na je mHajebumkacHuju ajaropuram 1, morom asropuram P u Ha kpajy amropuram JI.
Bpewme paga anropurama mHarmo pacre 3a n > 13.
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fozapuman epemera y ms

'S .é H 7

el i .
— ——

0
2 3 4 5 6 7 B 9 10 11 12 13

=l | 060206 060206 0.845098 0.69897 0477121 0.69897 0.68857 0.778151 1.278754 2187521 3.249687 4.358544
P 0065897 0477121 060206 1924270 0.60206 065897 068857 230103 1.380211 2.283301 3.344785 4.454235
O 0477121 060206 065857 1113543 0.60206 065857 068857 120412 1531479 2.555496 3.678518 4.815777
=== | (845098 0.60206 0.60205 0.90309  0.50206 | 0.69897 0.778151 1462398 2.09591 3.130655 4244555 53984
— 0477121 0477121 065857 090300 0.69897 0954243 1518514 2 4638593 5.450249 4462233 5547857
0778151 060206 060206 0658597 0.69897 090309 1518514 2 4608508 3.40824 4447251 5528047

n

L P C E G H

Cnuka 3.1: Topeheme anropurama 3a reHepUCAHE TEPMYTAIH]A
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Jlozapuman spemena y ms

0
= 5 1] 7 ] 9 10 11 12 13 | 14 15 16 17 18 19 20 21 2

—] 08451 0.6021 0.659 0.6021 0.6021 0659 08451 0.8451 1.815 1.39'?9| 1955 24713 3.0477 26422 4.239 4 B057 54032 55933 6.5874
—T 0699 0.6021 0.8451 0.7782 0.8451 0.659 0.9031 0.8451 0.9031 1.2Dll.|l.5902 2.2601 2.8463 3471 3.9936 4.5843 5.1736 5.7649 6.3525
=R 0.8451 0.B451 0.6021 0.65% 0699 0.659 0.7782 0.B451 0.5542 I.EB\I.!| 1716 2.3184 2 BB0E 3.478]1 4.0273 4.6568 5.2109 58364 6.4026

Il

Cauxka 3.2: Ilopeheme anropurama 3a reHepucame KOMOMHAIM]A,
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IloraBipe 4

3aKJby4aK

Y oBOM pajly TpeCTaB/LEHH CY HajBAKHUjU HeeJIEMEHTAPHH aJITOPUTMHU 34 TeHEPUCATHE TTEPMYTAITH]ja

¥ KOMOWHAIIM]a, OMUCAHH Y MOryIaB/buMa 7.2.1.2 u 7.2.1.3 KibUre YMemHocm pauyHapcroz npozpamupatsa.
AjropuTMu Cy mpeacTaB/beHH MPENW3HO Ha, TCEYI0je3UKy, eJIMMUHHUCAHE Cy ,,g0 t0 7 KOMaHIe u
AMILTEMEHTHPAHU Cy y CKJOMy mnparehe KOH30/HEe amaukanuje. VIMIIeMeHTHpPaHUu aJTOPUTMH CY
IIOTOM EKCIIEPUMEHTAHO ymopehenu.

Kaxko je mup oBOr paja jacHa IeMOHCTpAIMja aJrOPUTAMa W FHUXOBOT PaJia, OCHOBHA yIOTPEOHA
BPEJIHOCT OBOT PAJIA je eAyKaTUBHA, OJHOCHO 33 pa3yMeBaibe ajropurama. Crora je moceOHO moroman
JeTa/bHU MO/ PAJIa Y HAIIPABJ/EHO] AILTHKAIINjH, KOJH HCIHCYje Me)yKopake 1 BpeJHOCTH MPOMEHBUBUX
3a CBE AJTOPUTME.

Ocum Tora, HApaB/beHA UMTIIEMEHTAITN]ja MOKe TTOCITYKUTH Kao 100pa OCHOBA 3a n3paJy yHanpehennje
u edukacHuje Bep3uje aaropuTamMa 3a TeHeprucame KOMOMHAIM]A U IEPMYTAIIH]a.
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