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Ñàæåòàê

Ó îâîì ðàäó îïèñàí jå òðèï, ñòðóêòóðà ïîäàòàêà êîjà ïðåäñòàâ§à êîìáè-
íàöèjó áèíàðíîã óðå¢åíîã ñòàáëà è õèïà. Îïèñàíå ñó îïåðàöèjå êîjå
îìîãó£àâà îâà ñòðóêòóðà: òðàæå»å ê§ó÷à, óìåòà»å, áðèñà»å, ïîäåëà
ñòðóêòóðå íà äâå ìà»å è ñïàjà»å ó âå£ó ñòðóêòóðó. Ïîðåä òîãà, îïèñàíî
jå ðàíäîìèçèðàíî ñòàáëî ïðåòðàãå êàî íàjâàæíèjà ñòðóêòóðà ïîäàòàêà
êîjà ñå çàñíèâà íà òðèïó.

Ó ïðâîì ïîãëàâ§ó îïèñàí jå òðèï êàî ñòðóêòóðà ïîäàòàêà. Äðóãî
ïîãëàâ§å ñàäðæè îñíîâíå ïîjìîâå î òðèïó è î ìîãó£èì îïåðàöèjàìà ñà
òðèïîì: òðàæå»å äàòîã ê§ó÷à, óìåòà-»å íîâîã ê§ó÷à, áðèñà»å ê§ó÷à,
ïîäåëà òðèïà íà äâà ìà»à è ñïàjà»å äâà òðèïà ó jåäàí. Ó ïîãëàâ§ó òðè
îïèñàíî jå ðàíäîìèçèðàíî ñòàáëî ïðåòðàãå, êîjå ïðåäñòàâ§à ñïåöèjàëíó
ïðèìåíó òðèïà. Ó ïîãëàâ§ó ÷åòèðè îïèñàíà jå àíàëèçà ðàíäîìèçèðàíîã
ñòàáëà. Ó ïîãëàâ§ó ïåò àíàëèçèðàíå ñó îïåðàöèjå ðàíäîìèçèðàíîã ñòàáëà.
Ó ïîãëàâ§ó øåñò îïèñàíà jå ïðîãðàìñêà ðåàëèçàöèjà òðèïà è ñïðîâåäåíè
åêñïåðèìåíòè. Ó ïîãëàâ§ó ñåäàì jå êðàòàê çàê§ó÷àj ðàäà.

Âå£è äåî ðàäà, òà÷íèjå ïîãëàâ§à î ðàíäîìèçèðàíîì ñòàáëó ïðåòðàãå
è àíàëèçà ðàíäîìèçèðàíîã ñòàáëà è îïåðàöèjà íàñòàëà jå íà îñíîâó [1], à
êîðèø£åíå ñó è ëåêöèjå ñà óíèâåðçèòåòñêèõ êóðñåâà [2, 3]. Ó ïðîãðàìñêîj
èìïëåìåíòàöèjè èñêîðèø£åíà jå ôóíêöèjà randomV al ïðåóçåòà ñà ñàjòà
[4]. Ôóíêöèjà printTreap ñå çàíñèâà íà äåëó êîäà ñà ñàjòà [5]. Çà åêñïåðè-
ìåíò ìåðå»à âðåìåíà ïðåòðàãå ðå÷è ó ðå÷íèêó êîðèø£åí jå ïîìî£íè
ïðîãðàì ÷èjè ñå jåäàí äåî çàñíèâà íà êîäó ñà ñàjòà [6].
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Ïîãëàâ§å 1

Óâîä

Ñâå ïðèñóòàí ïðîáëåì ó ðà÷óíàðñêîj íàóöè ïðåäñòàâ§à ÷óâà»å ñêóïà
ê§ó÷åâà è áðç ïðèñòóï èñòèì. Êàäà òðåáà ÷óâàòè ê§ó÷ èç íåêîã óðå¢åíîã
ñêóïà îáè÷íî ñå êîðèñòè íåêà âðñòà ñòàáëà ïðåòðàãå. Ó áèíàðíîì ñòàáëó
ïðåòðàãå ê§ó÷ ñâàêîã ÷âîðà âå£è jå îä ê§ó÷åâà ñâèõ ÷âîðîâà ëåâîã ïîä-
ñòàáëà, à ìà»è îä ê§ó÷åâà ÷âîðîâà äåñíîã ïîäñòàáëà. Îíî ïðåäñòàâ§à
íàjjåäíîñòàâíèjè ïðèìåð ñòàáëà ïðåòðàãå. Âðåìå ïîòðåáíî çà ïðèñòóïà»å
íåêîì ïîäàòêó ó ÷âîðó ñóøòèíñêè jå îäðå¢åíî ìàêñèìàëíîì äóáèíîì
÷âîðà ó ñòàáëó ó êîjåì ñå ïîäàòàê íàëàçè. Çàòî jå ïîæå§íî äà ñâàêè
÷âîð èìà øòî ìà»ó äóáèíó.

Êàêî ñå ñêóï ÷âîðîâà âðåìåíîì ìå»à è êàêî ñå ÷âîðîâè ìîãó óáàöèâàòè
è áðèñàòè íåïðåäâèäèâî, íå ìîæå ñå î÷åêèâàòè äà ñå àóòîìàòñêè îáåçáåäè
ìàëà ìàêñèìàëà äóáèíå ÷âîðîâà. Ìîãó£å ðåøå»å ïðîáëåìà jå êîðèø£å»å
ñïåöèjàëíèõ âàðèjàíòè áèíàðíèõ ñòàáàëà ïðåòðàãå, êîjå ãàðàíòójó óðàâíî-
òåæåíîñò, îäíîñíî äà ñâå äóáèíå ÷âîðîâà áóäóO(log2 n)(ó íàñòàâêó òåêñòà
£å ñå ïîäðàçóìåâàòè äà jå îñíîâà 2), ãäå jå n áðîj åëåìåíàòà ó ñòàáëó.
Òèïè÷íî jå äà îâàêâå êëàñå ñòàáëà îìîãó£ójó îïåðàöèjå ïðèñòóïà ÷âîðó è
àæóðèðà»à ñòàáëà ó âðåìåíó O(log n) ó íàjãîðåì ñëó÷àjó è ìîãó ñå èìïëå-
ìåíòèðàòè òàêî äà ñå îâå èçìåíå ðàäå ïîìî£ó ðîòàöèjà çà óðàâíîòå-
æàâà»å ñòàáëà. Ðîòàöèjå £å áèòè îájàø»åíå ó ñëåäå£åì ïîãëàâ§ó. Àêî
ñå íåêîì ÷âîðó ïðèñòóïà ÷åø£å íåãî îñòàëèìà çãîäíî jå òàêâå ÷âîðîâå
ñòàâ§àòè áëèæå êîðåíó óêîëèêî jå òî ìîãó£å.

Õèï jå áèíàðíî ñòàáëî êîjå çàäîâî§àâà óñëîâ õèïà: ê§ó÷ ñâàêîã ÷âîðà
âå£è jå èëè jåäíàê îä ê§ó÷åâà »åãîâèõ ñèíîâà. Òðèï, êîìáèíàöèjà áèíà-
ðíîã ñòàáëà ïðåòðàãå è õèïà ïðåäñòàâ§à ñòðóêòóðó ïîäàòàêà ó êîjîj
ñâàêè ÷âîð èìà ê§ó÷ çà ïðåòðàãó è ïðèîðèòåò. Ê§ó÷åâè ÷âîðîâà çàäîâî-
§àâàjó èñòè óñëîâ êàî ó áèíàðíîì ñòàáëó ïðåòðàãå. Ñ äðóãå ñòðàíå
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ïðèîðèòåòè ÷âîðîâà çàäîâî§àâàjó óñëîâ äà jå ïðèîðèòåò îöà âå£è îä
ïðèîðèòåòà ñèíà. Îâà ñòðóêòóðà jå jîø jåäíî åôèêàñíî ðåøå»å ñòðóêòóðå
ïîäàòàêà çà ñêóïîâå ê§ó÷åâà. Êàî è êîä õèïà, ïîñëåäèöà jå äà jå êîðåí
÷âîð ñà íàjâå£èì ïðèîðèòåòîì. ×âîðîâè ÷èjè ê§ó÷åâè ñó ìà»è îä ê§ó÷à
ó êîðåíó ñå íàëàçå ó ëåâîì ïîäñòàáëó, îäíîñíî îíè ñà âå£èì ó äåñíîì.
Ïðèîðèòåòè ñå áèðàjó ñëó÷àjíî ïðè óïèñó ê§ó÷à.

Îâó ñòðóêòóðó ñó 1989. ïðåäëîæèëè Ñ. Àðàãîí(C. Aragon) è Ð.

Ñåèäåë(R. Seidel) è íà îñíîâó »å èçãðàäèëè ðàíäîìèçèðàíî ñòàáëî ïðå-
òðàãå. Îíè ñó òàêî¢å ïðåäëîæèëè è íà÷èí çà îïòèìèçàöèjó ñòðóêòóðå.



Ïîãëàâ§å 2

Òðèï è îïåðàöèjå

Ó îâîì ïîãëàâ§ó îájàø»åí jå ïîjàì òðèïà, îïèñàíå ñó îñíîâíå îïåðàöè-
jå êàî øòî ñó: òðàæå»å åëåìåíòà ñà çàäàòèì ê§ó÷åì, óìåòà»å íîâîã
ê§ó÷à, áðèñà»å ê§ó÷à, ïîäåëà òðèïà íà äâà è ñïàjà»å äâà òðèïà ñà
ðàçäâîjåíèì âåëè÷èíàìà ê§ó÷åâà ó jåäàí. Îájàø»åíå ñó ðîòàöèjå êîjå
ñå êîðèñòå êàêî áè ñå î÷óâàëè óñëîâè áèíàðíîã ñòàáëà è õèïà ó òðèïó.

2.1 Îñíîâíè ïîjìîâè

Äåôèíèöèjà 1 Íåêà jå X ñêóï ñòàâêè îä êîjèõ ñâàêà èìà ïðèäðóæåí
ê§ó÷ è ïðèîðèòåò, ãäå ñå ê§ó÷åâè è ïðèîðèòåòè áèðàjó èç ïîòïóíî
óðå¢åíèõ ñêóïîâà. Ïîòðåáíî jå äà îâèñêóïîâè áóäó ðàçëè÷èòè. Òðèï çà
ñêóï X ìîæå ñå ôîðìèðàòè êàî óðå¢åíî ñòàáëî çà ê§ó÷åâå è õèï çà
ïðèîðèòåòå. ×âîðîâè ÷èjè ñó ê§ó÷åâè ìà»è îä ê§ó÷à êîðåíà íàëàçå
ñå ó ëåâîì à ê§ó÷åâè ÷èjè ñó ÷âîðîâè âå£è îä ê§ó÷à êîðåíà ó äåñíîì
ïîäñòàáëó. Ïðèîðèòåò îöà jå óâåê âå£è îä ïðèîðèòåòà ñèíà, ÷èìå jå
çàäîâî§åí óñëîâ õèïà.

Òåîðåìà 1 Çà ñâàêè ñêóï X ïîñòîjè òðèï.

Äîêàç. Ïîä ïðåòïîñòàâêîì äà ñó ñâè ê§ó÷åâè è ïðèîðèòåòè ðàçëè÷è-
òè, ðàçóìíà ïðåòïîñòàâêà áè áèëà äà jå êîðåí ÷âîð ñà íàjâå£èì ïðèîðè-
òåòîì, à ðàñïîðåä îñòàëèõ ÷âîðîâà ëåâî è äåñíî îäðå¢åí jå ïî »èõîâèì
ê§ó÷åâèìà. Òðèï çà ñêóï ÷âîðîâà X ïðåäñòàâ§à áèíàðíî ñòàáëî ïðåòðà-
ãå êîjå jå ðåçóëòàò ñóêöåñèâíîã óìåòà»à ÷âîðîâà èç X ó îïàäàjó£åì
ðåäîñëåäó ïðèîðèòåòà ó èíèöèjàëíî ïðàçíî ñòàáëî êîðèñòå£è àëãîðèòàì
çà óìåòà»å ó ëèñò.
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Ðîòàöèjà ñòàáëà jå îïåðàöèjà íàä áèíàðíèì óðå¢åíèì ñòàáëîì êîjà
ìå»à ñòðóêòóðó òàêî øòî jåäàí ÷âîð (îöà) ñïóøòà jåäàí íèâî íàíèæå,
à äðóãè (ñèíà) ïîäèæå jåäàí íèâî íàâèøå çàjåäíî ñà îäãîâàðàjó£èì ïîä-
ñòàáëèìà. Êîä ëåâå ðîòàöèjå ñèí Q ïîñòàjå íîâè êîðåí ïîäñòàáëà, à îòàö
P ïîñòàjå ëåâè ñèí è íàñëå¢ójå äåñíîã ñèíà. Êîä äåñíå ðîòàöèjå ñèí
P ïîñòàjå îòàö ïîäñòàáëà, à îòàö Q ïîñòàjå ñèí P è íàñëå¢ójå äåñíîã
ñèíà. Ðîòàöèjå ñó ïðèêàçàíå íà ñëèöè 2.1. Ó íàñòàâêó jå äàò ïñåóäî êîä
ïðîöåäóðà îâèõ ðîòàöèjà. Ñòðóêòóðà ÷âîðà ñàäðæè ïîêàçèâà÷å íà ëåâîã
è äåñíîã ñèíà (lchild, rchild), ïðè ÷åìó jå T ïîêàçèâà÷ íà ÷âîð (êîðåí
òðèïà).

treap* RightRotation(treap* T){
treap* lT = T->lChild;
T->lChild = lT->rChild;
lT->rChild = T;
return lT;

}

treap* LeftRotation(treap* T){
treap* lT = T->rChild;
T->rChild = lT->lChild;
lT->lChild = T;
return lT;

}

Ñëèêà 2.1 Îïåðàöèjå ðîòàöèjå
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Ó íàñòàâêó jå äàò êðàòàê îïèñ îñíîâíèõ îïåðàöèjà òðàæå»à, óìåòà»à è
áðèñà»à ÷âîðà òðèïà. Ñâå îïåðàöèjå ñà òðèïîì áè£å äåòà§íèjå îájàø»åíå
êàñíèjå ó òåêñòó. Íåêà jå T òðèï çà ÷óâà»å ÷âîðîâà èç ñêóïà X. Äàò
jå ê§ó÷ x ∈ X êîjè ñå ìîæå ëàêî íà£è ó T ïîìî£ó àëãîðèòìà ïðåòðàãå.
Âðåìå íåîïõîäíî çà îâàêàâ ïðèñòóï ïðîïîðöèîíàëíî jå äóáèíè T . Óìåòà-
»å íîâå ñòàâêå z ó T âðøè ñå òàêî øòî ñå z óìåòíå ó îäãîâàðàjó£è ëèñò
ó T . Êàêî ìîæå äî£è äî íàðóøàâà»à óñëîâà õèïà, ìîãó£å jå äà £å áèòè
ïîòðåáíå ðîòàöèjå ïðèêàçàíå íà ñëèöè 2.1. Áðèñà»å ñå ìîæå èçâåñòè
èíâåðçíèì ðåäîñëåäîì ó îäíîñó íà óìåòà»å.

Òðèï ñå ìîæå ïîäåëèòè íà äâà ìà»à òðèïà, jåäàí êîjè ñàäðæè ê§ó÷åâå
ìà»å îä çàäàòîã áðîjà x, è äðóãè êîjè ñàäðæè âå£å. ×âîð ñà ê§ó÷åì x
ïîòðåáíî jå óáàöèòè ó çàäàòè òðèï òàêî äà çàäîâî§àâà óñëîâ äà jå »åãîâ
ïðèîðèòåò âå£è îä ñâèõ îñòàëèõ ïðèîðèòåòà. Íàêîí óìåòà»à îí ïîñòàjå
êîðåí òðèïà, ñâè ê§ó÷åâè ìà»è îä x £å ñå íàëàçèòè ó »åãîâîì ëåâîì
ïîäñòàáëó, à âå£è ó äåñíîì.

Çà ñïàjà»å äâà òðèïà (äîâî§íî jå äà ñó èì ê§ó÷åâè ðàçäâîjåíè ïî
âåëè÷èíè - ñâè ê§ó÷åâè jåäíîã ñó ìà»è îä ê§ó÷åâà äðóãîã), ó jåäàí
êðåèðà ñå òðèï ñà ê§ó÷åì x êàî ãîðå êîjè jå êîðåí, ÷èjå jå ëåâî ïîäñòàáëî
T1, à äåñíî T2 è ïðèìåíè ñå îïåðàöèjà áðèñà»à ÷âîðà x.

Ïîçíàâà»å ïîêàçèâà÷à íà ÷âîð ó òðèïó ìîæå äà óáðçà íåêå îïåðàöèjå.
Íà ïðèìåð, àêî ñå çíà ïîêàçèâà÷ íà ÷âîð x, îíäà ñå âðåìå áðèñà»à
òîã ÷âîðà ñìà»ójå íà âðåìå ðîòàöèjà ÷âîðà x ó ëèñò è áðèñà»å ëèñòà,
áåç ïîòðåáå çà ïðåòðàãîì. Ñâàêè ÷âîð ñåì êîðåíà ïîâåçàí jå ñà ñàìî
jåäíèì ÷âîðîì íà ïðåòõîäíîì íèâîó. Ñëåäáåíèê ÷âîðà x jå ÷âîð êîjè
èìà íàjìà»è ê§ó÷ y > x. Ñëè÷íî è óìåòà»å ÷âîðà x ìîæå áèòè óáðçàíî
óêîëèêî ñå çíà ïîêàçèâà÷ íà »åãîâîã ïðåòõîäíèêà (èëè ñëåäáåíèêà) s.
Ïðèëèêîì óìåòà»à ê§ó÷à êðåèðà ñå íîâè ÷âîð (ëèñò) ó êîjè ñå ñìåøòà
ê§ó÷. Ïðåòðàãà çà îäãîâàðàjó£îì ïîçèöèjîì íà êîjîj £å áèòè ïðèêà÷åí
ëèñò, êðå£å îä ÷âîðà s óìåñòî îä ñàìîã êîðåíà. Òàêî¢å îïåðàöèjå ðàçäâàjà-
»à è ñïàjà»à òðèïà ìîãó áèòè óáðçàíå óêîëèêî ñå çíàjó ïîêàçèâà÷è íà
÷âîðîâå ñà ìèíèìàëíèì è ìàêñèìàëíèì ê§ó÷åâèìà ó îáà õèïà (îïøèðíè-
jå î îïåðàöèjàìà ðàçäâàjà»à è ñïàjà»à ðå÷åíî jå ó ïîãëàâ§èìà 5.7 è 5.8).

2.2 Òðàæå»å åëåìåíòà ñà çàäàòèì ê§ó÷åì

Òðàæå»å äàòîã ê§ó÷à ïðèìå»ójå ñå ñòàíäàðäíè àëãîðèòàì ïðåòðàãå
áèíàðíîã ñòàáëà, ïðè ÷åìó ñå èãíîðèøó ïðèîðèòåòè ó òðèïó. Ïîòðåáíî
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jå äà ñå ïðîíà¢å åëåìåíò ó ñòðóêòóðè ÷èjè ê§ó÷ jå jåäíàê çàäàòîì èëè
óñòàíîâèòè äà ãà íåìà. Çàäàòè ê§ó÷ x ñå ïðâî ïîðåäè ñà ê§ó÷åì êîðåíà p.
Àêî jå x=p ïðåòðàãà jå çàâðøåíà. Ó ñëó÷àjó x<p ïîêðå£å ñå ðåêóðçèâíà
ïðåòðàãà ëåâîã ïîäñòàáëà, îäíîñíî äåñíîã çà x>p. Ñòðóêòóðà ÷âîðà
òðèïà ñàäðæè ê§ó÷, ïðèîðèòåò è ïîêàçèâà÷å íà ëåäî è äåñíî ïîäñòàáëî.

Algoritam nadji_u_BSP (Êoren,x)
Ulaz: Koren (pokaziva�c na koren BSP), x(broj).
Izlaz: Pokaziva�c na �cvor koji sadr�zi klju�c x, ili nil ako takàv ne postoji.

begin

if Koren = nil or Koren.Klju�c = x then �Cvor ← Koren
else

if x < Koren.Klju�c then �Cvor ← nadji_u_BSP(Koren.levi, x)

else �Cvor ← nadji_u_BSP(Koren.desni, x)

return �Cvor
end

Ñëîæåíîñò îâå îïåðàöèjå çàâèñè îä îáëèêà ñòàáëà è ïîëîæàjà ÷âîðà
íà êîìå ñå âðøè èíòåðâåíöèjà. Ó íàjãîðåì ñëó÷àjó îâàj àëãîðèòàì ìîðà
äà òðàæè îä êîðåíà ñòàáëà äî ëèñòà êîjè ìó jå íàjóäà§åíèjè. Ñâå îñòàëå
îïåðàöèjå çàõòåâàjó êîíñòàíòàí áðîj êîðàêà. Óêîëèêî ñå ïðåòðàãà çàâðøà-
âà ó ëèñòó, ðåçóëòàò jå äà jå ñëîæåíîñò ïðîïîðöèîíàëíà âèñèíè ñòàáëà
òj. O(log n)(âèäåòè [4]), ãäå jå n áðîj ÷âîðîâà.

2.3 Óìåòà»å íîâîã ê§ó÷à

Óìåòà»å íîâîã ê§ó÷à ïîäðàçóìåâà óáàöèâà»å çàäàòîã ê§ó÷à ó òðèï íà
îäðå¢åíîj ïîçèöèjè. Íà êîjîj ïîçèöèjè £å ê§ó÷ áèòè óìåòíóò çàâèñè îä
ïðèîðèòåòà êîjè ñå äîäå§ójå ê§ó÷ó. Ïðîáëåìè êîjè ìîãó äà íàñòàíó ïðè
îïåðàöèjè óìåòà»à âåçàíè ñó çà óðàâíîòåæåíîñò ñòàáëà. Îâè ïðîáëåìè
ñå ðåøàâàjó îïåðàöèjîì ðîòàöèjå êîjà jå îájàø»åíà ó ïðåòõîäíîì äåëó
òåêñòà è èëóñòðîâàíà íà ñëèöè 2.1.

Çà óìåòà»å íîâîã ê§ó÷à x ó òðèï T , íàjïðå jå ïîòðåáíî ãåíåðèñàòè
ñëó÷àjíè ïðèîðèòåò y çà x. Ïîòðåáíî jå êðåèðàòè íîâè ÷âîð ó êîjè ñå
ñìåøòà ê§ó÷ x. ×âîð òðåáà ñòàâèòè ó ëèñò íà îäãîâàðàjó£îj ïîçèöèjè,
êîjà ñå îäðå¢ójå àëãîðèòìîì çà áèíàðíó ïðåòðàãó çà ê§ó÷ x. ×âîð ñå
êðåèðà íà ìåñòó ãäå ñå ïðåòðàãà çàâðøèëà. Êàäà ñå óáàöè íîâè ÷âîð,
ê§ó÷åâè ó ìîäèôèêîâàíîì ñòàáëó ñå íàëàçå ó óðå¢åíîì ïîðåòêó, ìå¢óòèì
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ìîæå ñå äåñèòè äà óñëîâ õèïà íèjå çàäîâî§åí. Ñòîãà ñå ïðèìå»ójó
ðîòàöèjå ñâå äîê jå ïðèîðèòåò ÷âîðà x âå£è îä ïðèîðèòåòà îöà èëè äîê íå
áóäå ó êîðåíó. Ðåçóëòàò jå äà jå ñëîæåíîñò îâå îïåðàöèjå O(log n)(âèäåòè
[4]), ãäå jå n áðîj ÷âîðîâà. Ïðîöåäóðà óìåòà»à ó òðèï äàòà jå ñëåäå£èì
ïñåóäî êîäîì ó êîì êëàñà Treap èìà ïî§à çà ÷óâà»å ê§ó÷à. ïðèîðèòåòà
è ïîêàçèâà÷å íà ëåâî è äåñíî ïîäñòàáëî:

Algoritam Upis_u_trip (x.key, x.priority, T reap T )
if T = null then Kreirati novi �cvor T

gde je T.key jednako x.key, T.priority jednako x.priority,
T.lchild je null, and T.rchild je null

else if x.key<T.key then Upis_u_trip(x.key, x.priority, T.lchild)
if T.lchild.priority>T.priority then DesnaRotacija(T)

else if x.key>T.key onda Upis_u_trip(x.key, x.priority, T.rchild)
if T.rchild.priority>T.priority then LevaRotacija(T)

else x je ve�c u T

2.4 Áðèñà»å ê§ó÷à

Áðèñà»å ê§ó÷à èç òðèïà íå ñìå äà íàðóøè ñîðòèðàíè ðåäîñëåä ê§ó÷å-
âà è óñëîâ õèïà çà ïðèîðèòåòå. Òî ñå ïîñòèæå òàêî øòî ñå áðèøó ÷âîðîâè
êîjè ñó ëèñòîâè. Àêî jå ÷âîð x êîjè ñå áðèøå ëèñò, îíäà ñå áðèøå
ïîêàçèâà÷ íà »åãà ó »åãîâîì îöó. Àêî x íèjå ëèñò îíäà ñå íèçîì ðîòàöèjà
÷âîð ñïóøòà äîê íå áóäå ó ëèñòó. Íèç ïðèìå»åíèõ ðîòàöèjà çàâèñè îä
ïðèîðèòåòà. Àêî jå ëåâè ñèí ÷âîð ñà ìà»èì ïðèîðèòåòîì ïðèìå»ójå ñå
äåñíà ðîòàöèjà, à ó ñóïðîòíîì ëåâà. Ðîòàöèjå ìîãó äà èçàçîâó íàðóøàâà-
»å óñëîâà õèïà, ïà ñó ó òîì ñëó÷àjó ïîòðåáíå äîäàòíå ðîòàöèjå. Ðåçóëòàò
jå äà jå ñëîæåíîñò îïåðàöèjå áðèñà»à ê§ó÷à jåäíàêà O(log n)(âèäåòè [4]),
ãäå jå n áðîj ÷âîðîâà. Ñëåäå£è ïñåóäî êîä îïèñójå ïðîöåäóðó áðèñà»à èç
òðèïà:

Algoritam Brisanje_�cvora (x : key, T : treap)
nadji_u_BSP(x, T)
while x nije list

u← sin sa manjim prioritetom
if u levi sin then DesnaRotacija(x)

else LevaRotacija(x)
Obri�si x
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Ïðèìåð 2.4.1 Íà ñëèöè 2.2 ïðèêàçàí jå ïðèìåð áðèñà»à è óìåòà»à
÷âîðà ó òðèï. ×âîð ñà ê§ó÷åì L è ïðèîðèòåòîì 69 ñå áðèøå(óìå£å) ó
òðèï. Ó ïðèìåðó áðèñà»à âèäè ñå êàêî ñå ÷âîð íèçîì ðîòàöèjà ñïóøòà
äî ëèñòà îäàêëå ñå áðèøå. Ó ñëó÷àjó óìåòà»à ÷âîðà, ïðâî ñå óìå£å ó
ëèñò, à çàòèì ñå íèçîì ðîòàöèjà ÷âîð ïå»å äîê íå äî¢å íà îäãîâàðàjó£å
ìåñòî òàêî äà çàäîâî§è óñëîâ õèïà.

2.5 Ïîäåëà òðèïà íà äâà ìà»à

Íåêà jå çàäàò òðèï T ñà ñêóïîì ê§ó÷åâà X, è íåêà jå çàäàò ê§ó÷
a ∈ X. Çàäàòàê jå ïîäåëèòè T íà äâà ìà»à òðèïà T1 è T2 òàêî äà
T1 ñàäðæè ê§ó÷åâå èç X1 = {x ∈ X|x.key ≤ a}, à T2 ê§ó÷åâå èç
X2 = {x ∈ X|x.key > a}. Äà áè ñå òðèï ïîäåëèî íà äâà ïðåìà ê§ó÷ó a,
òðåáà òàj ê§ó÷ óáàöèòè ó òðèï òàêî äà ïîñòàíå êîðåí òðèïà. Ïðèîðèòåò
òàêâîã ÷âîðà a ìîðà áèòè íàjâå£è ïðèîðèòåò ó òðèïó. Ëåâî ïîäñòàáëî
ïðåäñòàâ§à òðèï T1, à äåñíî T2. Ðåçóëòàò jå äà jå ñëîæåíîñò îïåðàöèjå
ïîäåëå òðèïà íà äâà ìà»à jåäíàêà O(log n + logm)(âèäåòè [4]), ãäå jå n
áðîj ÷âîðîâà jåäíîã òðèïà,à m áðîj ÷âîðîâà äðóãîã òðèïà. Ñëåäè ïñåóäî
êîä ïðîöåäóðå çà ïîäåëó òðèïà:

Procedrura PodelaTripa(T: treap, à:key, T1, T2: treap)
Upis_u_trip((à,∞), T)
T1 ← T → lchild
T2 ← T → rchild

Ïðèìåð 2.5.1 Íà ñëèöè 2.3 ïðèêàçàí jå ïðèìåð ïîäåëå òðèïà íà äâà
ìà»à. Ê§ó÷åâè ÷âîðîâà ñó êàðàêòåðè ñà ëåêñèêîãðàôñêèì óðå¢å»åì.
Ïðâî ñå ó òðèï êîjè òðåáà ïîäåëèòè äîäàjå ÷âîð m ñà ïðèîðèòåòîì
êîjè jå âå£è îä ñâèõ îñòàëèõ ïðèîðèòåòà ó òðèïó, òàêî äà îí ïîñòàíå
êîðåí òðèïà. Ëåâè è äåñíè ñèí ñó ÷âîðîâè ñà ê§ó÷åâèìà c è p êîjè
ïðåäñòàâ§àjó êîðåíå äâà æå§åíà òðèïà íàêîí îïåðàöèjå ïîäåëå.

2.6 Ñïàjà»å äâà äàòà òðèïà ó jåäàí

Ïðè îïåðàöèjè ñïàjà»à äâà òðèïà T1 è T2 ó jåäàí, ïîäðàçóìåâà ñå
äà jå íàjâå£è ê§ó÷ ó òðèïó T1 ìà»è îä íàjìà»åã ó T2. Êðåèðà ñå
íîâè ÷âîð ñà ê§ó÷åì x òàêàâ äà jå ê§ó÷ x âå£è îä ìàêñèìàëíîã ê§ó÷à
òðèïà T1, à ìà»è îä ìèíèìàëíîã ê§ó÷à ó T2 è äîäå§ójå ìó ñå íàjìà»è
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Ñëèêà 2.2 Áðèñà»å/óìåòà»å ÷âîðà

ïðèîðèòåò. Çàòèì ñå çà ëåâîã ñèíà ïîñòàâè êîðåí òðèïà T1, à çà äåñíîã
êîðåí òðèïà T2. Ñàäà ñó òðèï T1 è T2 ëåâî è äåñíî ïîäñòàáëî ÷âîðà
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Ñëèêà 2.3 Ïðèìåð ïîäåëå òðèïà íà äâà ìà»à

ñà ê§ó÷åì x. Êàêî x èìà íàjìà»è ïðèîðèòåò ïîòðåáíî jå óðàäèòè ïàð
ðîòàöèjà äà áè áèî çàäîâî§åí óñëîâ õèïà. ×âîð x ñå ñïóøòà ó ëèñò
îäàêëå ñå êàñíèjå áðèøå ïîìî£ó âå£ îïèñàíå îïåðàöèjå áðèñà»à èç òðèïà.
Êàî ðåçóëòàò äîáèjà ñå jåäàí òðèï ñàñòàâ§åí îä äâà îðèãèíàëíà. Îâà
îïåðàöèjà ïðåäñòàâ§à èíâåðçíè ïîñòóïàê îïåðàöèjå ïîäåëå âå£åã òðèïà
íà äâà ìà»à. Ðåçóëòàò jå äà jå ñëîæåíîñò îïåðàöèjå ïîäåëå òðèïà íà äâà
ìà»à jåäíàêà O(log n + logm)(âèäåòè [4]), ãäå jå n áðîj ÷âîðîâà jåäíîã
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òðèïà,à m áðîj ÷âîðîâà äðóãîã òðèïà. Äàò jå ïñåóäî êîä ïðîöåäóðå îâå
îïåðàöèjå:

Procedrura SpajanjeTripa(T1, Ò2, Ò: treap)
T ← Kreiraj_novi_�cvor(x)
T → [lchild] ← [T1]
T → [rchild] ← [T2]
Brisanje_�cvora(x)

Ïðèìåð 2.6.1 Íà ñëèöè 2.4 ïðèêàçàí jå ïðèìåð ñïàjà»à äâà òðèïà äîáè-
jåíà îïåðàöèjîì ïîäåëå ó jåäàí. Ê§ó÷åâè ÷âîðîâà ñó êàðàêòåðè ñà ëåêñè-
êîãðàôñêèì óðå¢å»åì. Ïðâî ñå êðåèðà ÷âîð ñà ê§ó÷åì (m) êîjè jå âå£è îä
ê§ó÷à e, à ìà»è îä o è äîäåëè ìó ñå íàjìà»è ïðèîðèòåò. Ïîñëå óïèñà
òîã ÷âîðà ó òðèï, »åãîâ ëåâè, îäíîñíî äåñíè ñèí ïîñòàjó ÷âîðîâè ñà
ê§ó÷åì c, îäíîñíî p. Íèçîì ðîòàöèjà ÷âîð m ñå ñïóøòà ó ëèñò îäàêëå
ñå áðèøå, à êàî ðåçóëòàò ñå äîáèjå jåäàí òðèï.
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Ñëèêà 2.4 Ïðèìåð ñïàjà»à äâà òðèïà äîáèjåíà îïåðàöèjîì ïîäåëå



Ïîãëàâ§å 3

Ðàíäîìèçèðàíî ñòàáëî ïðåòðàãå

Íåêà jå X ñêóï ÷âîðîâà îä êîjèõ jå ñâàêè jåäíîçíà÷íî îäðå¢åí ê§ó÷åì
èç ïîòïóíî óðå¢åíîã ñêóïà. Ðàíäîìèçèðàíî ñòàáëî ïðåòðàãå çà ñêóï
X äåôèíèøå ñå êàî òðèï çà X, ãäå ñó ïðèîðèòåòè ÷âîðîâà íåçàâèñíå
íåïðåêèäíå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå. Íàðåäíó òåîðåìó íàâîäèìî áåç äîêàçà,
âèäåòè [1]:

Òåîðåìà 2 Ðàíäîìèçèðàíî ñòàáëî ïðåòðàãå êîjå èìà n ÷âîðîâà èìà
ïåðôîðìàíñå êîjå ñó ïðèêàçàíå ó òàáåëè 3.1.

Íåêà jå F âåðîâàòíî£à ðàñïîäåëå. Íåêà jå X ñêóï ÷âîðîâà îçíà÷åíèõ
ê§ó÷åâèìà èç óðå¢åíîã ñêóïà, ïðè ÷åìó jå ñâàêîì x ∈ X ïðèäðóæåíà
öåëîáðîjíà òåæèíà w(x) > 0. Óðàâàíîòåæåíî ðàíäîìèçèðàíî ñòàáëî
çà X ñå äåôèíèøå êàî òðèï çà X, ïðè ÷åìó ñó ïðèîðèòåòè íåçàâèñíå
íåïðåêèäíå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå äåôèíèñàíå íà ñëåäå£è íà÷èí: ïðèîðè-
òåò åëåìåíòà x jå ìàêñèìóì w(x) íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ ñà
âåðîâàòíî£îì F .

Òåîðåìà 3 Íåêà jå T óðàâíîòåæåíî ðàíäîìèçèðàíî ñòàáëî ïðåòðàãå
çà ñêóï ÷âîðîâà X ñà òåæèíàìà. Ó òàáåëè 3.2 ñó ïðèêàçàíå î÷åêèâàíå
ïåðôîðìàíñå ðàíäîìèçèðàíîã ñòàáëà T . Îâäå W îçíà÷àâà ñóìó òåæèíà
÷âîðîâà èç X. Çà ÷âîð x ïðåòõîäíèê è ñëåäáåíèê ó ñòàáëó ñó îçíà÷åíè ñà
x− è x+. Tmax è Tmin îçíà÷àâàjó ÷âîð ñà ìèíèìàëíèì è ìàêñèìàëíèì
ê§ó÷åì.
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Ìåðèëî ïåðôîðìàíñè Î÷åêèâàíå ãðàíèöå

âðåìå ïðèñòóïà O(log n)
âðåìå óìåòà»à O(log n)
âðåìå óìåòà»à çà åëåìåíò ñà
ðó÷êîì(íà ïðåòõ. èëè ñëåäá.)

O(1)

âðåìå áðèñà»à O(log n)
âðåìå áðèñà»à åëåìåíòà ñà
ðó÷êîì

O(1)

áðîj ðîòàöèjà ïî àæóðèðà»ó 2
âðåìå ïðåòðàãå ñà ïîêàçèâà÷åì
ïðåêî äèñòàíöå d

O(log d)

âðåìå áðçå ïðåòðàãå ñà
ïîêàçèâà÷åì ïðåêî äèñòàíöå d

O(logmin{d, n− d})

âðåìå ñïàjà»à äâà òðèïà
âåëè÷èíå m è n

O(logmax{m,n})

âðåìå ïîäåëå òðèïà íà äâà
ìà»à âåëè÷èíå m è n

O(logmax{m,n})

âðåìå áðçå ïîäåëå èëè ñïàjà»à O(logmin{m,n})
âðåìå îäñåöà»à ñòàáëà
âåëè÷èíå d

O(log n)

âðåìå àæóðèðà»à àêî ðîòàöèjà
ïîäñòàáëà âåëè÷èíå s êîøòà
O(s)

O(log n)

âðåìå àæóðèðà»à àêî ðîòàöèjà
ïîäñòàáëà âåëè÷èíå s êîøòà
O(s logk s), k ≥ 1

O(logk+1 n)

âðåìå àæóðèðà»à àêî ðîòàöèjà
ïîäñòàáëà âåëè÷èíå s êîøòà
O(sa), a>1

O(na−1)

âðåìå àæóðèðà»à àêî ðîòàöèjà
êîøòà f(s), f(s) íå-íåãàòèâíà

O(f(n)
n

+ Σ0<i<n
f(i)
i2

)

Òàáåëà 3.1: Âðåìåíà èçâðøàâà»à îïåðàöèjà ðàíäîìèçàðàíîã ñòàáëà
ïðåòðàãå

Çàïàçè ñå ïðå ñâåãà äà íåìà ïðåòïîñòàâêè îêî ðàñïîäåëå ê§ó÷åâà ó X.
Ïðåòïîñòàâèìî çà ñàäà, äà ñó ïðèîðèòåòè ñêðèâåíè îä êîðèñíèêà. Îâî
jå íåîïõîäíî äà áè ñå ðàíäîìèçèðàíî ñòàáëî ïðåòðàãå òðàíñôîðìèñàëî
ïðè ñâàêîì àæóðèðà»ó ó ðàíäîìèçèðàíî ñòàáëî. Àêî áè êîðèñíèê çíàî
ïðèîðèòåòå ìîãàî áè äà êðåèðà íå ðàíäîìèçèðàíî è íåáàëàíñèðàíî ñòàáëî
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Ìåðèëî ïåðôîðìàíñè Î÷åêèâàíå ãðàíèöå

âðåìå ïðèñòóïà ÷âîðó x O(1 + log W
w(x)

)

âðåìå óìåòà»à ÷âîðà x O(1 + log W+w(x)
min{w(x−),w(x),w(x+)})

âðåìå áðèñà»à ÷âîðà x O(1 + log W
min{w(x−),w(x),w(x+)})

âðåìå óìåòà»à ÷âîðà x ñà ðó÷êîì
íà ïðåòõîäíèêó

O(1 + log(1 + w(x)
w(x−)

+ w(x)
w(x+)

+ w(x−)
w(x+)

))

âðåìå áðèñà»à ÷âîðà x ñà ðó÷êîì O(1 + log(1 + w(x)
w(x−)

+ w(x)
w(x+)

))

áðîj ðîòàöèjà ïî àæóðèðà»ó
÷âîðà x

O(1 + log(1 + w(x)
w(x−)

+ w(x)
w(x+)

))

âðåìå ïîòðåáíî çà "�nger"
ïðåòðàãó èçìå¢ó ÷âîðà x è y, ãäå
jå V óêóïíà òåæèíà ÷âîðîâà
èçìå¢ó x è y(óê§ó÷ójó£è è »èõ)

O(log V
min{w(x),w(y)})

âðåìå ïîòðåáíî çà ñïàjà»å äâà
ñòàáëà T1 è T2 òåæèíà W1 è W2

O(1 + log W1
w(T1max)

+ log W2
w(T2min)

)

âðåìå ïîòðåáíî çà ïîäåëó òðèïà T
íà äâà ìà»à T1 è T2, òåæèíà W1
è W2

O(1 + log W1
w(T1max)

+ log W2
w(T2min)

)

âðåìå ïîòðåáíî çà áðçî ñïàjà»å
èëè áðçó ïîäåëó

O(1 + logmin{ W1
w(T1max)

, W2
w(T2min)

})

âðåìå ïîòðåáíî çà óâå£à»å
òåæèíå ÷âîðà x çà ∆

O(1 + log w(x)+∆
w(x)

)

âðåìå ïîòðåáíî çà óìà»å»å
òåæèíå ÷âîðà x çà ∆

O(1 + log w(x)
w(x)−∆

)

Òàáåëà 3.2: Âðåìåíà èçâðøàâà»à îïåðàöèjà òåæèíñêîã ðàíäîìèçàðàíîã
ñòàáëà ïðåòðàãå

ïîñëå ïîëèíîìèjàëíî ìíîãî àæóðèðà»à.

Çàõòåâ äà ñå êàî ïðèîðèòåòè êîðèñòå íåïðåêèäíå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå
íèjå íåîïõîäàí. Òî ñå ðàäè êàêî áè ñå ñà âåðîâàòíî£îì 1 äîáèëè ðàçëè÷è-
òè ïðèîðèòåòè. ×àê è àêî ñå ïðå¢å íà äèñêðåòíó ðàñïîäåëó, âåðîâàòíî£à
äà èìà âèøå »èõ èñòèõ jå jàêî ìàëà. Îâî çíà÷è äà jå ó ïðàêñè çà
âå£èíó àïëèêàöèjà äîâî§íî êîðèñòèòè áðîjåâå èç ñêóïà öåëèõ áðîjåâà
êàî íà ïðèìåð [0, 231]. Ó ïîðå¢å»ó ñà äðóãèì áàëàíñèðàíèì ñòàáëèìà
êîjà çàõòåâàjó ïî 1 áèò èíôîðìàöèjà ïî ÷âîðó, ðàíäîìèçèðàíî ñòàáëî
ïðåòðàãå çàõòåâà âèøå èíôîðìàöèjà, øòî ìîæå áèòè ðàçî÷àðàâàjó£å.
Íà÷èíè êàêî ñå îâî ìîæå èçáå£è îïèñójå ñå ó ïîãëàâ§ó ïåò.
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Ñâàêè ïóò êàäà ñå ïðèñòóïà ÷âîðó x ãåíåðèøå ñå íîâè ñëó÷àjíè áðîj r
ïðåìà ðàñïîäåëè F . Àêî jå áðîj r âå£è îä ïðèîðèòåòà ÷âîðà x, îíäà îí
òðåáà äà ïîñòàíå »åãîâ ïðèîðèòåò è àêî jå ïîòðåáíî óðàäèòè ðîòàöèjå äà
ñå ÷âîð x ïîïíå íàâèøå ó ñòàáëó êàêî íå áè áèî íàðóøåí óñëîâ õèïà. Àêî
ñå x-ó ïðèñòóïà k ïóòà, »åãîâ ïðèîðèòåò £å áèòè ìàêñèìóì k ñëó÷àjíèõ
áðîjåâà. Ïîñëåäèöà òå ÷è»åíèöå, êîjà ñå áåç äîêàçà íàâîäè ó [1] jå äà jå
î÷åêèâàíà äóáèíà ÷âîðà O(log(1/p)), ãäå jå p = k/A, ïðè ÷åìó jå A áðîj
ïðèñòóïà ó öåëîì ñòàáëó.

Ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å êàêî óìåòíóòè ÷âîð x ó óðàâíîòåæåíî ðàíäîìèçè-
ðàíî ñòàáëî ñà ôèêñíîì òåæèíîì k. Îâî ñå ìîæå íàjëàêøå óðàäèòè àêî
ñå çà ôóíêöèjó ðàñïîäåëå óçìå ôóíêöèjà ðàâíîìåðíå ðàñïîäåëå âåðîâàòíî-
£å íà èíòåðâàëó [0,1]. Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå Gk çà k ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§è-
âèõ èìà ôîðìó Gk(z) = zk. Èç îâîãà ñëåäè äà x òðåáà äà ñå óìåòíå
ñà ïðèîðèòåòîì r1/k ãäå jå r ñëó÷àjàí áðîj èç [0,1]. Êàêî jå ïîðå¢å»å
jåäèíà îïåðàöèjà êîjà óê§ó÷ójå ïðèîðèòåòå, à ëîãàðèòàìñêà ôóíêöèjà jå
ìîíîòîíà, îíäà ñå x ìîæå óìåòíóòè ñà ïðèîðèòåòîì (log r)/k óìåñòî r1/k.

Ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å êîëèêî ñëó÷àjíèõ áèòîâà jå ïîòðåáíî äà áè ñå
èìïëåìåíòèðàëî ðàíäîìèçèðàíî ñòàáëî ïðåòðàãå. Ïîñòîjè jåäíîñòàâíà
ñòðàòåãèjà êîjà ïîêàçójå äà jå ïîòðåáàí èñòè áðîj ñëó÷àjíèõ áèòîâà ïî
àæóðèðà»ó ó íåóðàâíîòåæåíîì ñòàáëó. Îâî ñå ìîæå ïîñòè£è íà ñëåäå£è
íà÷èí: íåêà ñó ïðèîðèòåòè ðåàëíè ñëó÷àjíè áðîjåâè èç èíòåðâàëà [0,1].
Òàêâè áðîjåâè ìîãó áèòè ãåíåðèñàíè äîäàâà»åì ñëó÷àjíèõ áèòîâà çà
ïðîøè-ðå»å áèíàðíå ðåïðåçåíòàöèjå íà »èõîâó áèíàðíó ðåïðåçåíòàöèjó
êàäà jå òî ïîòðåáíî çáîã ïîêëàïà»à ïðèîðèòåòà äâà ÷âîðà. Èñïîñòàâ§à
ñå äà ñå ãåíåðèøå ñàìî îíîëèêî áèíàðíå ðåïðåçåíòàöèjå êîëèêî jå ïîòðåáíî.
Jåäèíà îïåðàöèjà ñà ïðèîðèòåòèìà ó àëãîðèòìèìà àæóðèðà»à jå ïîðå¢å-
»å ïðèîðèòåòà. Ó ìíîãèì ñëó÷àjåâèìà ðåçóëòàò òàêâîã ïîðå¢å»à £å
âå£ áèòè îäðå¢åí ïîñòîjå£îì áèíàðíîì ðåïðåçåíòàöèjîì. Êàäà îâî íèjå
ñëó÷àj, jåäíà ðåïðåçåíòàöèjà ïîñòàjå ïðåôèêñ äðóãå. Èñïîñòàâ§à ñå äà
jå î÷åêèâàíè áðîj äîäàâà»à áèòîâà ïîòðåáíèõ çà ðåøàâà»à ïîðå¢å»à íå
âå£è îä ÷åòèðè. Ïîøòî ñå ó àëãîðèòìèìà àæóðèðà»à ïðèîðèòåòè ïîðåäå
ñàìî ó âåçè ñà ðîòàöèjîì, à áðîj î÷åêèâàíèõ ðîòàöèjà ïî àæóðèðà»ó jå
ìà»è îä äâà, çíà÷è äà jå çà óìåòà»å áðîj î÷åêèâàíèõ ñëó÷àjíèõ áèòîâà
ìà»è îä äâàíàåñò, à çà áðèñà»å ìà»è îä îñàì.

Ó ðàäó [1] ïîêàçàíî jå äà îöåíå ñëîæåíîñòè îïåðàöèjà ñà ðàíäîìèçèðà-
íèì ñòàáëîì íàñòàâ§àjó äà âàæå è àêî ñå ïðèìå»ójó ïðèîðèòåòè ñà ñàìî
O(log n) ñëó÷àjíèõ áèòîâà.



Ïîãëàâ§å 4

Àíàëèçà ðàíäîìèçèðàíîã ñòàáëà

ïðåòðàãå

Ó îâîì îäå§êó äàòà jå àíàëèçà âåëè÷èíà ðàíäîìèçèðàíîã ñòàáëà ïðå-
òðàãå è èçâî¢å»å »èõîâèõ î÷åêèâàíèõ âðåäíîñòè.

Äåôèíèöèjà 2 Äóæèíà ëåâå(äåñíå) êè÷ìå jå äóæèíà ïóòà îä êîðåíà
êàäà ñå ñèëàçè ñàìî ïðåêî ëåâèõ(äåñíèõ) ñèíîâà.

Ïðè òîìå ñå êîðèñòå ñëåäå£å îçíàêå:
D(x) - äóáèíà ÷âîðà x ó ñòàáëó (áðîj ÷âîðîâà íà ïóòó îä êîðåíà äî ÷âîðà
x),
S(x) - âåëè÷èíà ïîäñòàáëà ñà êîðåíîì x (áðîj ÷âîðîâà ó ïîäñòàáëó),
P (x, y) - äóæèíà jåäèíñòâåíå ïóòà»å îä ÷âîðà x äî ÷âîðà y,
SL(x) è SR(x) - äóæèíà äåñíå êè÷ìå ëåâîã ïîäñòàáëà è äóæèíà ëåâå
êè÷ìå äåñíîã ïîäñòàáëà, çà ëåâó ñòðàíó ñå ïîäðàçóìåâà ëåâà ñòðàíà
çàjåäíî ñà ÷âîðîì êîðåíà, äåñíà ñòðàíà jå äåôèíèñàíà àíàëîãíî.

Ó îâîì äåëó áè£å ðå÷è î òðèïó T çà ñêóï X = {xi = (ki, pi)|1 ≤ i ≤ n}
îä n ÷âîðîâà, íóìåðèñàíèõ ê§ó÷åâèìà ó ðàñòó£åì ïîðåòêó ki < ki+1

çà ñâàêî 1 ≤ i < n. Çà ïðèîðèòåò pi óçèìàjó ñå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå.
Êàêî çà ôèêñíè ñêóï ê§ó÷åâà òðèï T çàâèñè îä ïðèîðèòåòà, ãîðå íàâåäåí
âåëè÷èíå £å òàêî¢å áèòè ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå, çà êîjå èìà ñìèñëà àíàëè-
çèðàòè î÷åêèâà»à, âåðîâàòíî£å è ñëè÷íî.

Àíàëèçà jå ïîjåäíîñòàâ§åíà ÷è»åíèöîì äà ñå ñâàêà ãîðå íàâåäåíà âåëè-
÷èíà ìîæå ïðåäñòàâèòè ïîìî£ó äâà òèïà èíäèêàòîðà ñëó÷àjíèõ ïðîìåí-
§èâèõ:
Ai,j jå 1 àêî jå xi ïðåäàê xj ó T è 0 èíà÷å,
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Ci;l,m jå 1 àêî jå xi çàjåäíè÷êè ïðåäàê xl è xm ó T è 0 èíà÷å.
Óç òî ïîäðàçóìåâà ñå äà jå ñâàêè ÷âîð ïðåäàê ñàìîì ñåáè.

Òåîðåìà 4 Íåêà jå 1 ≤ l,m ≤ n è íåêà jå l < m. Òàäà jå
(I) D(xl) = Σ1≤i≤nAi,l
(II) S(xl) = Σ1≤j≤nAl,j
(III) P (xl, xm) = 1 + Σ1≤i<m(Ai,l − Ci;l,m) + Σl<i≤n(Ai,m − Ci;l,m)
(IV) SL(xl) = Σ1≤i<l(Ai,l−1 − Ci;l−1,l); SR(xl) = Σl<i≤n(Ai,l+1 − Ci;l,l+1)

Äîêàç. Ñòàâêå (I) è (II) ñó jàñíå, jåð jå äóáèíà ÷âîðà íèøòà äðóãî
íåãî áðîj ïðåäàêà, è âåëè÷èíà »åãîâîã ïîäñòàáëà jå áðîj ÷âîðîâà çà êîjó
jå ïðåäàê.
Çà ñòàâêó (III) òðåáà íàïîìåíóòè äà jå ïóò îä xl äî xm ïîäå§åí íà äâà
äåëà íàjìà»èì çàjåäíè÷êèì ïðåòêîì v. Äåî îä (xl) äî v ñàäðæè óïðàâî
ïðåòêå îä (xl) áåç çàjåäíè÷êèõ ïðåäàêà îä (xl) è (xm), ÷èjè jå áðîj jåäíàê
ïðâîj ñóìè. Ñëè÷íî ñå ðà÷óíà è äðóãà ñóìà çà ïóò îä (xm) äî v. Êàêî ñå
v íå áðîjè ó îáà äåëà ïîòðåáíà jå êîðåêöèjà îä +1.

Çà ñòàâêó (IV ) äîâî§íî jå ðàçìîòðèòè ñëó÷àj SL. Àêî (xl) èìà ëåâî
ïîäñòàáëî îíäà íàjìà»è ÷âîð ó äåñíîì äåëó ìîðà áèòè (xl−1). Jàñíî jå
äà ó òîì ñëó÷àjó äåñíà ñòðàíà ñàäðæè òà÷íî ïðåòêå (xl−1) áåç ïðåäàêà
(xl). Òàêî¢å (xi) ñà i > l ìîæå áèòè íà äåñíîj ñòðàíè. Àêî (xl) íåìà
ëåâî ïîäñòàáëî èëè jå l = 1 ó òîì ñëó÷àjó ôîðìóëà èìà òà÷íî âðåäíîñò
0 èëè jå (xl−1) ïðåäàê îä (xl), ó êîì ñëó÷àjó jå ñâàêè ïðåäàê îä (xl−1)
çàjåäíè÷êè ïðåäàê îä (xl) è (xl−1) è ôîðìóëà èìà òà÷íî âðåäíîñò 0.

Àêî óçìåìî äà jå ai,j = Ex[Ai,j] è ci;l,m = Ex[Ci;l,m] çáîã ëèíåàðíîñòè
ìàòåìàòè÷êîã î÷åêèâà»à ñëåäè:

Ïîñëåäèöà 1 Íåêà jå 1 ≤ l,m ≤ n è l < m,
(I) Ex[D(xl)] = Σ1≤i≤nai,l
(II) Ex[S(xl)] = Σ1≤j≤nal,j
(III) Ex[P (xl, xm)] = 1 + Σ1≤i<m(ai,l − ci;l,m) + Σl<i≤n(ai,m − ci;l,m)
(IV) Ex[SL(xl)] = Σ1≤i<l(ai,l−1 − ci;l−1,l); Ex[SR(xl)] = Σl<i<n(ai,l+1 −
ci;l,l+1)

Ó ñóøòèíè öåëà ïðè÷à î àíàëèçè ñâîäè ñå íà î÷åêèâà»à ai,j è ci;l,m.
Êàêî ñó èíäèêàòîðè 0-1 ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå èìàìî:

ai,j = Ex[Ai,j] = Pr[Ai,j = 1] = Pr[xi jå ïðåäàê xj], è
ci;l,m = Ex[Ci;l,m] = Pr[Ci;l,m = 1] =

= Pr[xi jå çàjåäíè÷êè ïðåêàä îä xl è xm]
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Óòâð¢èâà»å âåðîâàòíî£à, à ñàìèì òèì è î÷åêèâà»à äàòî jå ëåìîì î
ïðåòêó, êîjà ó ïîòïóíîñòè êàðàêòåðèøå âåçó ïðåòêà ó òðèïó:

Ëåìà 1 Íåêà jå T òðèï çà X è íåêà jå 1 ≤ i, j ≤ n. Òàäà ïîä ïðåòïî-
ñòàâêîì äà ñó ñâè ïðèîðèòåòè ðàçëè÷èòè, (xi) jå ïðåäàê (xj) ó T àêî
ìå¢ó ñâèì (xh) ñà h ∈ [i, j], (xh) èìà íàjâå£è ïðèîðèòåò.

Äîêàç. Íåêà jå (xm) ÷âîð ñà íàjâå£èì ïðèîðèòåòîì ó T è íåêà jå
X ′ = (xv|1 ≤ v < m) è X” = (xµ|m < µ ≤ n). Ïî äåôèíèöèjè òðèïà (xm)
£å áèòè êîðåí è ëåâî è äåñíî ïîäñòàáëî £å áèòè òðèïîâè çàX ′ èX”. Jàñíî
jå äà jå êàðàêòåðèçàöèjà ïðåòêà òà÷íà çà ñâå ïàðîâå ÷âîðîâà óê§ó÷ójó£è
êîðåíè ÷âîð. Òàêî¢å jå òà÷íà çà ñâå ïàðîâå xv ∈ X ′, êàî è çà xµ ∈ X”, îíè
ëåæå ó ðàçëè÷èòèì ïîäñòàáëèìà è ñòîãà íèñó ó âåçè ïðåäàê-ñëåäáåíèê.
Çàèñòà, íàjâå£è ïðèîðèòåò èçìå¢ó v è µ ðåàëèçîâàí jå ó xm, à íå ó xv èëè
xµ. Êîíà÷íî, ïî èíäóêöèjè êàðàêòåðèçàöèjà jå òà÷íà çà ñâå ïàðîâå ó X ′

è X”.
Êàî íåïîñðåäíà ïîñëåäèöà îâå ëåìå, ïðîèçèëàçè ñëåäå£à ëåìà:

Ëåìà 2 Íåêà jå T òðèï çà X è íåêà jå 1 ≤ l,m, i ≤ n è l < m. Íåêà jå
pv ïðèîðèòåò îä xv.
Ïîä ïðåòïîñòàâêîì äà ñó ñâè ïðèîðèòåòè ðàçëè÷èòè, (xi) jå çàjåä-
íè÷êè ïðåäàê çà xl è xm ó T àêî:

pi = max{pv|i ≤ v ≤ m} if 1 ≤ i ≤ l
pi = max{pv|l ≤ v ≤ m} if l ≤ i ≤ m
pi = max{pv|l ≤ v ≤ i} if m ≤ i ≤ n

îâè óñëîâè ìîãó ñå ïðåïèñàòè êðà£å íà ñëåäå£è íà÷èí:

pi = max{pv|min{i, l,m} ≤ v ≤ max{i, l,m}}.

Îâå ëåìå îìîãó£ójó àíàëèçó âåëè÷èíà ðàíäîìèçèðàíîã ñòàáëà ïðåòðàãå.
Ïîñòîjå äâà ñëó÷àjà: óðàâíîòåæåíî è íåóðàâíîòåæåíî ðàíäîìèçèðàíî
ñòàáëî ïðåòðàãå.

4.1 Íåóðàâíîòåæåí ñëó÷àj

Ïîñëåä»å äâå ëåìå îëàêøàâàjó èçâî¢å»å âåðîâàòíî£à ai,j è ci;l,m çà
ïðåòêà.

Ïîñëåäèöà 2 Ó íåóðàâíîòåæåíîì ðàíäîìèçèðàíîì ñòàáëç ïðåòðàãå
xi jå ïðåäàê xj ñà âåðîâàòíî£îì 1/(|i − j| + 1) äðóãèì ðå÷èìà: ai,j =
1/(|i− j|+ 1).



22

Äîêàç. Ïðåìà ëåìè î ïðåòêó ïîòðåáíî jå äà ïðèîðèòåò xi áóäå
íàjâå£è ìå¢ó ïðèîðèòåòèìà [i− j] + 1 èçìå¢ó ÷âîðîâà xi è xj. Ó ñëó÷àjó
íåóðàâíîòåæåíîã ðàíäîìèçèðàíîã ñòàáëà ïðèîðèòåòè ñó íåçàâèñíå íåïðå-
êèäíå ñëó÷àjíå ïðîìåí§èâå ñà âåðîâàòíî£îì 1/(|i− j|+ 1).

Ïîñëåäèöà 3 Íåêà jå 1 ≤ l < m ≤ n.
Ó ñëó÷àjó íåóðàâíîòåæåíîã ðàíäîìèçèðàíîã ñòàáëà î÷åêèâà»à çà çàjåä-
íè÷êîã ïðåòêà äàòà ñó ñëåäå£èì èçðàçèìà:

ci;l,m = 1/(m− i+ 1) if 1 ≤ i ≤ l
ci;l,m = 1/(m− l + 1) if l ≤ i ≤ m
ci;l,m = 1/(i− l + 1) if m ≤ i ≤ n

øòî ñå ìîæå çàïèñàòè êàî:

ci;l,m = 1/(max{i, l,m} −min{i, l,m}+ 1)

Äîêàç. Àíàëîãíî ïðåòõîäíîì äîêàçó.

Ñïàjà»åì ñâåãà äîáèjàjó ñå òà÷íè èçðàçè è ïðèáëèæíå ôîðìå ãîð»èõ
ãðàíèöà î÷åêèâà»à âåëè÷èíà ðàíäîìèçèðàíîã ñòàáëà ïðåòðàãå. Èçðàçè
óê§ó÷ójó õàðìîíèjñêå áðîjåâå äåôèíèñàíå ñà Hn = Σ1≤i≤n1/i. Ëàêî ñå
èçâîäè äà ñó ãðàíèöå çà Hn äàòå íåjåäíàêîñòèìà lnn < Hn < 1 + lnn çà
n > 1.

Òåîðåìà 5 Íåêà jå 1 ≤ l,m ≤ n è íåêà jå l < m. Ó íåóðàâíîòåæåíîì
ðàíäîìèçèðàíîì ñòàáëó ïðåòðàãå ñà n ÷âîðîâà âàæè:
(I) Ex[D(xl)] = Hl +Hn+1−l − 1 < 1 + 2 ∗ lnn
(II) Ex[S(xl)] = Hl +Hn+1−l − 1 < 1 + 2 ∗ lnn
(III) Ex[P (xl, xm)] = 4Hm−l+1 − (Hm − Hl) − (Hn+1−l − Hn+1−m) − 3 <
1 + 4 ∗ ln(m− l + 1)
(IV) Ex[SL(xl)] = 1− 1/l; Ex[SR(xl)] = 1− 1/(n+ 1− l)

Äîêàç. Äîâî§íî jå êîðèñòèòè ïîñëåäèöó 1 è óê§ó÷èòè âðåäíîñòè èç
ïîñëåäèöà 2 è 3.

Çàíèì§èâî jå äà jå ó íåóðàâíîòåæåíîì ðàíäîìèçèðàíîì ñòàáëó ïðåòðà-
ãå î÷åêèâàíè áðîj ïðåäàêà ÷âîðà x jåäíàê »åãîâîì î÷åêèâàíîì áðîjó
ïîòîìàêà. Ãëàâíà ðàçëèêà èçìå£ó ñëó÷àjíèõ ïðîìåí§èâèõ D(xl) è S(xl)
jå äà îáå èìàjó èñòà î÷åêèâà»à, àëè âåîìà ðàçëè÷èòó ðàñïîäåëó. D(xl)
jå ñòðîãî êîíöåíòðèñàíà îêî »åíèõ î÷åêèâà»à, à S(xl) íèjå.
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4.2 Óðàâíîòåæåí ñëó÷àj

Ïîäñåòèìî ñå äà jå ó îâîì ñëó÷àjó ñâàêîì ÷âîðó xi ïðèäðóæåí ïîçèòè-
âàí áðîj - òåæèíà wi, è äà îâàêâî ðàíäîìèçèðàíî ñòàáëî ïðåòðàãå êîðèñòè
çà ïðèîðèòåò ÷âîðà xi ìàêñèìóì wi íåçàâèñíèõ íåïðåêèäíèõ ñëó÷àjíèõ
ïðîìåí§èâèõ ñà èñòîì ðàñïîäåëîì âåðîâàòíî£å.

Çà i ≤ j íåêà wij îçíà÷àâà Σi≤h≤jwh è çà i > j äåôèíèøå ñå wi:j = wj:i.
Íåêà W = w1:n îçíà÷àâà óêóïíó òåæèíó.

Ïîñëåäèöà 4 Ó óðàâíîòåæåíîì ðàíäîìèçèðàíîì ñòàáëó ïðåòðàãå xi
jå ïðåäàê xj ñà âåðîâàòíî£îì wi/wi:j, òj.:

ai,j = wi/wi:j

Äîêàç. Ïðåìà ëåìè î ïðåòêó ïîòðåáíî jå äà ïðèîðèòåò ÷âîðà xi áóäå
íàjâå£è ìå¢ó ïðèîðèòåòèìà èçìå¢ó ÷âîðîâà xi è xj. Îâî çíà÷è äà jåäíà
îä wi ïðîìåí§èâèõ çà xi òðåáà äà áóäå íàjâå£à ìå¢ó wij ïðîìåí§èâàìà
çà ÷âîðîâå èçìå¢ó xi è xj. Ïîøòî ñó îâå ïðîìåí§èâå èäåíòè÷íî äèñòðè-
áóèðàíå òî £å ñå äåñèòè ñà íàçíà÷åíîì âåðîâàòíî£îì.

Ïîñëåäèöà 5 Íåêà jå 1 ≤ l < m ≤ n. Ó ñëó÷àjó óðàâíîòåæåíîã
ðàíäîìèçèðàíîã ñòàáëà ïðåòðàãå î÷åêèâà»à çà çàjåäíè÷êîã ïðåòêà äàòà
ñó ñëåäå£èì ôîðìóëàìà:

ci;l,m = wi/wi:m if 1 ≤ i ≤ l
ci;l,m = wi/wl:m if l ≤ i ≤ m
ci;l,m = wi/wl:i if m ≤ i ≤ n

Äîêàç. Äîêàç jå àíàëîãàí ïðåòõîäíîì ñàìî áàçèðàí íà ëåìè î çàjåä-
íè÷êîì ïðåòêó.

Òåîðåìà 6 Íåêà jå 1 ≤ l,m ≤ n è íåêà jå l < m. Ó óðàâíîòåæåíîì
ðàíäîìèçèðàíîì ñòàáëó ïðåòðàãå ñà n ÷âîðîâà è óêóïíîì òåæèíîì W
âàæå ñëåäå£à î÷åêèâà»à:

(I) Ex[D(xl)] = Σ1≤i≤nwi/wi:l < 1 + 2 ∗ ln(W/wl)
(II) Ex[S(xl)] = Σ1≤i≤nwi/wi:l
(III) Ex[P (xl, xm)] = 1 + Σ1≤i<l(wi/wi:l − wi/wi:m)

+Σl≤i<m(wi/wl:i + wi/wi:m − 2wi/wl:m)
+Σm<i≤n(wi/wm:i − wi/wl:i)
< 1 + 2 ∗ ln(wl:m/wl) + 2 ∗ ln(wl:m/wm)

(IV) Ex[SL(xl)] = Σ1≤i<l(wi/wi:l−1 − wi/wi:l) < 1 + ln(1 + (wl/wl−1))
Ex[SR(xl)] = Σl<i≤n(wi/wl+1:i − wi/wl:i) < 1 + ln(1 + (wl/wl+1))
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Äîêàç. Òà÷íè èçðàçè ñëåäå èç ïîñëåäèöà 4 è 5.
Íàâåäåíå ãîð»å ãðàíèöå ñó ïîñëåäèöå ñëåäå£å äâå íåjåäíàêîñòè êîjå ñå
ìîãó ëàêî ïðîâåðèòè èçðà÷óíàâà»åì ïîâðøèíå èñïîä êðèâå f(x) = 1/x:

α/A ≤ lnA− ln(A− α) çà 0 ≤ α < A (1)

α/A− α/B ≤ (lnA− ln(A− α))− (lnB − ln(B − α)) , 0 ≤ α < A ≤ B (2)

Çà äîêàç ïðâå ñòàâêå èç òåîðåìå êîðèñòèìî íåjåäíàêîñò (1) äà èçâåäåìî:

Σ1≤i<lwi/wi:l < Σ1≤i<l(lnwi:l − lnwi+1:l) =

= lnw1:l − lnwl = ln(w1:l/wl) < ln(W/wl)

è àíàëîãíî çà Σl<i≤nwi/wl < ln(wl:n/wl) ≤ ln(W/wl), äîäàjó£è ó (1)
ïðîèçèëàçè çà i = l íàâåäåíå ãðàíèöà.
Ñëè÷íî, çà ñòàâêó (IV) êîðèñòè ñå èçðàç 2:

Σ1≤i<l(wi/wi:l−1 − wi/wi:l) <
< 1 + Σ1≤i<l−1((lnwi:l−1 − wi+1:l−1)− (lnwi:l − wi+1:l)) =
= 1 + (lnw1:l−1 − wl−1:l−1)− (lnw1:l − wl−1:l) <
< 1 + lnwl−1:l − lnwl−1:l−1 =
= 1 + ln(1 + wl/wl−1)

Çà äîêàç ñòàâêå (III) êîðèñòè ñå íåjåäíàêîñò (2), è îãðàíè÷àâà ñå ïðâà
ñóìà ñà ln(wl:m/wl), è òðå£à ñà ln(wl:m/wm). Ñðåä»à ñóìà ìîæå áèòè
ïîäå§åíà íà òðè äåëà. Òðå£è äåî jåäíàê jå -2. Êîðèø£å»åì íåjåäíàêî-
ñòè (1), ïðâè äåî jå îãðàíè÷åí ñà 1 + ln(wl:m/wl), à äðóãè äåî ñà 1 +
ln(wl:m/wm). Çàjåäíî îâî äàjå íàâåäåíó ãðàíèöó.



Ïîãëàâ§å 5

Àíàëèçà îïåðàöèjà

ðàíäîìèçèðàíîã ñòàáëà

Ó îâîì îäå§êó áè£å ðàçìàòðàíå ðàçíå îïåðàöèjå íåóðàíîòåæåíîã è
óðàâíîòåæåíîã ðàíäîìèçèðàíîã ñòàáëà è èçâåäåíà î÷åêèâà»à åôèêàñíî-
ñòè äîêàçójó£è ãðàíèöå èç òåîðåìà 2 è 3.

5.1 Ïðåòðàãà

Óñïåøíî òðàæå»å çà ÷âîð x ó òðèïó T ïî÷è»å ó êîðåíó T è êîðèñòå£è
ê§ó÷ ÷âîðà x ïðàòè ñå ïóòà»à îä êîðåíà T äî ÷âîðà x. Jàñíî jå äà
jå ïîòðåáíî âðåìå òàêâîã òðàæå»à ïðîïîðöèîíàëíî äóæèíè ïóòà»å èëè
äðóãèì ðå÷èìà áðîjó ïðåäàêà ÷âîðà x. Ïðåìà òîìå î÷åêèâàíî âðåìå
òðàæå»à ïî x ïðîïîðöèîíàëíî jå î÷åêèâàíîì áðîjó »åãîâèõ ïðåäàêà,
êîjè jå O(log n) ó íåóðàâíîòåæåíîì ñëó÷àjó è O(1 + log(W/w(x))) ïî
òåîðåìàìà 5 è 6. Íåóñïåøíî òðàæå»å çà ê§ó÷ çàâðøàâà ñå èçìå¢ó
ê§ó÷åâà óçàñòîïíèõ ÷âîðîâà x− è x+ çà î÷åêèâàíî âðåìå O(log n) ó íå-
óðàâíîòåæåíîì ñòàáëó, îäíîñíî O(log(W/min{(w(x−), w(x+))})) çà óðà-
âíîòåæåí ñëó÷àj, ïîñëå êîjåã ñå òàêâî òðàæå»å ìîðà ïðåêèíóòè áèëî ó
x− èëè ó x+(ñëó÷àjåâè êàäà íå ïîñòîjè jåäíî îä x− èëè x+ ñå èãíîðèøó).

5.2 Óìåòà»å è áðèñà»å

×âîð ñå óìå£å ó òðèï òàêî øòî ñå ïðâî óáàöè ó îäãîâàðàjó£ó ïîçèöèjó ó
ëèñòó êîjà jå äîáèjåíà (íåóñïåøíèì) òðàæå»åì ïî ê§ó÷ó ÷âîðà. Îíäà ñå
÷âîð ïå»å ó ñòàáëó ñâå äîê îòàö íåìà ìà»è ïðèîðèòåò îä »åãà. Jàñíî jå
äà áðîj îâèõ ðîòàöèjà ìîæå áèòè íàjâèøå êàî äóæèíà ïóòà»å óïðàâî
ïðå¢åíå ïðåòðàãå. Òàêâî âðåìå óìåòà»à ïðîïîðöèîíàëíî jå âðåìåíó

25



26

ïîòðåáíîì çà íåóñïåøíî òðàæå»å êîjå jå ó ïðîñåêó jåäíàêîO(log n) î÷åêè-
âàíî ó ñëó÷àjó íåóðàâíîòåæåíîã ñòàáëà, òj. O(log(W/min{w(x−), w(x+)}))
ó óðàâíîòåæåíîì ñòàáëó, ãäå ñó x− è x+ ïðåòõîäíèê è ñëåäáåíèê ÷âîðà
x ó ðåçóëòójó£åì ñòàáëó.
Îïåðàöèjà áðèñà»à çàõòåâà èñòî âðåìå êàî óìåòà»å, jåð jå ó ñóøòèíè òî
èíâåðçàí ïðîöåñ. Ïðâî ñå ëîöèðà æå§åíè ÷âîð ó ñòàáëó óç ïîìî£ ê§ó÷à.
Çàòèì ñå ñïóøòà ó ñòàáëó äîê íå áóäå ó ëèñòó, íàêîí ÷åãà ñå îäñåöà.
Ïðè ðîòàöèjè íàíèæå, îäëóêà î ëåâîì èëè äåñíîì ðîòèðà»ó çàâèñè îä
ïðèîðèòåòà àêòóåëíå äåöå, îíî ñà âå£èì ïðèîðèòåòîì ñå ìîðà ïîïåòè
ãîðå.
Îíî øòî jå jîø çàíèì§èâî jå äà ñå ðîòàöèjå jàâ§àjó è òîêîì àæóðèðà»à.
Êàêî jå áðèñà»å èíâåðçàí ïîñòóïàê óìåòà»ó, äîâî§íî jå àíàëèçèðàòè
áðîj ðîòàöèjà ïðè áðèñà»ó.
Íåêà jå x ÷âîð êîjè òðåáà îáðèñàòè èç òðèïà T . Èàêî íå ìîæå äà ñå êàæå
êîjå £å ðîòàöèjå áèòè ïðèìå»åíå ïðèëèêîì ñïóøòà»à(ëåâå èëè äåñíå),
ìîæå ñå ðå£è êîëèêî £å èõ áèòè. �èõîâ áðîj jå ñóìà äóæèíå äåñíå
êè÷ìå ëåâîã ïîäñòàáëà x è ëåâå êè÷ìå äåñíîã ïîäñòàáëà x. Ïîñëåäèöà
÷è»åíèöå jå äà ëåâà ðîòàöèjà çà x èìà åôåêàò ñìà»èâà»à ëåâå êè÷ìå
äåñíîã ïîäñòàáëà çà jåäàí, è äåñíà ðîòàöèjà èìà åôåêàò ñìà»èâà»à äåñíå
êè÷ìå ëåâîã ïîäñòàáëà çà jåäàí. Ïðåìà òîìå çíàìî èç òåîðåìà 5 è 6 äà
jå î÷åêèâàíè áðîj ðîòàöèjà ïî àæóðèðà»ó ìà»è îä 2 ó íåóðàâíîòåæåíîì
ñòàáëó, à ìà»è îä 2 + ln(1 + w(x)/w(x−)) + ln(1 + w(x)/w(x+)) = O(1 +
log(1 + w(x)/w(x−) + w(x)/w(x+))) çà óðàâíîòåæåíî ñòàáëî.

5.3 Óìåòà»å è áðèñà»å ñà ðó÷êàìà

Óêîëèêî ïîñòîjè ðó÷êà(ïîêàçèâà÷) íà ÷âîð êîjè ñå áðèøå èç òðèïà,
óêëà»à ñå ïîòðåáà çà òðàæå»åì èñòîã. Jåäèíî ñó ïîòðåáíå ðîòàöèjå çà
ñïóøòà»å ó ëèñò è îäñåöà»å ëèñòà, çà êîjå jå î÷åêèâàíî âðåìå èçâðøà-
âà»à O(1) ó íåóðàâíîòåæåíîì ñòàáëó, îäíîñíî O(1+log(1+w(x)/w(x−)+
w(x)/w(x+))) ó óðàâíîòåæåíîì.
Ñëè÷íî àêî çíàìî ïîçèöèjó ëèñòà ãäå ñå óìå£å íîâè ÷âîð x, îíäà ïîñëå
óìåòà»à íîâîã ëèñòà ïîòðåáíî jå èçâðøèòè ðîòàöèjå çà ïîìåðà»å ÷âîðà
íà ãîðå, ÷èjå î÷åêèâàíî âðåìå èçâðøàâà»à jå óïðàâî ñïîìåíóòî. Àêî jå
äîñòóïàí ñàìî ïîêàçèâà÷ íà x− è x ñå íå ìîæå óìåòíóòè êàî ëèñò ó x− äîê
íå ïîñòîjè äåñíî ïîäñòàáëî, îíäà íàñòàjå äîäàòíè òðîøàê çà ëîöèðà»å
x+. Ó îâîì ñëó÷àjó x+ ñå íàëàçè íà äíó ëåâå ñòðàíå äåñíîã ïîäñòàáëà x−

è »åãîâî ïðîíàëàæå»å êîøòà êîëèêî è ïðåëàæå»å ëåâå ñòðàíå. Îâà
îïåðàöèjà î÷åêèâàíî êîøòà O(1) ó íåóðàâíîòåæåíîì ñòàáëó, è O(1 +
log(1+w(x−)/w(x+))) ó óðàâíîòåæåíîì, øòî êàî ðåçóëòàò äàjå î÷åêèâàíî
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âðåìå O(1) è O(1 + log(1 + w(x)/w(x−) + w(x)/w(x+) + w(x−)/w(x+))) ó
îäãîâàðàjó£èì ñëó÷àjåâèìà.
Çà ðàçëèêó îä îáè÷íîã óìåòà»à, óìåòà»å ñà ðó÷êàìà çàõòåâà äà ïîêà-
çèâà÷ íà îöà áóäå äîñòóïàí, êàêî áè ìîãëå äà ñå èçâðøå ðîòàöèjå íàâèøå.
Ñëè÷íî è çà áðèñà»å ñà ðó÷êàìà, ïîêàçèâà÷ íà îöà jå íåîïõîäàí. Îä
òðåíóòêà êàäà ñå ÷âîð êîjè ñå áðèøå ñïóøòà íàíèæå, ìîðà äà çíà ñâîã
îöà y, êàêî áè ñå îäðå¢èâà»å ïîêàçèâà÷à ñèíà y ìîãëî ðåñåòîâàòè.

5.4 Ïðåòðàãà ñà ïîêàçèâà÷åì

Ó îâîj ïðåòðàçè ïðåòïîñòàâêà jå äà ïîñòîjè ðó÷êà èëè ïîêàçèâà÷ íà
÷âîð x ó ñòàáëó, è êîðèñòå£è îâó èíôîðìàöèjó æåëèìî äà ïðîíà¢åìî
÷âîð y ñà äàòèì ê§ó÷åì k. Áåç îïøòåã ãóáèòêà ïðåòïîñòàâ§àìî äà
jå x = xl è y = xm òàêî äà jå l < m. Íàjïðèðîäíèjè íà÷èí äà ñå
èçâðøè òàêâà ïðåòðàãà jå äà ñå ïðàòè jåäèíñòâåíà ïóòà»à îä xl äî xm
ó ñòàáëó. Î÷åêèâàíà äóæèíà îâàêâå ïóòà»å äàòà jå ó òåîðåìàìà 5 è 6 çà
íåóðàâíîòåæåíà è óðàâíîòåæåíà ðàíäîìèçèðàíà ñòàáëà ïðåòðàãå. Êàêî
ãîä, ñòâàðè íèñó áàø jåäíîñòàâíå äîê íå áóäå jàñíî äà ïðåòðàãà ìîæå
ïðå£è ïóòà»ó îä xl äî xm ó âðåìåíó ïðîïîðöèîíàëíî »åíîj äóæèíè.
Òàêâà ïðåòðàãà áè ïîäðàçóìåâàëà ãåíåðàëíî, ïå»à»å íàâèøå ó ñòàáëó
ñà ïî÷åòêîì èç xl äî íàjíèæåã çàjåäíè÷êîã ïðåäêà u îä xl è xm è çàòèì
ñïóøòà»å äî xm. Àëè êàêî çíàòè äà jå ïðåòðàãà ñòèãëà äî u?

Àêî jå ïðåòðàãà òîêîì óñïîíà êà êîðåíîì ÷âîðó äîñòèãëà ÷âîð z ÷èjè
jå ê§ó÷ âå£è îä ê§ó÷à ïî êîìå ñå ïðåòðàæójå, îíäà jå ïðåòðàãà îòèøëà
ïðåäàëåêî. Æå§åíî u jå áèëî èëè ïîñëåä»è ÷âîð íà ïðå¢åíîì ïóòó
êîjè jå ïîñòèãíóò ïðåêî »åãîâîã ëåâîã ñèíà, àêî òàêàâ ÷âîð ïîñòîjè, èëè
ñòàðòíè ÷âîð x. Îâàj âèøàê ïóòà èçìå¢ó u è z ìîæå áèòè ìíîãî äóæè
íåãî ïóò èçìå¢ó x è y, è ïðåëàæå»å îâîã ïóòà ìîæå áèòè äîìèíàíòíî ó
âðåìåíó èçâðøàâà»à ïðåòðàãå ñà ïîêàçèâà÷åì.

Ïîñòîjè íåêîëèêî íà÷èíà äà ñå ðåøè ïðîáëåì ñà âèøêîì ïóòà. Jåäíî jå
äà ñå òâðäè äà jå î÷åêèâàíî äà jå òàêàâ ïóò êîíñòàíòíå äóæèíå. Ìå¢óòèì
èñïîñòàâè ñå äà jå îâî òà÷íî ñàìî çà íåóðàâíîòåæåí ñëó÷àj. Äðóãå ìåòîäå
ïîäðàçóìåâàjó ÷óâà»å äîäàòíèõ èíôîðìàöèjà ó ñòàáëó êîjå äîçâî§àâàjó
ïðå÷èöó çà âèøàê ïóòà»å èëè óêëà»àjó ïîòðåáó çà ïðåëàçàê òàêâèõ.

Ñàäà £å áèòè óêðàòêî îájàø»åíà ìåòîäà äîäàâà»à äîïóíñêîã ïîêàçè-
âà÷à. Äåôèíèøå ñå ëåâè ðîäèòå§ ÷âîðà v íà ïóòà»è îä v äî êîðåíîã
÷âîðà, êàî ïðâè ÷âîð ÷èjè jå ê§ó÷ ìà»è îä ê§ó÷à ÷âîðà v, è äåñíè
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ðîäèòå§ êàî ïðâè ÷âîð íà ïóòà»è ñà ê§ó÷åì âå£èì îä ê§ó÷à ÷âîðà v.
Äðóãà÷èjå ðå÷åíî ÷âîð jå äåñíè ðîäèòå§ ñâèõ ÷âîðîâà íà äåñíîj ñòðàíè
»åãîâîã ëåâîã ïîäñòàáëà, è ëåâè ðîäèòå§ jå ðîäèòå§ ñâèõ ÷âîðîâà íà
ëåâîj ñòðàíè »åãîâîã äåñíîã ïîäñòàáëà. Çà ñâàêè ÷âîð ñå ïîðåä ïîêàçè-
âà÷à íà äâà ñèíà, ÷óâàjó è ïîêàçèâà÷è íà ëåâîã è äåñíîã ðîäèòå§à,
îäíîñíî nil àêî òàêàâ ÷âîð íå ïîñòîjè. Òîêîì ðîòàöèjà, èëè äîäàâà»à
èëè îäñåöà»à ëèñòîâà, öåíà îäðæàâà»à îâèõ ïîêàçèâà÷à jå êîíñòàíòíà.
Òàêî äà îâî íåìà çíà÷àj íà ïîðàñò âðåìåíà àæóðèðà»à.

Ïðåòðàãà ñà ïîêàçèâà÷åì êðå£å èç x òðàæå£è ïîêàçèâà÷ íà äåñíîã
ðîäèòå§à èëè äîê ñå íå íàè¢å íà ïîêàçèâà÷ íà nil èëè íà ñëåäå£è ÷âîð
ñà ê§ó÷åì âå£èì îä k. Ó òðåíóòêó êàäà ïðåòðàãà ïðîíà¢å íàjìà»åã
çàjåäíè÷êîã ïðåäêà u îä x è y, è êîðèñòå£è ê§ó÷ k, ïðåòðàãà ïðîíàëàçè
ïóò îä u äî y ïðàòå£è ïîêàçèâà÷å íà ñèíîâå íà óîáè÷àjåí íà÷èí. Òðåáà
èìàòè íà óìó äà jå áðîj âåçà êîjå jå ïðåòðàãà ïðåøëà íàjâèøå çà 1 âå£à
îä äóæèíå ïóòà»å èçìå¢ó x è y è äà ìîæå áèòè ìíîãî ìà»è çáîã ïðå÷èöà
êîjå ïðóæàjó ïîêàçèâà÷è íà äåñíîã ðîäèòå§à.

Ñà ñâàêèì ÷âîðîì u ó ñòàáëó ÷óâàjó ñå è äîïóíñêè ê§ó÷åâè min(u)
è max(u), íàjìà»è è íàjâå£è ê§ó÷ ÷âîðà ïîäñòàáëà ÷âîðà u. Ñà îâèì
èíôîðìàöèjàìà ìîæå ñå çíàòè ó êîíñòàíòíîì âðåìåíó äà ëè ÷âîð ìîæå
áèòè ó ïîäñòàáëó ÷âîðà u: »åãîâ ê§ó÷ ìîðà áèòè ó ðàñïîíó èçìå¢ó
min(u) è max(u). Çàjåäíè÷êè ïðåäàê îä xl è xm jå îíäà ïðâè ÷âîð z
íà ïóòà»è îä xl äî ÷âîðà ñà min(z) ≤ k ≤ max(z).

Öåíà îäðæàâà»à èíôîðìàöèjà min(u) è max(u) òîêîì ðîòàöèjà jå
êîíñòàíòíà. Ìå¢óòèì, êàäà ñå äîäà ëèñò ïðèëèêîì óìåòà»à èëè îäñå÷å
ïðèëèêîì áðèñà»à îâå èíôîðìàöèjå jå ïîòðåáíî àæóðèðàòè íà ïî÷åòêó
ïóòà êà ÷âîðó. Çáîã ïðåöèçíîñòè ðàçìîòðèìî ñëó÷àj áðèñà»à ëèñòà x.
×âîðîâè çà êîjå ñå min èíôîðìàöèjà ìå»à ñó òà÷íî îíè ÷âîðîâè íà ëåâîj
ñòðàíè äåñíîã ïîäñòàáëà ïðåäêà ÷âîðà x. Èíôîðìàöèjà max òðåáà áèòè
ïðèëàãî¢åíà çà ñâå ÷âîðîâå íà äåñíîj ñòðàíè ëåâîã ïîäñòàáëà ñëåäáåíèêà
x. Î÷åêèâàíå äóæèíå îâèõ ñòðàíà ïîäñòàáëà äàòå ñó ó òåîðåìàìà 5
è 6. Îíå ìîðàjó áèòè äîäàòå íà î÷åêèâàíî âðåìå àæóðèðà»à êîjå jå
àñèìïòîòñêè èðåëåâàíòíî çà ñëó÷àj íåóðàâíîòåæåíîã ñòàáëà, àëè ìîæå
äà áóäå äîìèíàíòàí ôàêòîð ó ñëó÷àjó óðàâíîòåæåíîã ñòàáëà.

Êîíà÷íî äà áè îâàj àðãóìåíò áèî ïðèìå»èâ íà ÷âîðîâå ñà íàjìà»èì è
íàjâå£èì ê§ó÷åâèìà ó ñòàáëó, ïîòðåáíî jå îäðæàâàòè òðèï ñà äâà ÷âîðà
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êîjà ñå íèêàä íå óêëà»àjó, jåäàí ñà ê§ó÷åì −∞ è äðóãè ñà ∞ (îáà ñà
ñëó÷àjíèì ïðèîðèòåòèìà).

Îñëà»à»å íà êðàòêè âèøàê ïóòà»å

Ñàäà £å áèòè ðå÷ î ìåòîäó êîjè ïðåëàçè äåî ïóòà»å êîjè jå âèøàê è
îñëà»à ñå íà ÷è»åíèöó äà jå ïðåìà î÷åêèâà»èìà òàj äåî êðàòàê, áàð çà
íåóðàâíîòåæåíî ñòàáëî. Ïðåäíîñò îâå ìåòîäå jå øòî jå ïîòðåáíî ÷óâàòè
ñàìî ïî jåäàí ïîêàçèâà÷ ðîäèòå§à ïî ÷âîðó. Ìå¢óòèì ïîòðåáíî jå ÷óâàòè
jîø jåäàí äîäàòíè áèò ïî ÷âîðó.

Íåêà jå u íàjìà»è çàjåäíè÷êè ïðåäàê èçìå¢ó x = xl è y = xm è íåêà
jå äåñíè ðîäèòå§ îä u ÷âîð z êðàj»è ÷âîð íà äåëó ïóòà»å êîjè jå âèøàê.
Âèøàê ÷âîðîâè ñó ÷âîðîâè êîjè ñå íàëàçå èçìå¢ó u è z. Íåêà jå u = xv çà
íåêî v ãäå jå l ≤ v ≤ m è z = xj çà íåêî j ãäå jå m ≤ j ≤ n è ñâàêè âèøàê
÷âîð ìîðà áèòè íåêî xi ãäå jå 1 ≤ i < l. Î÷åêèâàíè áðîj îâàêâèõ ÷âîðîâà
ïðîöå»ójå ñå íà îñíîâó óâåäåíå ïðîìåí§èâå Xi, çà ñâàêî i, 1 ≤ i < l 0−1
êîjà îçíà÷àâà äà ëè jå xi âèøàê ÷âîð èëè íå è ñàáèðà»åì î÷åêèâà»à.
Ex[Xi] jå âåðîâàòíî£à äà jå xi âèøàê ÷âîð êîjè ñå ïðåäñòàâ§à êàî ñóìà
âåðîâàòíî£à ðàçäâîjåíèõ äîãà¢àjà Eij òàêî äà jå xi âèøàê ÷âîð, à z jå xj.
Çà Eij êîjè ñå äåñè, xj ìîðà áèòè äåñíè ðîäèòå§ xi è u, èëè äðóãà÷èjå
ðå÷åíî xi è u íà äåñíîj ñòðàíè ëåâîã ïîäñòàáëà xj. Îâî ñå äåøàâà êàäà íà
ðàçäà§èíè èçìå¢ó i è j ÷âîð xj èìà íàjâå£è ïðèîðèòåò, à xi èìà ñëåäå£è
íàjâå£è ïðèîðèòåò è àêî u èìà íàjâå£è ïðèîðèòåò èçìå¢ó l è j − 1. Ïî
äåôèíèöèjè u ïîñëåä»è óñëîâ ñå ìîæå ïðåôîðìóëèñàòè òàêî äà íàjâå£è
ïðèîðèòåò ó îïñåãó l è j − 1 çáèjå íà îïñåã îä l äî m. Ïî ïðåòïîñòàâöè
äà ñó ñâè ïðèîðèòåòè íåçàâèñíè è èäåíòè÷íî ðàñïîäå§åíè ñëåäè:

Pr[Eij] = 1
j−i+1

· 1
j−1
· m−l+1

j−l

è î÷åêèâàíè áðîj âèøàê ÷âîðîâà jå

Σ1≤i<lEx[Xi] = Σ1≤i<lΣm<j≤nPr[Eij] = Σ1≤i<lΣm<j≤n
1

j−i+1
· 1
j−1
· m−l+1

j−l

Ïðåòõîäíà àíàëèçà îäíîñè ñå íà ïîñòîjà»å z, òj. íàjìà»è çàjåäíè÷êè
ïðåäàê u ìîðà èìàòè äåñíîã ðîäèòå§à. Îâî íå ìîðà äà áóäå ñëó÷àj: u
ìîæå ëåæàòè íà äåñíîj ñòðàíè ñòàáëà. Ó îâîì ñëó÷àjó íàèâíà ïðåòðàãà
ñà ïîêàçèâà÷åì £å íàñòàâèòè äà èäå íàâèøå ïîðåä u äîê íå äî¢å äî
÷âîðà. Äà ñå îâî ñïðå÷è ïîòðåáíî jå äà ñå çà ñâàêè ÷âîð ÷óâà äîäàòíà
èíôîðìàöèjà äà ëè jå íà äåñíîj èëè ëåâîj ñòðàíè. Ñà îâîì èíôîðìàöèjîì
ïðåòðàãà ìîæå äà ïðåñòàíå äà ñå ïå»å ÷èì ñå îòêðèjå äåñíà ñòðàíà ñòàáëà
è íà òàj íà÷èí áè£å ïðå¢åí ïóò ñàìî èçìå¢ó x è y.
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5.5 Áðçà ïðåòðàãà ñà ïîêàçèâà÷åì

Ïðåòïîñòàâêà jå äà ïîñòîjè ïîêàçèâà÷ íà ÷âîð x è jåäàí íà z è ïîòðåáíî
jå áðçî ïðîíà£è ÷âîð y ñà ê§ó÷åì k. Íîðìàëíà ñòâàð jå ñòàðòîâàòè
ïðåòðàãó è èç ÷âîðà x è èç z è ïðàòèòè èõ ïàðàëåëíî äîê ïðâà íå ïðîíà¢å
y. Àêî ñó X è Z äóæèíå îä x è z äî y, îäíîñíî ïðåìà ïðåòõîäíîì îäå§êó
âðåìå ïîòðåáíî çà òàêâó ïàðàëåëíó ïðåòðàãó áèëî áè ïðîïîðöèîíàëíî
min{X,Z} è î÷åêèâàíî âðåìå áè áèëî ïðîïîðöèîíàëíî Ex[min{X,Z}] ≤
min{Ex[x], Ex[z]}.

Îâî ñå ìîæå èñêîðèñòèòè íà ñëåäå£è íà÷èí: óâåê îäðæàâàòè ïîêàçèâà-
÷å íà Tmin è Tmax, íàjìà»è è íàjâå£è ê§ó÷åâè ÷âîðîâà ó ñòàáëó. Àêî
ïðåòðàãà òðåáà äà êðåíå èç ÷âîðà x = xl çà íåêè ÷âîð y = xm è ê§ó÷
÷âîðà y jå âå£è îä ê§ó÷à x, òðåáà ïàðàëåëíî ïîêðåíóòè áðçó ïðåòðàãó è
èç ÷âîðà Tmax = xn. Î÷åêèâàíî âðåìå îâå ïðåòðàãå jå ïðîïîðöèîíàëíî
ìèíèìóìó î÷åêèâàíå äóæèíå ïóòà»å îä x è Tmax äî y, øòî jå ïî òåîðåìè
5 O(min{log(m− l + 1), log(n−m+ 1))}.

5.6 Ïîäåëà è ñïàjà»å

Äâà òðèïà T1 è T2 ñà ê§ó÷åâèìà ó T1 ìà»èì îä ê§ó÷åâà ó T2 ìîãó
áèòè ñïîjåíà êðåèðà»åì íîâîã ñòàáëà T ñà êîðåíîì r ÷èjè jå ëåâè ñèí T1

à äåñíè T2 è çàòèì áðèñà»åì r èç T .

Ñòàáëî T ñå êðåèðà çà êîíñòàíòíî âðåìå. Áðèñà»å ÷âîðà r, êàî øòî ñìî
ðàíèjå ðàçìàòðàëè çàõòåâà âðåìå ïðîïîðöèîíàëíî çáèðó äóæèíå äåñíå
ñòðàíå ñòàáëà T1 è äóæèíå ëåâå ñòðàíå T2 òj. çáèðó äóáèíà íàjâå£åã
ê§ó÷à ó T1è íàjìà»åã ó T2. Ïðåìà òåîðåìè 5 îâî î÷åêèâà»å jå O(logm+
log n) = O(logmax{(m,n)}), àêî ñó T1 è T2 íåóðàâíîòåæåíà ðàíäîìèçèðà-
íà ñòàáëà ïðåòðàãå ñà m è n ÷âîðîâà. Çà óðàâíîòåæåíî ðàíäîìèçèðàíî
ñòàáëî îâà î÷åêèâàíà ãðàíèöà jå O(1+log W1

w(T1max)
+log W2

w(T2min)
), ïðè ÷åìó

jå ñà Wi îçíà÷åíà óêóïíà òåæèíà Ti.

Ïîäåëà òðèïà T íà òðèï T1 êîjè èìà ñâå ê§ó÷åâå ìà»å îä k è íà òðèï
T2 ñà ê§ó÷åâèìà âå£èì îä k jå ó ñóøòèíè îáðíóò ïðîöåñ ñïàjà»ó 2 òðèïà:
÷âîð x ñà ê§ó÷åì k è áåñêîíà÷íèì ïðèîðèòåòîì ñå óìåòíå ó ñòàáëî; çáîã
áåñêîíà÷íîã ïðèîðèòåòà îí ïîñòàjå ÷âîð; »åãîâî ëåâî è äåñíî ïîäñòàáëî
£å áèòè T1 è T2. Çà îâî óìåòà»å ïðâî ñå ïîêðå£å ïðåòðàãà èç êîðåíà êàêî
áè ñå îäðåäèëà ïîçèöèjà ëèñòà çà ê§ó÷ k ó êîì £å ñå äîäàòè ÷âîð x è îíäà
ñå íèçîì ðîòàöèjà îí ïå»å íà ïîçèöèjó êîðåíà. Îâäå jå äóæèíà ïóòà»å
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ïðåòðàãå jåäíàêà áðîjó èçâåäåíèõ ðîòàöèjà øòî jå óñòâàðè çáèð äóæèíà
äåñíå ñòðàíå T1 è äóæèíå ëåâå ñòðàíå T2. Âðåìå ïîòðåáíî çà èçâðøå»å
îâå îïåðàöèjå ïðîïîðöèîíàëíî jå çáèðó îâèõ äóæèíà, ñòîãà jå î÷åêèâàíî
âðåìå îâå îïåðàöèjå èñòî êàî è âðåìå ñïàjà»à T1 è T2.

5.7 Áðçà ïîäåëà

Äà áè ñå óáðçàëà îïèñàíà ïðîöåäóðà, ïîòðåáíî jå ñìà»èòè âðåìå ïðåòðà-
ãå çà îäãîâàðàjó£ó ïîçèöèjó êàî è ñìà»èòè áðîj ðîòàöèjà êîjå ñëåäå íàêîí
ïðåòðàãå. Ïðåòïîñòàâêà jå äà jå âåëè÷èíà êîíà÷íîã T1 ìàëà. Óç îâó
ïðåòïîñòàâêó èìà ñìèñëà óðàäèòè ïðåòðàãó ñà ïîêàçèâà÷åì çà ïðîíàëàæå-
»å îäãîâàðàjó£å ïîçèöèjå ëèñòà ó T , êîjà êðå£å èç Tmin, ÷âîðîì ñà
íàjìà»èì ê§ó÷åì ó T . Íåêà jå z íàjìà»è çàjåäíè÷êè ïðåäàê Tmin è
ëèñòà äîäàòîã çà ÷âîð x. Åâèäåíòíî jå äà ñå z íàëàçè íà ïóòà»è èçìå¢ó
Tmin è x è äà z ìîðà áèòè íà ëåâîj ñòðàíè ó T . Ïðè ïå»à»ó ÷âîðà x
ó ñòàáëó, îïåðàöèjà áðçå ïîäåëå ñå ìîæå çàóñòàâèòè ÷èì z ïîñòàíå ëåâè
ñèí ÷âîðà x. Òðåíóòíî ëåâî ïîäñòàáëî ÷âîðà x £å ñàäðæàòè òà÷íî ñâå
÷âîðîâå èç T ñà ê§ó÷åâèìà ìà»èì îä ê§ó÷à k ïî êîìå ñå äåëå äâà òðèïà
è ôîðìèðà ñå æå§åíè T1. Ñòàáëî T2 äîáèjà ñå jåäíîñòàâíîì çàìåíîì
ïîäñòàáëà ñà êîðåíîì x ñà »åãîâèì äåñèì ïîäñòàáëîì.

Âðåìå ïîòðåáíî çà ñâå îâî jå ïðîïîðöèîíàëíî äóæèíè ïóòà»å L ó
îðèãèíàëíîì ñòàáëó T èçìå¢ó Tmin è ëèñòà äîäàòîã çà x. Ó íåóðàâíî-
òåæåíîì ñòàáëó î÷åêèâàíà âðåäíîñò L jå ïî òåîðåìè 5 O(logm) ãäå jå m
áðîj ÷âîðîâà êîjè ñó ñå ïîïåëè ó T1. Îâî è íèjå áàø äîáðî ó ñëó÷àjó äà
T1 ïðåäñòàâ§à âå£è äåî îä T . Ó òîì ñëó÷àjó áè áèëî áî§å ñèìåòðè÷íî
ïîêðåíóòè áðçó ïðåòðàãó èç Tmax, ÷âîðîì ó T ñà íàjâå£èì ïðèîðèòåòîì
è îäðåäèòè ïóòà»ó îä Tmax äî x. Î÷åêèâàíà äóæèíå R òå ïóòà»å, à
ñàìèì òèì è öåëå îïåðàöèjå ïîäåëå jå O(log n) ãäå jå n âåëè÷èíà ñòàáëà
T2. Íàðàâíî äà ñå íå ìîæå çíàòè óíàïðåä äà ëè jå ìà»å T1 èëè T2. Îâàj
ïðîáëåì ñå ðåøàâà òàêî øòî ñå ïàðàëåëíî èçâðøàâàjó ïðåòðàãå è ïðàòè
ñå »èõîâà öåíà äîê ñå jåäíà îä »èõ íå çàâðøè óñïåøíî. Î÷åêèâàíî âðåìå
çà îâî jå O(min{(L,R)}). Ïðåìà Ex[min{(L,R)}] ≤ min{(Ex[L], Ex[R])}
óêóïíî î÷åêèâàíî âðåìå îïåðàöèjå áðçå ïîäåëå jåO(min{(logm, log n)}) =
O(logmin{(m,n)}).

Çà óðàâíîòåæåí ñëó÷àj äîâî§íî jå íà îñíîâó òåîðåìå 6 ïîñìàòðàòè äà
jå î÷åêèâàíî L O(1+log( W1

w(T1min)
+ W1

w(T1max)
)) ãäå jå T1max ÷âîð ñà íàjâå£èì

ê§ó÷åì ó T1, øòî jå çàïðàâî x− òj, ïðåäàê x-à ó T . Ìå¢óòèì, îâî íèjå
ñàñâèì òà÷íî ñâå äîê íîâè ëèñò x íèjå íóæíî ñèí ÷âîðà x−, àëè ìîæå
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áèòè è ñèí ÷âîðà x+ êîjè jå íàñëåäíèê ÷âîðà x. Ó òîì ñëó÷àjó ïóòà»à
ó T îä x− äî x+ êîjà òðåáà áèòè äîäàòíî ïðå¢åíà íàêîí ïðîíàëàæå»à

x− ìîæå áèòè ïðèëè÷íî äóãà, çàïðàâî O(1 + log(1 + w(x−)
w(x+)

). Îâàj òðîøàê
ñà äîäàòíîì ïóòà»îì ñå ìîæå èçáå£è àêî ñå êîðèñòè âèøå ïðîñòîðà çà
÷óâà»å ïîêàçèâà÷à íà ïðåòõîäíèêà è ñëåäáåíèêà çà ñâàêè ÷âîð ó ñòàáëó.

5.8 Áðçî ñïàjà»å

Ó áðçîì ñïàjà»ó ðàíäîìèçèðàíî ñòàáëî ïîêóøàâà äà èíâåðòójå îïåðàöè-
jó áðçå ïîäåëå. Ïî÷è»å ó T1max è T2min, è ïðåëàçè äåñíó ñòðàíó RS
ñòàáëà T1 è ëåâó ñòðàíó LS ñòàáëà T2 ïðè ñïàjà»ó, ñâå äîê íå ïðîíà¢å
÷âîð x ó RS ÷èjè jå ïðèîðèòåò âå£è îä ïðèîðèòåòà êîðåíà T2, ñèìåòðè÷íî
âàæè è çà äðóãó ñòðàíó (äîê ñå íå ïðîíà¢å ÷âîð y ó LS ÷èjè ïðèîðèòåò
jå âå£è îä êîðåíà T1). Ó ïðâîì ñëó÷àjó ïîäñòàáëî Tx ñòàáëà T1 ìå»à
ñå ñïîjåíèì ñòàáëèìà Tx è T2 äîáèjåíîã ïîìî£ó íîðìàëíîã àëãîðèòìà
ñïàjà»à, à êîðåíå ðåçóëòójó£åã ñòàáëà jå êîðåí ñòàáëà T1 (ñèìåòðè÷íî
âàæè è çà äðóãè ñëó÷àj ãäå êîðåí T2 ïîñòàjå êîðåí ðåçóëòàòà). Îâà
îïåðàöèjà jå ó ñòâàðè èíâåðçíà îïåðàöèjè áðçå ïîäåëå, ñ òèì äà jå jåäèíà
ðàçëèêà äà îâäå íèjå ïîòðåáíî êîðèñòèòè ïðåòðàãó ñà ïîêàçèâà÷èìà.
Çàòî jå âðåìå ïîòðåáíî çà ñïàjà»å T1 è T2 ãîð»å îãðàíè÷åíî âðåìåíîì
áðçå ïîäåëå ñòàáëà T íà T1 è T2.

5.9 Îäñåöà»à

Íåêà ñó x è y äâà ÷âîðà òðèïà T ñà n ÷âîðîâà, è ïðåòïîñòàâêà jå äà
ïîñòîjè ïîêàçèâà÷ íà áàð jåäàí îä »èõ. Òðåáà èç òðèïà T èçäâîjèòè
òðèï T ′ êîjè ñàäðæè ñâå ÷âîðîâå d ÷èjè ñó ê§ó÷åâè èçìå¢ó (óê§ó÷ójó£è
è) ê§ó÷åâà ÷âîðîâà x è y, îñòàâ§àjó£è ñâå îñòàëå ÷âîðîâå ó T . Ïðâî
òðåáà ïîêàçàçè äà jå îâî èçâîä§èâî ó âðåìåíó ïðîïîðöèîíàëíîì P (x, y),
äóæèíè ïóòà»å îä x äî y è SL(x) è SR(y), äóæèíå ïóòà»à äåñíå ñòðàíå
ëåâîã ïîäñòàáëà x, è ëåâå ñòðàíå äåñíîã ïîäñòàáëà y. Ïî òåîðåìè 5 äîáèjà
ñå O(log d).

Ïîìî£ó ïðåòðàãå ñà ïîêàçèâà÷åì ïðâî ñå îäðåäè ïóòà»à êîjà ïîâåçójå x
è y è ñà òèì è »èõîâ íàjìà»è çàjåäíè÷êè ïðåäàê u ó âðåìåíó O(P (x, y)).
Íåêà jå Tu ïîäñòàáëî ñà êîðåíîì u. Äîâî§íî jå ïîêàçàçè êàêî îäñå£è T ′

èç Tu. Íåêà jå LL íèç ÷âîðîâà íà ïóòà»è îä x äî u ñà ê§ó÷åâèìà ìà»èì
îä ê§ó÷à x è íåêà jå A íèç ïðåîñòàëèõ ÷âîðîâà íà ïóòà»è íå óê§ó÷ójó£è
u. Ñèìåòðè÷íî ñå äåôèíèøå RR, B çà ïóòà»ó îä y äî u. Ñàäà æå§åíè
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òðèï T ′ èìà êîðåí u, ëåâî ïîäñòàáëî ñå äîáèjà íèçà»åì ÷âîðîâà èç A
çàjåäíî ñà äåñíèì ïîäñòàáëèìà; äåñíî ïîäñòàáëî ñå äîáèjà êàî ëåâî ñàìî
ñà ÷âîðîâèìà èç B. Jàñíî jå äà ñå T ′ ìîæå ôîðìèðàòè çà O(P (x, y)).

Îñòàëè äåëîâè îä Tu ìîãó ñå âðàòèòè ó òðèï íà ñëåäå£è íà÷èí: ôîð-
ìèðà ñå òðèï L äîäàâà»åì çàjåäíî ÷âîðîâà ó LL ñà »èõîâèì ëåâèì
ïîäñòàáëèìà, äîäàâà»åì ëåâîã ïîäñòàáëà x íà äíî äåñíå ñòðàíå. Ñèìå-
òðè÷íî ñå ôîðìèðà è òðèï R. Îñòàòàê Tu ñå êîíñòðóèøå äîäàâà»åì
÷ëàíîâà LL ó ñòàáëî L è RR ó R. Jàñíî jå äà ñå L è R ìîãó êîíñòðóèñàòè
çàO(P (x, y)). Ó ïðåòõîäíîì äåëó òåêñòà ïîêàçàíî jå äà jå âðåìå îïåðàöèjå
ñïàjà»à ïðîïîðöèîíàëíî ñóìè äóæèíà äåñíå ñòðàíå L è ëåâå ñòðàíå R.
Àëè îâà ñóìà jå íàjâèøå P (x, y) + SL(x) + SR(y).

Èñåöà»å T ′ èç T òàêî¢å ìîæå áèòè èçâåäåíî ó î÷åêèâàíîì âðåìåíó
O(log(n− d)) êîðèñòå£è ñëåäå£å ìåòîäå: ïîäåëà òðèïà T íà òðèïîâå L è
T”, ãäå L ñàäðæè ñâå ÷âîðîâå ÷èjè ñó ê§ó÷åâè âå£è îä ê§ó÷à ÷âîðà
x; ïîäåëè ñå òðèï T” íà æå§åíè T ′ è R, ãäå R ñàäðæè ñâå ÷âîðîâå
ñà ê§ó÷åâèìà âå£èì îä ê§ó÷åâà ÷âîðà y; íà êðàjó ñå ñïàjàjó L è R
êàêî áè ôîðìèðàëè îñòàòàê òðèïà. Êîðèø£å»åì ìåòîäà áðçå ïîäåëå è
ñïàjà»à(îáè÷àí àëãîðèòàì) îâî ñå ìîæå èçâðøèòè ó î÷åêèâàíîì âðåìåíó
îä O(log(n− d)).

Íàðàâíî, d ñå íå ìîæå çíàòè óíàïðåä. Çáîã òîãà ñå ïîñòàâ»à ïèòà»å
êîjó ìåòîäó êîðèñòèòè. Îâî ñå ìîæå ðåøèòè íà ñëåäå£è íà÷èí: ïðàòè ñå
ïàðàëåëíî èçâðøàâà»å áðçå ïðåòðàãå îä x äî y, è îä Tmin äî x ïðà£åíî
áðçîì ïðåòðàãîì îä Tmax äî y. Ìåòîä êîjè ñå ïðâè èçâðøè £å áèòè
êîðèø£åí.
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Ñëèêà 5.1 Ïîäñòàáëî Tu ïðå èñåöà»à

Ñëèêà 5.2 Ñòàáëà L, T ′ è R



Ïîãëàâ§å 6

Ïðîãðàìñêà ðåàëèçàöèjà

Ó îâîì ïîãëàâ§ó îïèñàíà jå ïðîãðàìñêà ðåàëèçàöèjà áèíàðíå ñòðóêòóðå
òðèï ó ïðîãðàìñêîì jåçèêó C++. Ó äðóãîì äåëó îâîã ïîãëàâ§à ïðèêàçàíè
ñó ðåçóëòàòè åêñïåðèìåíàòà.

6.1 Ïðîãðàìñêà ðåàëèçàöèjà òðèïà

Ïðîãðàìñêà ðåàëèçàöèjà òðèïà è åêñïåðèìåíòè èìïëåìåíòèðàíè ñó ó
ïðîãðàìñêîì jåçèêó C++ è ó DevC++ îêðóæå»ó. Èìïëåìåíòèðàíà jå
ñòðóêòóðà êîjà ïðåäñòàâ§à jåäàí ÷âîð è ôóíêöèjå: äåñíà è ëåâà ðîòàöèjà,
ôóíêöèjà çà êðåèðà»å íîâîã ÷âîðà, óìåòà»å ÷âîðà, òðàæå»å ÷âîðà ñà
çàäàòèì ê§ó÷åì, áðèñà»å ÷âîðà, èñïèñ ñòðóêòóðå, ôóíêöèjà çà ãåíåðèñà-
»å ñëó÷àjíîã áðîjà, ôóíêèjà çà êðåèðà»å òðèïà îä äàòîã òåêñòóàëíîã
ôàjëà.

Ñòðóêòóðà êîjà ïðåäñòàâ§à jåäàí ÷âîð ñàäðæè ê§ó÷, ïðèîðèòåò è
ïîêàçèâà÷å íà ëåâî è äåñíî ïîäñòàáëî. Ôóíêöèjà çà ëåâó ðîòàöèjó (ôóíê-
öèjà çà äåñíó ðîòàöèjó àíàëîãíà jå ëåâîj ðîòàöèjè) ïðèìà êàî óëàçíè
ïàðàìåòàð ïîêàçèâà÷ íà êîðåí ñòàáëà îäíîñíî ïîäñòàáëà è äàòà jå ñëåäå-
£èì êîäîì:

template <typename T>
treap<T>* LeftRotation(treap<T>* aK2){

treap<T>* lk1 = aK2->rChild;
aK2->rChild = lk1->lChild;
lk1->lChild = aK2;
return lk1;

}
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Ôóíêöèjà çà êðåèðà»å íîâîã ÷âîðà ïðèìà âðåäíîñò çà ê§ó÷ êàî óëàçíè
ïàðàìåòàð, äîê ñå êàî ïðèîðèòåò óçèìà êàî ñëó÷àjíè áðîj. Ôóíêöèjà çà
óìåòà»å ÷âîðà êàî óëàçíå ïàðàìåòðå ïðèìà âðåäíîñò ê§ó÷à aKey íà
îñíîâó êîãà êðåèðà íîâè ÷âîð è óíîñè ó ñòðóêòóðó ÷èjè jå êîðåí óëàçíè
ïàðàìåòàð aRoot. Ôóíêöèjà çà ïðîíàëàæå»å ÷âîðà êàî óëàçíå ïàðàìåòðå
ïðèìà êîðåí ñòðóêòóðå ó êîjîj ñå òðàæè ÷âîð è âðåäíîñò ê§ó÷à êîjè ñå
ïðåòðàæójå. Êîä áðèñà»à ÷âîðà êàî óëàçíè ïàðàìåòðè ïðîñëå¢ójó ñå
êîðåí ñòðóêòóðå èç êîjå ñå áðèøå ÷âîð è âðåäíîñò ê§ó÷à ÷âîðà êîjè ñå
áðèøå.

Ôóíêöèjà timeMesurments êîjà çà óíåòè áðîj ÷âîðîâà(êîjè jå íåêè
ñòåïåí äâîjêå) ðà÷óíà íàñóìè÷íå âðåäíîñòè ê§ó÷åâà òðèïà è óíîñè èõ
ó íèç. Íàêîí óíîñà âðåäíîñòè ê§ó÷à ó íèç, óíîñè èñòå âðåäíîñòè ó
òðèï è òàêî áåëåæè âðåìå ïî÷åòêà îïåðàöèjå óìåòà»à. Íàêîí çàâðøåòêà
îïåðàöèjå óìåòà»à åëåìåíàòà ðà÷óíà ñå óêóïíî âðåìå ïîòðåáíî çà óìåòà-
»å åëåìåíàòà. Èç òàêî ôîðìèðàíîã ñòàáëà ïî÷è»å áðèñà»å åëåìåíàòà
è òî ñâèõ åëåìåíàòà êîjè ñó ïðåòõîäíî áèëè óíåòè. Íèç arrayOfKeys
ñå êîðèñòè êàî íèç ñâèõ ÷âîðîâà êîjè ñó ïðåòõîäíî óíåòè ó òðèï ïà
ñàìèì òèì è ñâèõ åëåìåíàòà êîjè £å áèòè îáðèñàíè. Áåëåæè ñå ïî÷åòàê
îïåðàöèjå áðèñà»à êàî è êðàj êàêî áè ñå èçðà÷óíàëî óêóïíî âðåìå êîjå
jå ïîòðåáíî äà ñå îâà îïåðàöèjà èçâðøè. Ôóíêöèjà jå äàòà ïñåóäî êîäîì:

void timeMesurments(){
insertNumberOfNodes();
allocateMemoryForKeys();
generateRandomValues();
getCurrentTime();
insertValuesInTreap();
calculateTime();
getCurrentTime();
deleteFromTreap();
calculateTime();

}

Ôóíêöèjà insertFromFile êðåèðà òðèï çà äàòè òåêñòóàëíè ôàjë. Èç
òåêñòóàëíîã ôàjëà ñå èçâëà÷å è ñêóï§àjó ðå÷è è áðîjå ñå »èõîâà ïîjàâ§è-
âà»à. Ðå÷è èç ôàjëà ñó ïðåäñòàâ§åíå êàî ê§ó÷åâè ó òðèïó, äîê ó÷åñòà-
ëîñò ïîjàâ§èâà»à jåäíå ðå÷è ïðåäñòàâ§à »åí ïðèîðèòåò ó ñòðóêòóðè.
Íàjïðå ñå îä ôàjëà êðåèðà ìàïà êîjà ñå ñàñòîjè îä ïàðîâà ðå÷è è áðîjà
»åíîã ïîjàâ§è-âà»à, à çàòèì ñå îä ìàïå êðåèðà òðèï. Íàêîí òîãà ñå ñâå
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ðå÷è èç òðèïà ïðåòðàæójó è ðåãèñòðójå ñå âðåìå óòðîøåíî íà îïåðàöèjó
ïðåòðàãå. Ôóíêöèjà jå äàòà ñëåäå£èì ïñåóäî êîäîì:

void insertFromFile(){
openFile();
createMapFromFile();
createTreapFromMap();
getCurrentTime();
searchValuesInTreap();
calculateTime();
closeFile();

}

6.2 Ðåçóëòàòè åêñïåðèìåíàòà

Ó íàñòàâêó òåêñòà íàâåäåíè ñó ðåçóëòàòè åêñïåðèìåíàòà ñà òðèïîì.
Ðåçóëòàòè ñó ïðåäñòàâ§åíè òàáåëàðíî è ãðàôè÷êè. Ïðâè åêñïåðèìåíò
ñå ñàñòîjè èç ñåðèjå ìåðå»à âðåìåíà çà îïåðàöèjå óìåòà»à è áðèñà»à ó
òðèï è êàäà ñå êîðèñòè ñòàíäàðäàí ñêóï èç ÑÒË. Ïðâî jå óðà¢åíà ñåðèjà
ìåðå»à âðåìåíà çà óìåòà»å ÷âîðîâà ó òðèï. Áðîj ÷âîðîâà êîjè ñå óìå£å
jå ñòåïåí äâîjêå, ïà ñó áåëåæåíà âðåìåíà çà óìåòà»å n ÷âîðîâà ãäå jå n
2k, k = 15, 16, ...19. Íàêîí òîãà èñòî jå ïîíîâ§åíî è çà áðèñà»å. Äîáèjåíà
âðåìåíà ó ìèëèñåêóíäàìà äàòà ñó ó òàáåëè 6.1:

Áðîj ÷âîðîâà Óìåòà»å Óìåòà»å(ÑÒË) Áðèñà»å Áðèñà»å(ÑÒË)

215 40 53 19 32
216 107 132 47 95
217 134 523 203 313
218 439 2191 288 1207
219 1051 26342 985 75610

Òàáåëà 6.1: Âðåìåíà èçâðøàâà»à îïåðàöèjà óìåòà»à è áðèñà»à ó òðèï
è ñòàíäàðäíîã ñêóïà.

Íà ñëèêàìà 6.1 è 6.2 äàò jå ãðàôè÷êè ïðèêàç ðåçóëòàòà åêñïåðèìåíàòà.
Ðàäè áî§å ïðåãëåäíîñòè óçåòå ñó ëîãàðèòàìñêå âðåäíîñòè çà äîáèjåíå
ðåçóëòàòå ìåðå»à.
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Íà ñëèöè 6.1 ïðèêàçàíå ñó îïåðñàöèjå óìåòà»à ó òðèï è óìåòà»à êàäà
ñå êîðèñòè ñòàíäàðäíè ñêóï èç ÑÒË. Íà ãðàôèêó ñå âèäè äà jå ó ñâàêîj
òà÷êè ìåðå»à âðåìå ïîòðåáíî çà îïåðàöèjó óìåòà»à ó òðèï ìà»å íåãî
êàäà ñå êîðèñòè ñòàíäàðäíè ñêóï èç ÑÒË.

Íà ñëèöè 6.2 ïðèêàçàíå ñó îïåðñàöèjå áðèñà»à èç òðèïà è áðèñà»à êàäà
ñå êîðèñòè ñòàíäàðäíè ñêóï èç ÑÒË. Êàî è êîä îïåðàöèjå óìåòà»à è êîä
îïåðàöèjå áðèñà»à ó ñâàêîj òà÷êè ìåðå»à âðåìå ïîòðåáíî çà îïåðàöèjó
áðèñà»à èç òðèïà jå ìà»å íåãî êàäà ñå êîðèñòè ñòàíäàðäíè ñêóï èç ÑÒË.

Ñëèêà 6.1 Ãðàôè÷êè ïðèêàç ðåçóëòàòà ìåðå»à îïåðàöèjå óìåòà»à ó
òðèï è êàäà ñå êîðèñòè ñòàíäàðäíè ñêóï ÑÒË

Ó äðóãîì åêñïåðèìåíòó ïîëàçè ñå îä âåëèêîã òåêñòóàëíîã ôàjëà. Ïðâî
òðåáà ôîðìèðàòè ðå÷íèê îä òåêñòóàëíîã ôàjëà ïðåêî òðèïà è ñêóïà.
Ïðîíàëàçå ñå ñâå ðå÷è ó ôàjëó è áðîjå ñå »èõîâà ïîjàâ§èâà»à. Ó ñëó÷àjó
òðèïà áðîj ïîjàâ§èâà»à ðå÷è ïðåäñòàâ§à ïðèîðèòåò, à ñàìà ðå÷ jå ê§ó÷
÷âîðà. Ñêóï jå èìïëåìåíòèðàí ïðåêî multiset-à. Ó ñàìîì åêñïåðèìåíòó
ìåðè ñå âðåìå ïîòðåáíî çà ïðîíàëàæå»å ñâèõ ðå÷è ó òðèïó, è âðåìå
ïîòðåáíî çà ïðîíàëàæå»å ñâèõ ðå÷è ó ñêóïó. Ó òàáåëè 6.3 ïðåäñòàâ§åíè
ñó äîáèjåíè ðåçóëòàòè èçðàæåíè ó ìèëèñåêóíäàìà. Ìåðå»à ñó èçâðøåíà
ó 5 ñåðèjà. Ó ñâàêîj ñåðèjè êîðèø£åíà jå ðàçëè÷èòà äóæèíà ôàjëà, ãäå
ñó äóæèíå ôàjëà 2k, k = 15, 16, ...19. Íà ñëèöè 6.3 ãðàôè÷êè jå ïðèêàçàí
äîáèjåíè ðåçóëòàò åêñïåðè-ìåíòà.
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Ñëèêà 6.2 Ãðàôè÷êè ïðèêàç ðåçóëòàòà ìåðå»à îïåðàöèjå áðèñà»à èç
òðèïà è êàäà ñå êîðèñòè ñòàíäàðäíè ñêóï ÑÒË

Äóæèíà ôàjëà Òðèï Ñêóï

215 11 16
216 13 19
217 24 33
218 27 40
219 20 42

Òàáåëà 6.3: Âðåìåíà èçâðøàâà»à îïåðàöèjå ïðåòðàãå ðå÷è ó ðå÷íèêó
ïîìî£ó òðèïà è ñêóïà.
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Ñëèêà 6.3 Ãðàôè÷êè ïðèêàç ðåçóëòàòà ìåðå»à îïåðàöèjå ïðåòðàãå
ðå÷è ó ðå÷íèêó



Ïîãëàâ§å 7

Çàê§ó÷àê

Ó îâîì ðàäó îïèñàíà jå áèíàðíà ñòðóêòóðà ïîäàòàêà òðèï è îïåðàöèjå
çà ðàä ñà òðèïîì. Òðèï jå åôèêàñíà ñòðóêòóðà êîjà ÷óâà ê§ó÷åâå è
ïðèîðèòåòå. Ïîäðæàíå îïåðàöèjå ñó: òðàæå»å åëåìåíòà ñà çàäàòèì ê§ó-
÷åì, óìåòà»å íîâîã, áðèñà»å çàäàòîã, ïîäåëà íà äâà ìà»à è ñïàjà»å ó
jåäàí òðèï. Ãëàâíà ïðèìåíà òðèïà jå ðàíäîìèçèðàíî ñòàáëî ïðåòðàãå.
Êàêî áè ñå óáðçàëå îïåðàöèjå ðàíäîìèçèðàíîã ñòàáëà ïðåòðàãå êîðèñòå
ñå ïîêàçè-âà÷è èëè ðó÷êå íà ÷âîð.

Èìïëåìåíòèðàíà jå ñòðóêòóðà òðèïà ñà îïåðàöèjàìà îájàø»åíèì ó
ðàäó è óðà¢åí åêñïåðèìåíò ìåðå»à âðåìåíà ïîòðåáíîã çà óìåòà»å è
áðèñà»å ÷âîðîâà ó òðèï. Íà âðåìå òðàjà»à îïåðàöèjà óòè÷å èëè ïîçèöèjà
íà êîjîj ñå íàëàçè ÷âîð êîjè ñå áðèøå èëè ïîçèöèjà íà êîjîj ÷âîð òðåáà
äà áóäå ïîñëå óìåòà»à.

Òðèï ñå ìîæå êîðèñòèòè ó ðàäó ñà äèíàìè÷êèì íèçîâèìà. Îâàêàâ
òðèï êîjè ñå íàçèâà èìïëèöèòíè òðèï ïîäðæàâà îïåðàöèjå: óáàöèâà»å
åëåìåíòà íà áèëî êîjó ïîçèöèjó, áðèñà»å åëåìåíòà ñà áèëî êîjå ïîçèöèjå,
ïîäåëó íèçà íà äâà ìà»à, ñïàjà»å äâà íèçà ó jåäàí âå£è. Èäåjà îâàêâîã
òðèïà jå äà ñå êàî ê§ó÷ ÷óâà èíäåêñ åëåìåíòà, à íå »åãîâà âðåäíîñò.
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