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Caxkerak

Y 0BOM pajly OIHUCAH je TPHUIl, CTPYKTYpa MoJaTaka Koja IpeacTaB/ba KOMOH-
Hamnujy Ownapuor ypehenor crabmsa u xuna. Onwmcane cy omeparyje Koje
omoryhaBa OBa CTPYKTypa: TparKeme KJ/byda, yMeTamhe, Opucarhe, Mmojesia
CTPYKTYPe Ha JBe Mame 1 cnajame y Behy crpykTypy. Ilopea Tora, omucano
je pamaoMu3upaHo crabyio mperpare Kao HajBaxKHHUja CTPYKTypa MOIATaKa
KOja ce 3acCHMBA HA TPHITY.

Y TpBOM TOIJIaB/BY OMHUCAH je TPHUI Kao CTPYKTypa mojaTtaka. Jlpyro
IOTJIaB/be CAJIPXKH OCHOBHE IOjMOBE O TPHUIY W O MOIyhuM oleparujaMa ca
TPUIIOM: TPAaXKEIhe JATOr K/by4a, YMeTa-ihe HOBOI K/by4a, Opucame KJbyda,
moJieJia TPUIIA Ha J[BA Marba U Clajaibe JBa TPUMA y jejaH. Y MOIJIAB/bY TPH
OIIMCAHO je paHJIOMU3UPAHO CTAbJIO IpeTpare, KOje Mpe/ICTaB/ba CIEIH]jaJTHy
IpUMeHY Tpula. Y TOTJIaB/bY YeTHPH OIMHCAHA je aHaJIu3a PaHIOMH3MPAHOT
crabsa. Y HOIJIaB/bY HeT aHaIU3UpaHe Cy olepalije PaHJI0MI3TPAHOT cTadIa.
VY 1orjiaB/by 1eCT OIUCAHA je IPOrpaMCKa peajin3aliuja TPUIa U ClPOBEJIeHN
eKCIIepUMEHTH. Y MOTJIaB/by CeJaM je KpaTak 3aK/bydaj pa/ia.

Behu neo pajia, Taunuje morjiaBba O PaHJIOMU3UPAHOM CTAdJy IIperpare
U aHAJM3a PaHIOMHU3UPAHOr cTabiia W onepalja HacTaaa je Ha ocHoBy 1], a
KopuiilieHe ¢y u JeKIgje ca yHUBeP3UTETCKUX Kypceesa |2, 3|. Y mporpamckoj
UMILJIEMEHTAIju ucKopuniherna je dpyrknuja randomV al npeysera ca cajra
[4]. ©yuxruja printTreap ce 3ancuBa Ha Jiesty Koja ca cajra [5]. 3a ekcnepu-
MEHT Mepera BpPeMeHa liperpare pedyu y pedHuky Kopuiihen je nmomohuwu
IpOrpaM 4uju Ce jefaH Jeo 3aCHUBA Ha KOy ca cajra [6].



IloriaBsipe 1

YBOoa

Cre npucyTan npobjieM y padyHapPCKOj HAYIM TTPEICTAB/bA 9yBAMHEe CKYIa
KJbydeBa u Op3 npuctyi uctuM. Kana Tpedba dyBaTh K/byd U3 HeKOr ypehenor
CKyna 0OMYHO ce KOPUCTHU HeKa BpcTa cTabJia mperpare. Y OMHAPHOM CTa0Iy
nperpare K/by4 CBaKor uBopa Behu je 01 KibyueBa CBUX 4BOpPOBa JIEBOI' 1O/~
crabja, a Mamu O/ K/bydeBa IBOPOBA JecHOr mojcTabaa. OHO mpeacTaB/ba
HajjeIHOCTaBHUjU TpuMep cTabsa nperpare. Bpeme moTpebHo 3a IpucTyIambe
HEKOM IIOJATKY yV YBOPY CYIITHHCKH je oapeheHO MakcHMaaHOM IyOHHOM
YBOpa y cTab/ay yV KOjeM ce IOoJaTaK HaJa3h. 3aTo je IMOKEe/bHO Ja CBaKH
YBOP UMa 1ITO Makby JiyOuny.

Kaxko ce ckym 4BopoBa BpeMeHOM Mema H KaKO ce YBOPOBH MOTY yOaruBaTu
u OpHcaTH HElIPeIBUIIBO, He MOYKE Ce€ OUeKHBATHU Ja C€ ayTOMAaTCKu 00e36e 11
MaJia MakcumaJia Jyobune usoposa. Moryhe pemieme nipobsiema je kopuiheme
CHeInuja/JIHIX BapujanTn OMHApHUX cTabasia nperpare, Koje rapaiTyjy ypaBHO-
TezKEeHOCT, OJIHOCHO Jia cBe ybuHe uBoposa Oy1y O(log, n)(y HacTaBKy TekcTa
ie ce mogpasymeBaru na je ocHoBa 2), rue je m O6poj enemeHara y craby.
Tunu4no je 1a oBakBe Kjace ctabja oMoryhyjy omneparije NIpucTyna YBopy H
axkypupama crabsia y spemeny O(logn) y HajropeM cjiydajy U MOI'y ce UMILjie-
MEHTHPATH TAaKO /a Ce OBe W3MeHe paje moMONy porammja 3a ypaBHOTE-
kaBame crabsa. Poranuje he outn objammene y cienehem morsasby. Ako
ce HEKOM YBODPY IPHUCTyTa dYelnihe HEr0 OCTAJINMa 3TOJTHO je TaKBe UBODPOBE
cTaB/baTH OJIMZKe KOPEeHY YKOJHKO je To Moryhe.

Xwur je bunapHo cTabJI0 KoOje 33/10BO/baBa yCJIOB XUNA: KJbYY CBAKOT YBOpa
Behu je wim jeHAK OJ KJbYy4eBa, erOBUX CHHOBA. 1'pwuir, KomOuHaIuja Ouna-
pHOr cTabja mperpare W Xula MPEICTaB/ha CTPYKTYPY MOJATaKa Y KOjOj
CBaKW YBOP UMa KJby4 3a Hperpary u upuopurer. KibydeBu 4BOpOBa 3a,/10B0-
JbaBajy HWCTH YCJIOB Kao y Ouuapuom crabiy nperpare. C apyre crpame



IPUOPUTETH YBOPOBA 3aJI0BOJHABAjy YCJOB Jia je MpHOpHUTeT ona Behum o
npuopureTa cuia. OBa CTPYKTYpa je jOIII jeIHO e(PUKACHO Pelllehe CTPYKTYPe
mojaTaka 3a CKymoBe KJbydeBa. Kao m Koj Xuma, MocaenuIa je J1a je KOpeH
4BOp ca Hajsehum npuopurerom. YBOpOBH YKjU KJbYUYEBH CY Maibu O/ KJby4a
y KOpeHy ce HaJjia3e y JIEeBOM MojcTad/y, OJHOCHO OHU ca BehUM y JIeCHOM.
[Ipuoputern ce 6upajy caydajHo MpH YIUCY KJbyda.

Osy crpykrypy cy 1989. npemnoxuiun C. Aparon(C. Aragon) u P.
Cengen(R. Seidel) u Ha OCHOBY He H3rPAJININ PAHJOMH3UPAHO CTabJIO Mpe-
Tpare. OHH cy Takohe NMpeI0KU/IM U HAYHH 33 ONTUMH3AIN]Y CTPYKTYPe.



IloriaaBs/pe 2

Tpumn n oneparuje

YV oBOM TIOT/1aB/BY 00jalTFH-EH je MojaM TPHIla, OIucaHe Cy OCHOBHE Ollepaliy-
jé Kao IITO Cy: TpazKermbe eJleMeHTa ca 33JaTUM KJbydeM, YMeTamhe HOBOT
KJ/byda, Opucarme Kjbyda, Iojesa TPHIIA Ha JBa M Clajarbe JBa TPHUIa ca
pa3BOjeHUM BeJiMYMHaMa KJbydeBa y jemad. Oojamimene cy poraiuje Koje
ce KOpUCTe KAaKO OM ce 04yBaju YCJIOBH OMHAPHOT CTA0/Ia U XUIla Y TPUILY.

2.1 OcHOBHU IIOjMOBH

Hedburunuja 1 Hexa je X ckyn cmasku 00 Kojur ceara uma npuopysicen
KAYY U Npuopumem, 20e ce Koy4esu U Npuopumemu 0upajy u3 nommnyHo
ypehenur cxynosa. Ilompebro je da osuckynosu b6ydy pasasuvumu. Tpun 3a
ckyn X moorce ce gopmupamu kao ypeheno cmabao 3a KpYwese U Tun 3a
npuopumeme. H480posu wuju cy KHYUEEU MaAU 00 KoOYUa KOPEHA HAAA3E
ce Yy NeBOM G KAHYUEBU wuju cY weoposu eehu 0d kwyua kopena y decHom
nodecmabay. IHpuopumem oua je yeex eehu 0d npuopumema cuna, wume je
3a0080.m€H YCAOB TUNG.

Teopema 1 3a ceaku ckyn X nocmoju mpun.

Hoxa3z. llox mpeTmocTaBKOM J1a ¢y ¢BU K/bYY€BH W MIPUOPUTETH PA3THIH-
TH, pa3yMHa IpeTIocTaBka Ou OuIa Ja je KopeH IBop ca HajBehum mpuopu-
TETOM, a PaCIopejl OCTA/INX YBOPOBA JIEBO U JECHO OJipeheH je M0 HUXOBUM
K/bydeBuMa. Tpuir 3a cKynm 4BopoBa X npejcTaB/ba OMHAPHO CTAadJI0 IIpeTpa-
re Koje je pe3yJTaT CYKIECHBHOI yMeTama 4YBOopoBa u3 X y omnasajyhem
peocely TPUOPUTETA Y WHUIUJATHO TTPA3HO cTabI0 KopucTehu aaropuram
3a yMeTame y JUCT. W



Poranuja crabna je omepamnuja Haj OuHapHuM ypeheHuM crabjioM Koja
Metba CTPYKTYPY TaKO IITO jejaH IBoOp (OIa) CIOyIITa jeJaH HUBO HAHUZKe,
a apyru (cuHA) TOIUIKE jelaH HUBO HABHUINE 3ajeJIHO ca ofroBapajyhumM moj-
crabsmma. Kog steBe poramuje cun () mocraje HOBH KOpeH mojacTabdsia, a OTall
P mnocraje nepu cun u Hacaehyje gecnor cuna. Koa gecne poraruje cuu
P mocraje oranm mojcrabsia, a oram () mocrtaje cun P u Haciaelyje mecHor
cuHa. Portanmje cy npukaszane Ha cauny 2.1. Y HacTaBKy je JaT HCEYIO KO
nporeaypa oBux porardja. CTpyKTypa IBOpa CaapzKu MOKa3uBade Ha, JeBOT
u gecror cuna (lchild, rchild), upu demy je T mokasuBad Ha 4BOp (KOpeH
TpHUIA).

treap® RightRotation(treap™ T){
treap™® 1T = T->1Child;
T->1Child = 1T->rChild;
IT->rChild = T;
return 1T}

treap™ LeftRotation(treap™ T){
treap® 1T = T->rChild;
T->rChild = 1T->1Child;
IT->1Child = T;
return 1T}

JEcHa poTalmja

«<

o e Nega poTaumja

Cauka 2.1 Onepavyuje pomavuje



Y HaCTaBKY je JaT KpaTaK OIMC OCHOBHUX OIlepallija TPazKemwa, yMeTama u
Opucama uBopa Tpuna. Cse onepaligje ca TpuiioMm Oulie jeTa/bHEje 0bjalllbeHe
KacHuje vy Tekcry. Heka je T' Tpun 3a wuyBame 4BOpoBa m3 ckyma X. Jlar
je kibyd x € X koju ce moxke jako Hahu y 7' momohy ajiropurma rnperpare.
Bpewme Heorxo1HO 332 0OBaKaB MPUCTYI POMOPIHOHAJIHO je qybunu 1. Y mera-
e HOBe cTaBKe z v 1' BPIIM ce TAaKo IITO ce 2 yMeTHe Y O/roBapajyhum jauct
y T. Kako Moxke jiohu 0 HapyliaBama ycjaoBa xuna, moryhe je ga he ouru
noTpebHe poTaluje npukaszane Ha caunu 2.1. Bpucame ce Moxke W3BeCTH
MHBEP3HUM PEJIOCEI0OM Y OJIHOCY HA yMETabe.

Tpun ce Moxke 110/IeIUTH HA JIBa Marhba TPUIIA, jeJaH KOJU CaJPKU KJby YeBe
Mame O] 3aJaTor Opoja r, U JApyru Koju cajpzxku Behe. UBop ca k/bydyem x
noTpebHO je yOaIruTH y 3aJaTH TPUII TAKO JTa 33/I0BO/baBa YCJIOB 1A je Bheron
npuoputeT Behu 011 ¢BUX octanmx npuopuTeta. HakoH ymerama oH mocTaje
KODEeH TPUIA, CBU KJbYUEBH MAambU O/ X he ce HAJa3uTU Y HeroBOM JIEBOM
nojcTabiry, a Behu y jgecHom.

3a cnajame JBa Tpuna (JOBOBHO je Ja Cy MM KJbY9YeBH Da3/IBOJeHH IO
BEJIMYNHN - CBH KJbY9eBH jeJTHOT Cy MambW OJ K/bydeBa JAPYror), y jenaH
Kpenpa ce TPHII ca KJbyueM T Kao I'ope KOju je KOpPeH, 4hje je JIEBO MOACTadI0
T1, a gecuo T'2 u UpuMeHH ce olepalnja OpUcamba YBOpa T.

[To3naBame mokazwBada Ha YBOP y TPHILY MOXKe Ja yOp3a Heke omeparyje.
Ha nmpumep, ako ce 3Ha MOKasWBa4d Ha YBOP T, OHJA C€ BpeMe Opucama
TOI YBOpa CMakbyje Ha BpeMe poTalyja 4BOpa X y JIMCT U Opucarbe JIUCTA,
6e3 morpebe 3a mperparoM. (CBakW 9BOpP CeM KOPEHA TOBE3AH je ca CaMo
jemHUM YBOpPOM Ha TpeTxomHoM HuBOy. Ciiel0EHUK YBOpa T je 9BOp KOjH
nMa HajMamby K/byd y > r. CINIHO U yMeTame 9BOopa T MoyKe 6uTu yOp3aHO
VKOJIUKO C€ 3HA MOKA3MBAa4Y HA FHerOBOT MPETXOJHHKA (MU CJIeI0eHUKA) S.
[IpuimkoM ymerama K/byda Kpeupa ce HOBH 4BODP (JHCT) y KOjU Ce CMeInTa
ksbyd. [Iperpara 3a ojgromapajyhom mo3uiiujom Ha KOjoj he OuTu npukadeH
JIUCT, Kpehe oj1 9Bopa s yMecTo oJ1 caMor KopeHa. Takolhe onepariije pa3apaja-
Ba U Clajamka TPHUIA MOTY OWTH yOp3aHe YKOJIWKO ce 3Hajy MOKAa3WBAa4Yd Ha
YBOPOBE Ca MUHUMAJTHUM U MAKCHMAJTHUM KJbydeBUMa y 06a Xuma (OMupHu-
je o onepanujaMa pas/Bajaba U cliajarba pedeHo je y norjaasbuMa 5.7 u 5.8).

2.2 Tpaxemwe ejeMeHTa ca 33JaTUM KJby4eM

Tpaxkeme jlaror K/bydya HpUMerbyje ce CTAHJAP/HU aJIOpUTaM Iperpare
ounapuor crabja, Ipu 4emy ce UrHOPUIILY IpuopuTeru y Tpuiy. lloTpedHo



je ma ce mponalhe eeMeHT y CTPYKTYPH YUjH KJ/bYd je jeJIHaK 3aJaTOM HJIH
YCTAHOBUTH JIa Ta HeMa. 3aJaTH KJbYY X ce TIPBO MOPEeJIH ca KJbYyIeM KOPeHa, p.
Axko je x=p nperpara je 3aBpiiena. Y cay4ajy x<p mokpehe ce peKyp3uBHA
uperpara JieBor nojcrabJia, OJAHOCHO jecHOr 3a x>p. CTpyKTypa 4YBOpa
TPUNA CAAPZKU KJbyd, TPUOPUTET U MOKA3UBAYE Ha JIEJIO U JIECHO MOICTADI0.

Algoritam nadji_ u_BSP (Koren,x)
Ulaz: Koren (pokazivac¢ na koren BSP), x(broj).
Izlaz: Pokazivac na cvor koji sadrzi kljuc¢ x, ili nil ako takav ne postoji.

begin
if Koren = nil or Koren.Klju¢ = 2 then Cvor + Koren
else
if 2 < Koren.Klju¢ then Cvor < nadji_u_BSP(Koren.levi, z)
else Cvor < nadji_u_BSP(Koren.desni, )
return Cvor
end

CJ10:K€HOCT OBe olepalidje 3aBUcu 0J 00/uKa crabjia U I10J0XkKaja IBOPa
Ha KOME Ce BPIIN MHTEePBEHIHja. Y HajropeM CJy4ajy OBaj aJropuram Mopa
Jla, TpazkKu o7 KopeHa crabJia /10 JIMCTa KOoju My je Hajynabennju. Ce ocrase
olepallfje 3aXTeBajy KOHCTaHTaH Opoj Kopaka. Y KOJHUKO ce IpeTpara 3aBplia-
Ba V JIUCTY, Pe3yJITaT je Ja je CJOKEHOCT MPOHMOPIMOHAIHA BUCUHUA CTA0/Ia
1j. O(logn)(Bumern [4]), rue je n 6poj YBOpOBA.

2.3 YmMerame HOBOT KJbyda

YMeTame HOBOT KJbyda MOJpa3yMeBa yOaIlnBame 33JaTOT Kbyda y TPUI HA
ojpehenoj nosunuju. Ha kojoj nosunuju he k/byd OuTu yMETHYT 3aBUCH O]
PpUOPHUTETA KOjU Ce Jiojie/byje Kiby4dy. [IpobiemMu Koju MOry ja HacTaHy HpH
oreparnuju yMeTama Be3aHU Cy 3a ypaBHOTeKeHocT ctabia. OBu mpobiaemu
ce pelllaBajy oIepalujoM poTallfje Koja je objallibeHa y IMPEeTXOIHOM JIeTy
TeKcTa W WIyCcTpoBaHa Ha ciunu 2.1.

3a yMerame HOBOT KJbyda x y Tpull 1', Hajupe je mOTpeOHO TreHEpUCATH
caydajuu npuopureT y 3a x. lloTpedbHO je KpempaTu HOBH UBOP Y KOjU ce
cMelITa K/byd . UBop Tpeba craBUTH y JIMCT Ha OjArosapajyhoj nosunuju,
Koja ce ojapebhyje anropurMom 3a OuHapHY nperpary 3a Kbyd x. UBop ce
Kpenpa Ha MeCTy TJe ce nperpara 3aBpinuia. Kaja ce ybalu HOBH YBOD,
KJbYy4eBH Y MOJM(PUKOBAHOM cTabJy ce Hajase y ypeheHom moperky, MmehyTum



MOKe Ce JIECHTH Jia YCJIOB Xuia Huje 3aj70BosbeH. (CTora ce mpuMenyjy
porarmje ¢Be 0K je IPUOPUTET YBOpa = Behiw o1 MpuopuTeTa ola Wik JI0K He
Oyze y Kopeny. Pesyarar je na je cioxkenoct ose onepaiuje O(logn)(Bugern
|4]), rme je n 6poj usoposa. Ilporeaypa ymerama y Tpun gara je ciaegehum
[ICey10 KOJIOM y KOM Kjaca 1'reap nMa 1osba 3a 4yBaibe K/byda. NPHOPUTETA
U MMOKa3uBade Ha JIEBO U JECHO MOJCTADJIO:

Algoritam Upis_u_trip (v.key, x.priority, Treap T')

if T = null then Kreirati novi ¢vor T
gde je T.key jednako x.key, T.priority jednako x.priority,
T.Ichild je null, and T.rchild je null

else if x.key<T.key then Upis u_trip(x.key, z.priority, T.lchild)
if T.Ichild.priority >T.priority then DesnaRotacija(T)

else if x.key>T.key onda Upis_u_ trip(z.key, x.priority, T.rchild)
if T.rchild.priority >T.priority then LevaRotacija(T)

else z jeve¢u T

2.4 Dbpucame Kbyda

Bpucame Kbyda U3 TpUIla He cMe Ja HAPYIIH COPTHPAHN peIocie]] Kby de-
Ba ¥ YCJIOB XUTMa 3a puoputeTe. To ce MocTHrKe TaKO MTO ce OPUTITY YBOPOBU
KOJH €y JHCTOBH. AKO je YBOp = KOju ce OpHIIe JUCT, OHIa ce Opuime
MOKA3WBAY HA IHera y (eroBoM o11y. AKOo x HEje JUCT OHJA ¢ce HI30M POTAI’ja
YBOp CILYINTA JIOK He Oyiae y Jjiucry. Husz npumemeHux poraiyja 3aBUCH O]
npropureTa. AKO je JIEeBH CHH YBOP €4 MAambHM IMPHOPHTETOM HMpPHMEbYje ce
JleCHa pOTallfja, a y CyIpoTHOM JieBa. Porarmje MOTy J1a M3a30By HapyIiaBa-
Ibe YCJI0BA XHUIIA, 1A CY Y TOM CJIV4ajy noTpebHe jgojgaTHe poramuje. Pesynrar
je na je caoxkenoct onepanuje Gpucama Kbyda jeanaka O(logn)(sumern [4]),
rjie je n 6poj uBoposa. Ciesehu mceyo Ko onucyje nponeaypy opucama u3
TpHUIIA:

Algoritam Brisanje_ ¢vora (v : key,T : treap)
nadji_u_BSP(x, T)
while x nije list
u<— sin sa manjim prioritetom
if u levi sin then DesnaRotacija(x)
else LevaRotacija(x)
Obrisi x
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ITpumep 2.4.1 Ha cauuu 2.2 npukasan je npumep Opucaroq U Ymematba
weopa y mpun. Heop ca kwywem L u npuopumemom 69 ce Gpuwe(ymehe) y
mpun. Y npumepy bpucarba 6udu ce KaKo ce 460p HU30M POMAUUIA CRYWIMA
do aucma odakae ce bpuwe. Y cayuajy ymemarsa weopa, npeo ce ymehe y
AUCTN, G 3AMUM Ce HU30M POMayuja 460p nerwe dok He dohe na odzosapajyhe
MECMO Mmaxo 0a 3a0060.6U YCA08 TUNG.

2.5 Ilozgena Tpuma Ha ABa Mamba

Hexka je 3agar tpun T ca ckynmoMm KJby4deBa X, M HEKa je 3aJaT KJbyd
a € X. 3Bagarak je nogesutu 1 Ha jaBa Mama Tpuma 1'1 m T2 tako na
T1 cagpxu kmydeBe w3 X1 = {r € X|v.key < a}, a T2 xpydeBe u3
X2 ={x € X|z.key > a}. [Ja 6u ce Tpun nomenno Ha aBa MpemMa Kbydy a,
Tpeba Taj K/byd ybanuTH y TPHUI TAKO Ja IocTaHe KopeH Tpuna. [Ipuopurer
TaKBOI YBOpa @ Mopa OuTw Hajsehu mpuopurer y Tpuiy. JleBo momcradiio
npenctasma Tpun 1’1, a mecrno T2. Pesyarar je 1a je cJI0KeHOCT oIepaliuje
nojiesie Tpuna Ha aBa Mamba jeanaka O(logn + logm)(sugern [4]), rae je n
O6poj YBOpOBa jeHOT TPHUIA,a m Opoj UBopoBa aApyror Tpuna. Craean mceyno
KO/ IIPONEype 3a MOJe/Ly TPUIIa;

Procedrura PodelaTripa(T: treap, ackey, T1, T2: treap)
Upis_u_ trip((a,00), T)
T1 < T — Ichild
T2 < T — rchild

IMpumep 2.5.1 Ha cauyu 2.3 npukasan je npumep nodese mpuna Ha 08a
mara.  Kupyuesu weoposa cy wapaxmepu ca aekcurozpagckum ypeherbem.
IIpso ce y mpun woju mpeba nodeaumu dodaje 460p M Ca NPUOPUMEMOM
Koju je eefit 00 CBUT OCTNAAUT NPUOPUITNEME Y MPUNY, MAKO 04 0H NOCMaHE
kopen mpuna. Jlesu u decnu cum cy 4B0POBU €4 KAYUEBUMA C U P KOJU
npedcmasnajy KopeHe 068G HCEHEHA MPUNG HAKOH ONEPAUUIE NOJEAE.

2.6 Cnajame JBa gaTa TpuUIlla y jegaH

[Ipu ouepaunuju cuajama jsa tpuna 1'1 u T2 y jejan, nojpasymena ce
Jna je wajsehm kbyu y tpuny 11 mamu ox majmamer y 12. Kpeupa ce
HOBU YBOP €& KJby4eM X TaKaB Jia je K/byd & Behu 0/ MAKCHUMAJIHOT KJby4a
Tpumna 1’1, a Mambu 0]l MUHUMAJIHOT KJbyda y 1'2 U o7e/byje My ce HajMambu



11

Cnuka 2.2 Bpucare/ymemarse 460pa

IPUOPHUTET. 3aTHM Ce 3a JIeBOT CHHA TOCTaBU KopeH Tpuna 1’1, a 3a gecHOr
kopen Tpuna 1T2. Cama cy tpun T1 u T2 neBo u gecHo mnojactabyio 4Bopa
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80/P

Cauka 2.3 IIpumep nodeae mpuna wa dea maroa

ca K/bydeM r. Kako r mMa HajMamu NPHOPUTET MOTPEOHO je ypajuTH Hap
poranuja jga 6m OMO 3aJJ0BOJHEH YCJAOB XHIa. UBOp X ce CIylITa y JIUCT
oJlaKJie ce KacHuje Opwuiire moMohy Beh onucane orepaluje Opucarmba U3 TPUIIA.
Kao pesysarar mobuja ce jemaH TpHII cacTaB/beH O JBa opurunaiaHa. Oba
onepalmja mpejcTaB/ba UHBEP3HU MOCTYINAK onepaluje nojesie seher rpumna
Ha JiBa Mama. Pe3ysrar je 7a je CJI0XKeHOCT olepaliije mojese TPUIla Ha JIBa
mamba jeanaka O(logn + logm)(sumern [4]), rme je n 6poj uBopoBa jeaHor
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TpHuIa,a m 6poj YBopoBa Jpyror Tpuna. Jlar je mceymao Ko mporeaype oBe
omeparuje:

Procedrura SpajanjeTripa(T1, T2, T: treap)
T < Kreiraj novi_ ¢vor(z)
T — [lchild] « [T']]
T — [rchild] « [T2]

Brisanje ¢&vora(x)

ITpumep 2.6.1 Ha cauuu 2.4 npukasdan je npumep cnajaroa dea mpuna 0oou-
jena onepayujom nodeae y jedan. Knpyvwesu ueoposa cy kapaxmepu ca LeKCU-
koepagckum ypeherwem. Ilpeo ce kpeupa weop ca kpywem (m) xoju je eehu 00
KAYua €, a Marwt 00 0 U dodeau my ce wajmarbu npuopumem. Ilocae ynuca
moz “eopa Yy Mpun, 1e208 Ae6U, 00HOCHO 0ECHU CUH NOCMAJY “BOPOGU Ca
Kwyuem ¢, oonocno p. Husom pomavyuja weop m ce cnywma y aucm odakae
ce bpuwe, a Kao pesyamam ce dobuje jedar mpun.



80/P

Cauka 2.4 Ilpumep cnajarwa dsa mpuna dobujena onepayujom nodeie
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IloriiaBs/pe 3

PangoMmusupano cTadJjio mperpare

Hexka je X ckym uBopoBa 01 KOjUX je CBaKW je JHO3HAYHO ojpeheH Kibydem
u3 nornyHo ypeljenor ckyma. Pammommsupano cTabso mpeTpare 3a CKyI
X gedunumie ce Kao Tpum 3a X, Ile ¢y IPHOPUTETH YBOPOBA HE3aBHUCHE
HEIPEeKHIHE CaydajHe mpoMensbuse. Hapeany reopemy HaBoauMo 6e3 10Ka3a,
Buzetn [1]:

Teopema 2 Pandomusuparo cmabio npempaze Koje uma 1 460P0GGE UMG
nepopmarce Koje cy npukxadare y mabeau 3.1.

Hexka je F' BepoBarnoha pacnozesne. Heka je X ckynm 4BopoBa O3HAYEHUX
K/byueBUMa u3 ypehenor ckyma, mpu demy je cBakoM x € X TpHIpYKeHA
meaobpojua texkuna w(x) > 0. YpaBaHOTEXKeHO PAHIOMH3HPAHO CTabJI0
3a X ce jmedunuiire kKao Tpul 3a X, TPU YeMy Cy TPUOPUTETH HE3ABUCHE
HEIPeKHUIHe C/IydajHe NPOMeH/bUuBe neduHICAHe Ha cjienenn HaduH: TPUOpH-
TEeT eJIeMeHTa T je MAKCUMyM w(x) He3aBHCHHUX CJIy4YajHUX MPOMEHJBUBHX Ca
BepoBaTHOhOM F.

Teopema 3 Heka je T ypasromesiceno paHdOMUSUPGHO cMabA0 npempaze
3a ckyn uweoposa X ca mescunama. Y mabeau 3.2 cy npukasame oveKUBAHE
neppopmarce pandomusuparoz cmabaa T. Osde W osnauasa cymy mescuna
w60posa u3 X . 3a 460p T npemrodHuk U caedbenur Yy cmabay cy 03HAYEHU CG
= uaT. Tmax uTmin 03Hava6ajy 460p 4 MUHUMAAHUM U MOKCUMAAHUM
K/oYUEM.
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Mepuio nepdopmancu

OdekuBaHe rpaHuie

BpeMe IPHUCTYNa O(logn)
BpEME yMeTarbha O(logn)
BpEME yMeTarha 33 eJIeMEHT Ca o()
PyYKOM(HA MpeTX. Wid cieid.)

Bpeme Gpucama O(logn)
BpeMe Opucama eIeMeHTa ca o(1)
PYIKOM

Opoj poTalja 1Mo axKypupamy 2
BpeMe Iperpare ca IMOKa3uBaueM O(log d)

[PEKO JiucTanie d

BpeMme Op3e mperpare ca
[TOKa3WBavYeM IMPEKO JHUCTAHIE d

O(log min{d,n — d})

BpeMe Cliajama /IBa TPUIIA
BeJIMYHUHE 1T U N

O(log maz{m,n})

BpeMe 11o4eJie Tpulla Ha ABa
Malba BEJIUYHHE 17 1 T

O(log maz{m,n})

BpeMe Op3e Tojese Win Clajama

O(log min{m,n})

BpeMe ojiceriarma crabJia
peJinuune d

O(logn)

BpeMe ayKypuparma aKo poTalmja
mo/icTaba BeJIHUUHE S KOIITA

O(s)

O(logn)

BpEME ayKypUparba aKO POTAIH]a
nojcTaba BEJIMIAHE § KOITA
O(sloghs), k> 1

O(log"* ' n)

BpeMe ayKypUparmba ako POTAIH]ja
110/icTab/1a BeJIMUUHE § KOLITa
O(s%), a>1

O(n1)

BpeMe ayKypHupama aKo poTalmja
komra f(s), f(s) He-nerarnsua

O(@ + 20<i<nfi#)

Tabena 3.1: Bpemena u3BpimaBaiba olepaluja panjgoMu3apaHor crabsia
mperpare

Bamna3u ce mpe cBera ja HeMa MPETIOCTABKH OKO PACIouese KbydeBa y X.
[IpermocraBumo 3a caja, 1a Cy MPUOPUTETH CKPUBEHH O KopucHuKa. OBO
je HeoIxoJIHO Jia OU ce PaHJOMHU3UPAHO cTabJIo Iperpare TpaHchopMucaio
IPU CBAKOM aKypHpamy v PaHIOMU3UPAHO cTabI0. AKO OM KOPHCHHUK 3HAO
IPHOPHUTETE MOTao OU Ja Kperpa He paHIOMH3UPAHO U HeDAJTaHCHPAHO CTabI0
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Mepmio nepdopmancu

Ou4ekuBane rpaHI/Iue H

BpeMe IIPUCTYIA YBOPY & O(1+ log
BpEMe yMeTatbha YBOpa T O(1 + log mm{w(y ;Lw(z) Y@
BpeMe OpHUCamba YBOpa & O(1 + log min{wla )

BpeMe yMeTama 4YBOpa & €a PYIKOM
Ha TIPETXOJHUKY

)
@ w<x+>}
O(1+1log(1+ wuégv)) + w( 3

BpeMe OpHucarmba 9BOpa & ca PyIKOM

Opoj poTalyja 1Mo axKypupary
9BOpa T

w(z)

syt ath

)
)
)
)
O(1 +log(1 + “g(;’)) Mﬂ))
O(1 + log(1 + L)

BpeMe morpebHo 3a "finger"
uperpary usmehy uBopa x u y, vae
je V yKyIHa TeKWHa IYBOPOBA
usamehy x u y(ykpyayjyhu u mbux)

\%
0198 ity

BpeMe TTOTPeOHO 3a cliajarbe JIBa
crabsa T'1 u T2 rexxuna W1 u W2

O<1 + IOg (Tlma:r;) + IOg w(T2mm))

BpeMe TOTPeOHO 3a mojaeny Tpuma 1’

Ha jiBa Mamwa 1'1 u T2, rexxuna W1
u W2

O(1 + log m + log %)

BpeMe 1moTpedbHO 3a Op30 crajame
nin Op3y mojery

O(]_ + log mln{ Tlmax)’ w(Tvgnz%n) })

BpeMe moTpebHo 3a yBeharme
TeXKUHEe 9BOpa T 3a A

O(1 + log “L022)

BpeMe IMOTPEOHO 33 YMabhermhe
TeXKHEe 9Bopa T 3a A

O(1 + log )

w(z)—A

Tabena 3.2: Bpemena uzBpinaBaiba olepalja Te>KHHCKOT PaHI0MU3aPAHOT
crabJia mperpare

IIOCJIe TTOJIMHOMHUJAJIHO MHOTO ayKypupamba.

BaxTeB Ja ce Kao NPUHOPUTETH KOPHCTE HEMPEKUIHE CAydajHe TPOMEH/bIBE
Huje HeonxoaaH. To ce pajiu Kako 6u ce ca BepoBaTHohoM 1 1006WaN pa3andu-
T mpuopuTeru. Yak u ako ce npele Ha TUCKPETHY pacioiesy, BepoBarHoha

Jla WMa BUINE BHUX UCTUX je JaKo MaJja.

OBo 3HAYM 1a je y Tpakcu 3a

BehmHy ammMkaiuja JT0BOBHO KOPUCTHUTH OpojeBe M3 CKyIa Ieanx OpojeBa

kao Ha npumep [0,231].

Y nopehewy ca japyrum OajaHCMpaHUM cTabuMa,

Koja 3axTeBajy 1o 1 out mHMOpMalmja MO YBOPY, PAHIOMHU3UPAHO CTADJIO
nperpare 3axreBa Buile wHMOpMaIuja, MTO MOXKe OUTH pasodapabajyhe.
Hauunu kako ce oBo MoxKe u3dbehu onucyje ce y norjap/by IerT.
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Caaku myT Kaja ce IPHUCTYIIa IBOPY & MeHEepHIIle ce HOBHU CAydajHH OpPOj
npema pacuogen F'. Axo je 6poj r Behm om mpmopurera uBOpa T, OHIA OH
Tpeba 1a MOCTaHe heroB MPUOPUTET U aKO je MOTPeOHO YPaIuTH poTaluje 1a
ce 9BOp X MOTHe HaBuie y ¢Tab/y Kako He Ou Ono HapyireH ycaioB xuma. AKo
ce x-y npucryna k myTa, meroB npuoputer he 6UTH MakCUMyM Kk CJIyYajHUX
6pojesa. Ilocaenuna Te YnmbeHuIe, Koja ce 6e3 jgoka3za HaBoau y [1] je ma je
ouyekuBana jy6una usopa O(log(1/p)), tae je p = k/A, npu demy je A 6poj
IPUCTYIA Y IEJOM cTabJIy.

[TocTaBiba ce NUTambe KAKO YMETHYTH YBOD T Y YPABHOTEXKEHO PAHIOMU3HU-
pano ctabjio ca purcHoMm TexkuHOM k. OBO ce MOYXKe HajJIaKIne yPaJIuTH aKo
ce 3a GyHKIMjy pacnogesne y3me PyHKIH]a pABHOMEPHE PACIIOE/Ie BEPOBATHO-
hie na unreppaiy [0,1]. @yukiuja pacnogene Gy 3a k crydajHuX TPOMEH/bH-
sux mma dopmy Gi(z) = zF. U3 opora ciemm ma x Tpeba ga ce ymeTHe
ca mpuopurerom /% rae je r cayuajam 6poj us [0,1]. Kaxo je mopeheme
jeInHa omeparija Koja YK/by4dyje IpUOpUTeTe, a JOorapuTaMcKa (pyHKIIHja je
MOHOTOHA, OHJIA ce T MOxKe yMeTHyTH ca npuopurerom (logr)/k ymecro 7/,

ITocraB/ba ce nurTame KOJMKO Cjy4dajHux OuToBa je norpedbHo ja Ou ce
AMILIEMEHTHPAJIO PaHI0Mu3npano cradjao nperpare. llocroju jeaHocraBHA
cTpareruja Koja rnokasyje Jia je morpeban uctu Opoj caydajuux OUTOBA MO
akKypupamy y HeypaBHOTe:keHOM cTtabiry. OBo ce Mozke moctuhu Ha ciaemgehn
HAYMH: HEKa Cy MPHOPUTETH PeasHu CIydajuu 6pojesu u3 mHTepBasa [0,1].
TakBu OpojeBn MOry OWTH TeHEpHUCAHH JT0JaBalbeM CAyYajHHX OUTOBa 3a
POIU-Perhe OMHAPHE perpe3eHTallnje HA HUXOBY OMHAPHY PeIlpe3eHTaIn]y
KaJa je To moTpebHO 300 MOoKJalama MpuopuTeTa aBa dBopa. lcmocrapipa
ce Jla ce TeHEePHIIe CaMO OHOJIMKO OMHAPHE pellpe3eHTalnje KOJTUKO je TOTpeOHO.
JeuHa onepaluja ca IpUOPUTETHMA Y aJITOPUTMUMA axKypuparba je nopehe-
e TPUopuTeTa. Y MHOIUM CJIyYajeBHMa Pe3yaTaT TakBor mnopehema he
Beh 6utnu ospehen nocrojehom dunapunom penpeszenrtarujom. Kajga oBo nuje
cayd4aj, jeana penpesenrtaiuja nocraje npedukc gapyre. HMcemocrasba ce ga
je odekuBanu Opoj J0/1aBaba OMTOBA IHOTPEOHUX 3a pellaBaiba rnmopehema He
Behn on1 wetupu. llomTo ce y anropuTMuMa aKypupama IPUOPUTETH TTOpe/Ie
CaMoO y Be3H ca POTAIMjoM, a Opoj OUEeKHBAHHUX pOTAIlHja MO axKypupamy je
Matbu 0J1 JiBa, 3HAYM Ja je 3a yMeTamhe OP0j OYeKMBaHUX CJIydajHUX OMTOBA
MarbU OJ IBAHAECT, a 33 OpHUCambe MambH Ol 0CAM.

VY paay [1] mokazaHo je /a oreHe CJI0KEHOCTH OllepaIija ca PaHIOMU3HDA-
HUM CTa0/IOM HACTaB/ba]y Jia BaKe U aKO Ce MPUMEIbYjy NPUOPUTETH Ca CaMO
O(logn) cayuajaux Gurosa.



1lor1aBs/pe 4

Anajin3a paHIOMU3UPAHOT CTAdJIA
mpeTrpare

Y 0BOM 0JIe/bKY JlaTa je aHAJIU3a BeJIMYuHA PaHJIOMU3UPAHOI cTabJia 1upe-
Tpare U U3BOheme HUXOBUX OYEKHBAHUX BPETHOCTH.

Hedbunnunja 2 Jyocuna sese(decte) xuume je dyscuna nyma 00 Kopena
Kaoa ce cunasy camo NPexo AeeuL(decHur) cunosa.

[Tpu Tome ce Kopucre ciegehe o3Hake:

D(x) - nybuna usopa x y crabay (6poj YBOpOBa Ha MyTy OJ KOPEHA JI0 YBOpa
x),

S(z) - BemumHa noacTabia ca KopeHoM 2 (6poj 4BopoBa y moacTadiy),
P(z,y) - 1yXKuHa jeIMHCTBEHE MyTarbe 0J] IBOPa T J0 IBOPA ¥,

SL(z) mw SR(x) - nyXKuHa JecHe KHUMe JIEBOI MOJACTA0JA U JAYyKHHA JIeBe
KUUMe JIeCHOT MojcTabia, 3a JIeBy CTpaHy ce HojpasyMeBa JieBa CTpaHa
3aje/IHO Ca YBOPOM KODEHA, JIECHA CTPaHa je JePUHUCAHA AHAJIOTHO.

Y oBom jeity 6uhe peun o tpuny 1" 3a ckyn X = {x; = (k;i,p;)|1 <i < n}
0/l M YBOpPOBa, HYMEPUCAHUX KJby4deBHMa y pactyhem moperky k; < k;iq
3a cBako 1 < ¢ < m. 3a npuopurTer p; y3UMajy ce CaydajHe TPOMEHJbUBE.
Kako 3a dbukcnu ckyn K/bydesa Tpuil 1’ 3aBUCH 0/1 IPHOPHUTETA, TOPE HABEIEH
BestmuuHe he Takohe OUTH ciiydajHe IIPOMEHJbUBE, 32 KOje HMa CMHUCTIA aHAIH-
3UpaATH OYEKWBaba, BepoBaTHONE U CANTHO.

Ananusa je mojeJHOCTaB/beHA YHEHLEHUIIOM I3 Ce CBaKa rope HaBeIeHa BeJIu-
YuUHa MOzKE 1peJCTaBUTH HOMOhy ABa THUIla UHAUKATOPA CJIyLIajHI/IX IIPOMEH-
JObUBUX:

A;jje 1 axo je x; nmpemax x; y T' u 0 nnade,
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Ciam je 1 axo je x; 3ajeJHUYKH Ipelak x; U T, y 1 u 0 unade.
V3 To mojpasymena ce Ja je CBaKH UBOp Ipe/lak caMOM CeOH.

Teopema 4 Heka je 1 < I,m < n u nexa je l < m. Tada je

(I) D(z1) = Zi<i<nAiy

(II) S(x1) = Ei<j<niy

(I][) P(SL’Z, Im) =1 + El§i<m<Ai,l — Ci;l,m) + El<i§n(Ai,m — Cz’;l,m)

(1V) SL(x;) = Yi<ici(Aii—1 — Ciu—14); SR(21) = Bici<n(Aigs1 — Ciggs)

Hoxaz. Craske (I) u (II) cy jacue, jep je aybuHa 9BOpa HHIITA IPYTO
Hero Opoj npejaKa, U BeJIMUMHA HeroBor 1ojcTadia je 6poj 4BopoBa 3a Kojy
je mpenax.
3a crasky (/1) Tpeba HAOMEHYTH Ja je IYT O & 0 T, HOAeJbeH Ha JBa
JeJ1a HAjMAmbUM 3aje THHIKUM TpeTKoM v. [leo of (x;) 10 v caapKu yupaso
mpetke o (z;) 6e3 3ajeIHUIKUX Tpefaka ox (x;) u (r,,), 9uju je 6poj jeanax
upBoj cymu. CjimdHO ce padyHa u apyra cyma 3a 1yT o (x,,) 10 v. Kako ce
v He Opoju y 00a jesia norpebHa je Kopeknuja o +1.

3a crasky (V) aoBosbHO je pasmorpuru ciay4aj SL. Ako (x;) numa JjieBo
mocTabI0 OHA HAJMAILH UBOD Y JIECHOM Jeay Mopa outu (z;_1). Jacuo je
Jla y TOM CJIydajy JecHa CTpaHa Caap:Ku TadHo nperke (z;_1) 6e3 mpejaka
(x;). Takobe (x;) ca i > | moxe 6Gurn Ha mecHoj crpanu. Axo (r;) Hema
JIEBO TIOJCTab10 i je [ = 1 y ToMm ciaydajy popMmy/ia ©Ma Ta9HO BPETHOCT
0 win je (x;_1) mpenak of (x;), y KOM cay4ajy je cBaku mpegak o (x;_1)
3ajemHuyaky npegak of (x;) u (x;_1) u dbopmyna uma TadHo BpeaHocT (. M

Ako y3memo na je a;; = Ex[A; ;| v ¢iym = Ex][Ciym] 300r muaeapuocTH
MaTeMaTHYKOI OUeKUBaIba CJIeJIH:

ITocnennua 1 Heka je 1 <Il,m <n ul <m,

(I) Ex[D(x;)] = X1<i<n@iy

(I[) El’[S(%l)] = Zlgjgnal,j

(IIT) Ex[P(x;, 2m)] = 1+ Y1<icm (@it — Cigm) + Bicicn(@im — Cigm)

(1V) Ex[SL(z;)] = Ziciclaii-1 — cig-12); Ex[SR(m)] = Sicicn(aii —
Ci;l,l—i—l)

Y cymrTuHEU 1eja NpUYa O aHAMU3U CBOJIU Ce Ha OYeKUBAba (;; U Cijm-
Kako cy nagukaropu (-1 ciydajHe mpoMeHJbHBE UMaMO:

a;; = Ex[A; ;] = Pr[A;; = 1] = Prlz; je npenak z;], n
Ci;lym = EI[Ci;l,m] = Pr[oi;l,m = 1] =
= Prlx; je 3aje JHUYKHN UPEKAT O T; U Ty
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YrBphuBame BepoBaTHOhA, a caMHM THM W OYEKHBama JaTO je JIEMOM O
IpeTKy, KOja Y NOTIYHOCTH KapaKTepullle Be3y MpeTKa y TPUIY:

Jlema 1 Hexa je T mpun 3a X u nexa je 1 < 1,7 < n. Tada nod npemno-
cmaskom da cy ceu npuopumemu pasavwumu, (z;) je npedak (x;) y T axo
mehy ceum (xp) ca h € [i,j], () uma najeehu npuopumem.

Hoxa3z. Heka je (z,,) uBop ca najBelimm mpuopurerom y T u Heka je
X' =(x)l <v<m)u X" = (x,/m < p<n). lo nedununuju rpuna (z,,)
he GuTn Kopen u j1eBo u jgecHo noacrab/io he ouru Tpunosu 3a X' u X7, Jacuo
je Ja je KapakTepusaluja npeTka TavyHa 3a CBe MapoBe YBOPOBA YKJbyuyjyhu
kopern 4Bop. Takolje je rauna 3a cse napose z,, € X', kaou3a x, € X", onu
JIeyKe Y pasInIuTUM MOACTabJINMa U CTOTa HUCY y Be3W MpeJaK-cje 0eHuK.
Baucra, najsehu upuopurer usmely v u p peasusosan je y x,,, a He y &, wjiu
x,. Konauno, 1o uHAyKIuju Kapakrepusalyja je Tadyna 3a cse napose y X'
nX”. =m

Kao memocpenna mocaeauna oe JeMe, mpou3uiaasu ciegeha sema:

Jlema 2 Hexa je T' mpun 3a X u nexa je 1 <I,m,i <n ul <m. Hexa je
Dy NpuOpuUMEmM 00 X,.

IIod npemnocmaskom da cy ceu npuopumemu pasauvwumu, (x;) je 3ajed-
UMK NPedar 36 T u Ty Yy T ako:

pi =mazx{p,li <v<m} if1<i<lI
pi =max{p,|l <v<m} ifl<i<m
pi =max{p,|l <v<i} difm<i<n

06U YCAOBU MO2Y ce npenucamu kpahie Ha caedeliu Havwun:
pi = max{p,|min{i,l,m} <v < max{i,l,m}}

OsBe neme omoryhyjy anann3y BeJWYWHA PAHIOMH3UPAHOT cTab/ia mperpare.
[locToje mBa ciydaja: ypaBHOTEKEHO W HeyPABHOTEXKEHO PAaHIOMU3WPAHO
crabJjI0 mperpare.

4.1 HeypaBHOTeXKeH cJydaj

IMocneame ape jgeMe oslakiabajy u3Boheme BepoBaTHONA a;; U Cijm 32
LPeTKA.

ITocaennua 2 V neypasromesicenom pandomuduparom cmaba3 npempaze
x; je npedax x; ca eeposammnohom 1/(|i — j| + 1) dpyeum pewuma: a;; =
1/([i =gl +1).
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Hokaz. llpema JjieMu 0 nperky HoTpebOHO je Jjia HpHOpUTET T; Oyje
najsehu melhy npuopurernma [i — j] + 1 usmeljy uBoposa z; u z;. Y caydajy
HEYPABHOTEXKEHOT PAHIOMU3IUPAHOT cTabJia MIPUOPUTETH CY HE3aBUCHE HETpe-
KHJTHEe CJIydajHe IpoMeHsbuBe ca BepoarHohoM 1/(|i — j|+1). =

ITocneauma 3 Hexa je 1 <[ <m < n.
Y eayuagy neypasrnomesiceroz pandoOMU3uPaHoe Cmabit 04eKusarva 36 3ajed-
HUYKo2 npemmra dama cy caedehum u3pasuma:

Coum =1/(m—i+1) if 1<i<lI
Cotm=1/(m—=1+1) ifl<i<m
Cium =1/ —1+1) ifm<i<n

ULNO CEe MONHCE 3ANUCAMU KAO:
Citm = 1/(maz{i,l,m} —min{i,l,m} + 1)

Jloka3. AHaJIOrHO MPETXOAHOM J0Ka3y. W

Cuajamem cBera m00mjajy ce TaYHU W3pa3u U NpUOINKHE (DOPMe rOpHUX
rpaHUIA OYEKHBAhA BEJIUYMHA PAHJIOMU3UPAHOT cTad/a nperpare. 3pasu
VKIbY9yjy XapMoHHjcKe Gpojese medbunucane ca H, = Xi<;<,1/i. Jlako ce
U3BOIMU Jia cy rpanuie 3a H, mare Hejeanakoctuma Inn < H, < 1+ Inn 3a
n> 1.

Teopema 5 Heka je 1 < [,m < n u neka je | < m. VY neypasnomeostcerom
PAHOOMUBUPGHOM CMAOAY NPEMPA2E CG N 4BOPOBE BUNHCI:

(1) Ex[D(x;)] = Hi+ Hypio— 1 <1+ 2xInn

(II) Ex[S(x)| = H + Hypy1o— 1 <1+2x1Inn

(III) Ex[P(x),zy) = 4Hp o1 — (Hy — H) — (Hps1 — Hyr1om) — 3 <
l+4xIn(m—1+1)

(IV) Ex[SL(x;)] =1 —1/l; Ex[SR(x)] =1—1/(n+1—1)

Hoxka3z. J[0BO/bHO je KOPUCTUTH TOCJEAUILY | U YK/BYUUTH BPEIHOCTU U3
mocaeguna 2 U 3. M

BaHIMJBHUBO je J1a je y HeyPABHOTE:KEHOM PaHIOMH3UPAHOM CTab/Iy IpeTpa-
re O4eKHBAHH OpOj Ipejlaka YBOPa & jeJHAK IHerOBOM OYEKHMBAHOM OPOjy
noromaka. [taBHa pasnuka usmehy cayuajunx mpomensbuux D(z;) u S(z;)
je ja obe mMajy mcra OYeKuBaba, ajau BeoMa pasziudury pacuogeny. D(x;)
je cTporo KOHIEHTpHCaHa OKO EheHHUX O4YeKuBama, a S(z;) Huje.
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4.2 YpaBHOTEXKEH CJIy4aj

[ToaceTrumo ce ja je y OBOM C/Iy4dajy CBAKOM YBOPY X; IPUJAPYZKEH ITO3UTH-
BaH OPOj - TeXKNHA W;, M /1A OBAKBO PAHIOMU3UPAHO CTA0JI0 ITpeTpare KOPUCTH
3a NPpUOPUTET YBOpPpa r; MAKCUMYM W; HE3aBUCHUX HEMPEKHUIHUX CﬂyqajHI/IX
MPOMEHJBPUBUX Ca MCTOM PACIOEIOM BepOBaTHOle.

3a ¢ < j HeKa w;; O3HAYABA Yi<p<jWp ¥ 38 1 > j JedUHAIIE Ce W;j = Wji;.
Heka W = wy., o3HauaBa yKYNHY TEXKHUHY.

ITocaenutia 4 V ypasromestcenom pandomusuparom cmabay npempaze x;
je npedax x; ca eeposammrohom w;/w;.;, mj.:

i j = Wi/ Wij

Hoxka3s. IIpema jiemu o IpeTKy moTpedHO je Ja MPUOPHUTET UBOpa x; Oyie
najsehn Mehy npuopurernma usmely usoposa x; u x;. OBo 3Ha4M Ja jegHa
O/ w; TPOMEH/bUBUX 33 T; Tpeba ma Oyme nHajseha mely w;; mpomenbuBama
3a usopose usmehy z; u ;. IlomTo cy oBe npomMen/bUBe WJICHTUYHO JUCTPH-
oyupane To he ce jJecuTr ca Ha3HAYEHOM BepoBaTHONOM. M

IMTocaenumia 5 Heka je 1 < | < m < n. ¥V cayuajy ypasromestcenoz
PAHOOMUBUPAHO2 CMAOAG NPEMPA2E 0YEKUBAIA 30 3GJEOHUNKO2 NPEMKG 0AMG
cy caedehum popmynrama:

Cidm = Wi/ Wi, 1f 1 <0<
Cisl,m = wi/wl:m Zf l <i1<m

Cislom = wi/wl:i Zf m<i<n

Hoxka3z. /loka3 je anaJioran IpeTxo/JIHOM caMO Oa3supaH Ha JIEMH O 3aje]I-
HUYKOM IPETKY. M

Teopema 6 Hexa je 1 < [,m < n u nexa je [ < m. YV ypasnomeostcerom
PAHOOMUSUPAHOM CMAOAY NPempaze ca N 480po6a U YKkynHom mestcurom W
sasice caedeha ouexusara:

(1) Ex[D(x)] = Yi<icnwi/wiy < 1+ 2 In(W/wy)
(1) Ex[S(x))] = S1<i<pwi/wix
(I[[) EiL’[P(%[, l’m)] =1 -+ Engl(wi/wi:l — wl/wlm)
+2l§z’<m(wi/wl:i + wi/wz’:m - 2wi/wl:m)
+ 3 <ci<n (Wi [ Wins — W5 /W)
< 14 2% In(wpm /wi) + 2 % In(Wpn /wh,)
(IV) Ex[SL(x;)] = Y1<ici(w;/wig—1 — wi/wiy) < 1+ In(1 + (w/w—1))
Ex[SR(1)] = Yicicn(Wi/ w1 — wi/wr) < 14 In(1 + (wi/wig1))
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Joka3. Tauyam uzpasu caefe u3 nocaeanna 4 u .
Hagesiene ropme rpanuie cy mociaeanne cjieiehe jBe HejeJHAKOCTH Koje ce
MOTY JIAKO MPOBEPUTH U3pATyHABAIH-EM MOBpIIHHE ucnof kpuse f(z) = 1/z:

a/A<InA-In(A—-a)3a0<a<A(l)

a/A—a/B<(nA—In(A—a))—(InB-—In(B—a)),0<a< A< B(2)
3a 70Ka3 OpBe CTaBKe W3 TeopeMe KOPHCTHMO Hejeanakoct (1) ma u3sememo:

21§i<lwi/wi:l < E1§z‘<l(111 Wiy — Inw;qy) =

=Inwy; — Inw, = In(wy,/w;) < In(W/w)

I aHAJIOTHO 33 Yjci<pWi/w; < In(wp,/w;) < In(W/w), momajyhu y (1)
IPOU3UJIA3H 3a ¢ = | HaBejeHe IPaHUIA.
Couano, 3a crasky (IV) kopuctu ce uspas 2:

21§z’<l(wi/wi:l—1 - wi/wi:l) <

<14+ Yicicimi((Inwiy—y — wir1a-1) — (Inwiy — wig14)) =
=1+ (Inwyy—1 —wi—ig—1) — (INwyy —wi—iy) <
<l+hw_yy—Inw_13-1 =

=1+ hl(l + wl/wl,l)

Ba gokas craske (III) kopuctu ce Hejennakoct (2), u orpaHudaBa ce mpBa
cyma ca In(wp,,/w;), u tpeha ca In(wp,,/w,). Cpexma cyma moxke 6Gurn
noJjieJbeHa Ha Tpu jJena. Tpehu geo jeanax je -2. KopwurnrhemeMm HejegHaKo-
cru (1), mpBu geo je orpammden ca 1 + In(wp,,/w;), a apyru geo ca 1 +
In(wy.pm /wyy,). 3ajeHo 0BO Jdaje HABeIeHY IpAHUIY. M



IloriaaBs/pe 5

Anajnmsa onepariuja
pPaHIOMU3UPAHOI CTAdJIA

Y oBoMm ojiesbKy Oulie pasmarpaHe pasHe oOllepallije HeypPaHOTEXKEeHOI U
YPaBHOTEXKEHOT PaHJOMHU3UPAHOT cTabJia 1 U3BeleHa OUeKnBamba e(PUKACHO-
cTH Jloka3yjyhu rpanune u3 Teopema 2 u 3.

5.1 Ilperpara

Verenno rpazxeme 3a uBop x y Tpuny 1’ nouuie y Kopeny 1’ u kopucrehm
K/byd YBOpa T NpaTH Cce TyTarma oJf KopeHa 1’ o 4uBopa x. JacHo je ja
je moTpebHO BpeMe TaKBOI' TParKeiba MPOIMOPIUOHATHO JIYKUHH [Ty TAIGe HIIN
IpyruM pednMma Gpojy mpegaka usopa x. llpema Tome ouekHBaHO Bpeme
Tpaxkema 110 T IPOIOPIUOHAIHO je OYeKMBAHOM OpOjy HIHEroBUX IIpe/laka,
koju je O(logn) y meypasrorexkenom caydajy u O(1 + log(W/w(z))) no
Teopemama 5 u 6. Heycmenno Tpakeme 3a KJ/byd 3aBpiiaBa ce usMmehy
KJby4eBa y3acTOMHUX uBopoBa x~ u 1 3a oyekuano Bpeme O(logn) y He-
ypasuorexkenoM crabiy, ognocuo O(log(W/min{(w(z~),w(xz™))})) 3a ypa-
BHOTEXKEH CJIy4aj, MOCTe KOjer ce TaKBO TParKeme MOpa MPEeKHHYTH OUI0 ¥
x” mm y x7(cayvajeBu Kaja He HOCTOJU JeJHO O &~ Wiau 7 ce UrHOpHILY ).

5.2 YmMerame U Opucamme

Ygop ce ymehe y Tpuil Tako 1mro ce npBo ybanu y ojrosapajyhy nosunujy y
JIHCTY KOja je JobujeHa (HeyCHerHIM) TpazKeheM 10 K/bydy dBopa. OHya ce
YBOD Meme y CTabIy CBe JIOK OTall HeMa MalbW MPHOPHUTET O Wera. JacHo je
Jla Opoj OBUX pOTallMja MOyKe OMTH HAjBUIIE Kao JyKHUHA IyTambe yIpaBO
npehene mperpare. TakBo BpeMe yMeTama TPOMOPIMOHATHO je BpeMeHy
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HOTPeGHOM 3a HEeYCIIeIHO Tpazkee Koje je y mpoceky jeaaako O(logn) oueku-
BAHO y cJIy4ajy HeypasHorexkenor crabia, 1j. O(log(W/min{w(z™),w(z™)}))
Y YPaBHOTE:KEHOM cTab/y, rae ¢y 2~ W o IPeTXomHuK U CJAeJI0CHHK IBOPa
xr y pe3yaryjyhem cradiy.

Omepanuja 6pucama 3aXTeBa UCTO BPEME Ka0 YMeTame, jep jeé y CYIITHHA TO
nHBep3aH mporec. [IpBo ce somupa XKebeHN YBOP y cTadIy y3 HOMOh Kibyda.
3aTuM ce cmymTa y cTabay 0K He Oyle y JUCTY, HAKOH Yera ce OJcela.
[Ipr poranuju HaHWXKe, OJIYKA O JIEBOM HJIH JECHOM POTHPAIbY 3aBUCH O]
[PUOPUTETA AKTYeJHe jere, OHO Ca BeNMM HPUOPHUTETOM C€ MOpPa IMOIeTH
rope.

Omo 1ITO je joIlr 3aHUMJBEBO je JIa ce POTAIUje jaB/hajy U TOKOM ayKypUparba.
Kako je Gpucame HHBEp3aH IOCTYIIAK YMeTalby, JOBO/bHO je aHAJIU3UPATH
Opoj poraiyja nmpu Opucamy.

Heka je x uBop koju Tpeba odpucaru u3 Tpuina 1'. Mako He MoxKe jia ce Kaxe
koje he poranuje 6uTH TpUMeREeHe MPHJINKOM CIIyIITamba(1eBe Wil JecHe),
Moxke ce pehu konmko he wx O6utu. Hbuxor Opoj je cyma HAyKuHe ecHe
KIIMe JIeBOT mojicTabjia x W JieBe KWaMe JlecHor mojactadaa z. llocaennna
YUIEHUIE je /a JieBa PoTalyja 3a & uMa edekaT cMambuBamba JeBe KHuMe
JIECHOT 110/1cTabJia 3 je/laH, u JecHa poralnuja uMa edexar cMambiBaba J1eCHe
KuaMe JieBor nojcrabsia 3a jegan. [Ipema Tome 3uHamMo u3 Teopema b u 6 jga
je oueKHuBaHu OPOj POTAlMja MO azKypHUPAIbY MAalbW 0J1 2 Y HEYPABHOTEXKEHOM
crabuy, a Mawu o1 2 4+ In(1 + w(z)/w(x™)) + In(1 + w(z) /w(z™)) = O(1 +
log(1 + w(x)/w(z™) + w(z)/w(x™))) 3a ypaBHOTEKEHO CTAGIO.

5.3 VYwmetame u Opucame ca pydkaMma

VKOJIMKO MOCTOjU pydKa(OKa3uBad) Ha YBOP KOjU ce OpHIle W3 TPHIA,
VKJIalba ce moTpeba 3a TpaykemeM HUCTOr. JeJanHO ¢y moTpebHe poralmje 3a
CIIYLITAE y JIMCT U OJICENAIbE JIUCTA, 33 KOje je OUeKMBAHO BPEMe U3BPIla-
Bamba O(1) y HeypaBHOTE:)ReHOM cTabu1y, onHocHo O(1+log(1+w(x)/w(x™)+
w(x)/w(z™))) y ypaBHOTEKEHOM.

CJIM9HO aKO 3HAMO MO3WIIM]Y JIHCTa e ce yMmelie HOBE 9BOp X, OHJA TIOCJIE
yMeTalba HOBOT JIMCTa MOTPEOHO je W3BPIIMTH POTAlldje 3a MOMepame YBOpa
HA rOpe, Yrje OYEeKMBAHO BPEME HU3BPIIABAGA j€ YIIPABO CIOMEHYTO. AKO je
JIOCTYTIAH CAMO MMOKA3UBAY HA T~ M T Ce HEe MOZKEe YMETHYTH Kao JJUCT Y T~ JIOK
HE TOCTOjN JeCHO moAcTab/I0, OHJA HACTaje JOJATHH TPOIMAK 33 JIOIHPAHe
xt. Y oBoM caryuajy T ce HaJa3u Ha JHY JieBe CTpaHe JeCHOr mojacrabia -
U FHEeroBo MpOHAJaXKekhe KOIITa KOJHUKO W Tpesazkeme Jjese crpane. OBa
omeparja odeknBano komra O(1) y meypasHoTe:keHom crabuy, u O(1 +
log(14w(z™)/w(z™))) y ypaBHOTEKEHOM, IITO KAO PE3YJITAT Jaje OUeKUBAHO
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speme O(1) u O(1 + log(1 + w(x) /w(z™) + w(z)/w(z™) + w(z™)/w(z™))) ¥
oJIrOBapajyiuM ciydajeBuMa.

3a pa3auky oj 0OOMYHOT yMeTama, YMeTalhe ca pydKaMa 3axTeBa Ja MOKa-
3UBaY Ha, OIa OyJIe JOCTYIaH, KAKO OU MOIJIE J[a ce U3BPIIe POTAIje HABUIIIE.
Canuno m 3a Opucame ca pydkama, MOKa3nBad Ha omna je HeomxomaH. On
TpeHyTKa KaJja ce 4BOp KOju ce OpHIle CIyIITa HAHUZKe, MOpa Ja 3HA CBOT
ora y, Kako Ou ce ofpehuBame MOKa3uBada CHHA Y MOIJIO PECETOBATH.

5.4 Ilperpara ca moka3mBadeM

Y 0BOj mpeTpasu MpeTHoCcTaBKa je Ja MOCTOjU PYyYKa WJIM MOKA3WBa4d Ha
YBOp = y cTabuay, u Kopuctehu oBy muHbOpMaNnjy KeJquMo Ja mpoHahemo
YBOp ¥ ca JaruM K/bydeM k. be3 onmrer rybuTka HpermnocraB/baMo J1a
jex = xymy = x, Tako ga je | < m. Hajupuponuuju nauwn ma ce
U3BPIIN TaKBa MpeTpara je /a ce MpaTd jeJWHCTBEHA MyTama O T; 0 Ty,
y ctabmy. OdyeknBaHa MTy:KHHA OBaKBe MyTame JIaTa je y TeopeMama b 1 6 3a
HEYPAaBHOTEXKEHA U YPaBHOTEXKeHa paHJIOMU3UpaHa ctabaa nperpare. Kako
rojl, CTBapu Hucy Oamn jeHocTaBHe JOK He Oy/le jacHO Jjia Iperpara MOxkKe
npehu myTamy on x; 0 T, Y BPEMEHY HPOIOPIMOHAIHO HHEHO] Iy KUHHU.
Taksa mperpara 6u mojpasymMeBaJia TeHEPAIHO, MEHabe HABUIIE Y CTA0IY
ca MOYeTKOM U3 ) /10 HAJHWKeT 3aje/IHNYKOT MpeJKa U Ol Xy U Ly, U 3aTHM
CIYIITAake JI0 T,,. AJN KaKO 3HATH Ja je TpeTpara CTUria 1o u?

Ako je mpeTpara TOKOM yCIIOHA Ka KOPEHOM YBOPY JIOCTHUIJIA UBOP 2 UHjH
je K/byd Behu oJ1 K/byda 110 KOMe ce IperpaxKyje, OHJjla je nperpara OTHIILIA
npeganexko. 22Kemeno u je 6uyio mwiam nocaefmu 4BOp Ha npeheHoMm myTy
KOj7 je MOCTUTHYT MPeKO HeroBOT JIEBOT CHHA, aKO TaKaB YBOP MOCTOJU, WA
ctapTHu 4BOp 2. OBaj BHUIIaK myTa u3Mehy uw m z MoxKe OMTH MHOTO JTyKHU
HEero myT u3Mehy x U y, U mpestaykeme OBOT MyTa MOXKe OUTH JTOMUHAHTHO Y
BpeMeHy M3BpIllaBatba IpeTpare ca MOKa3uBaueM.

[TocToju HEKOJIMKO HAYMHA, J1a Ce Peln MpodJieM ca BUIIKOM I1yTa. JeJHo je
Jla ce TBPJIM JIa je OYEKUBAHO JIa je TaKaB MyT KOHcTaHTHe jayzxune. Mehyrum
HCIIOCTABH Ce JIa je OBO TAYHO CaMo 3a HeypaBHOTEXKeH ciay4daj. JIpyre merose
OJIPa3yMeBajy dyBarbe H0JaTHUX HH(OpMaIHja y cTaby Koje J103BOJbaBajy
MPEYUILy 3a BUINAK MyTarkhe WIH YKIamkajy MoTpedy 3a mpesia3ak TaKBUX.

Caja he 6uTn yKpaTKo objalnmena MeTo1a J10/IaBaiba JOIIYHCKOT ITOKa3u-
Bada. /Jledbunuire ce jieBu poauresb 4BOPaA U Ha IIYTAHH O U JI0 KOPEHOT
9BOpa, Kao NPBHU YBOP YHjU je KJ/byd MamH O/ KJbyda YBOpa v, W JECHU
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pojHTe/hb Kao MPBU YBOP HA IyTarbu ca KJbydeM BehHM o1 K/byda 4BOpa v.
Jpyradmje pedeHO YBOp je JIECHU POJAUTEh CBUX YBOPOBA HA JIECHO] CTPaHU
IETOBOT JIEBOT TOJCTab/1a, W JeBH POIUTE/b je POAUTE/b CBUX UBOPOBA HA
JIEBO] CTpAaHU HerOBOT JECHOT MoacTada. 3a CBAKH YBOP Ce MOpeJ MOKA3H-
Bavya Ha JBa CHHA, 4YyBajy M IMOKa3MBa4dMW Ha JIEBOI W JIECHOT POJMTEJhA,
OJIHOCHO nil aKO TaKaB 4YBOP He IOCTOju. TOKOM poTaluja, Wad J10aBarba
WK OJCelamba JIMCTOBA, IeHA OJIpKaBalba, OBUX MOKA3MBa4a je KOHCTAHTHA.
Tako /a 0oBO HeMa 3Ha4Ya] Ha TOPACT BPeMeHa arKypuparba.

[Iperpara ca mokasuBadeM Kpehe m3 x TpaxkehuW MOKa3WBad Ha JECHOT
poauTe/ba WIN JOK ce He Hanhe Ha mokaswBad Ha nil winm Ha cjaeaehm IBop
ca K/bydyem Behum ox k. Y TpeHyTKy Kaja uperpara nponabe najmamer
3ajeIHUIKOT TIPEJKA U Of T W Y, U Kopucrehu Kjpyd k, mperpara mpoHAIa3U
IyT OJ w JI0 y Iparehu mokasupBade Ha CHHOBE Ha yoOW4ajeH HaumH. Tpeba
HMaTH Ha YMY J1a je Opoj Be3a Koje je IpeTpara mpelnia HajBuiie 3a 1 Beha
O]l Iy:KHWHEe MyTambe u3Mehy x 1 y 1 Ja MOoyKe OUTH MHOT'O Mambu 300T IMpednia
KOje TIpyzKajy MOKa3WBa4Iu HA JECHOT POJIUTE/hA.

Ca cBakuM 4BOPOM u y cTabjly 4yBajy ce U JOIMYHCKU KJbydeBu min(u)
u max(u), HajMamu 1 Hajeehu K/byd uBopa mojcrabia gsopa u. Ca oBuM
nudopManjaMma MoxKe e 3HATH Yy KOHCTAHTHOM BPEMEHY J1a JIi YBOD MOZKe
ouTn y 1mojcTabsy YBOpa u: ILEroB KJ/byd MOpa OUTH Y paclnony usmehy
min(u) 1 mazx(u). 3ajeHAYKA MPEIaK OI T; U T, je OHIA MPBH UBOP 2
Ha MyTamu o x; 10 uBopa ca min(z) < k < max(z).

llena onpxkaBama wuubopMmaruja min(u) u max(u) TOKOM poTanuja je
kouncranTHa. Mehyrum, Kaja ce j01a JUCT HPUJINKOM YMETarha WA O/ICeYe
NPUIKKOM Opucarma oBe nHdopMalyje je morpebno axKypuparu Ha MOYeTKY
myTa Ka 9BOPY. 300r MPEIU3HOCTH Pa3sMOTPUMO CJIydaj OpHcama JUCTA T.
YpopoBu 3a Koje ce min uadopMaliija Membha Cy TaYHO OHH YBOPOBHU Ha JIEBO]
CTPaHHU JecHOT IMojcTab/a mpeaka usopa r. MHdbopmamuja max tpeba 6uTH
npujarohena 3a ¢Be 4BOPOBE HA JIECHO] CTPAHU JIEBOT 110/1CTA0/1a CJie10eHIKA
x. OuekuBaHe MyKHHE OBHX CTpaHa MOACTAaldIa jJaTe Cy y TeopemMama b
n 6. Omne Mopajy OuTh mogaTe Ha OYEKHBAHO BpeMe arkKypupama Koje je
ACHUMIITOTCKH HPEJIEBAHTHO 3a CJy4aj HeYyPaBHOTEXKEHOI' cTabJia, aJii MOXKe
na Oyre moMUHAHTAH (baKTOp V €Ay4ajy YPaBHOTEKEHOI cTabJIa.

Konauno ga 6u oBaj aprymeHT 610 NpUMEILUB Ha YBOPOBE Ca HajMAILUM H
HajsehuM K/bydeBuMa y cradry, moTpebHO je oJpzKaBaTH TPHUII ca JBa UYBOPA
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KOja Cce HUKaJ He YKJAbajy, jeJlaH ca KbydeM —oo W JIpyru ca oo (0ba ca
CJIYYajHUM MPUOPUTETHMA).

Ocnamame HA KpPpaTK BHUIIIAK IIyTaibe

Cana he 6uTn ped o MeTOMYy KOjU TIPeJa3y Je0 MyTame KOjU je BUIIAK U
ocJIamba ce Ha YMIH-EHUILY J1a je MpeMa OYeKWBamuMa Taj Je0 KpaTak, 6ap 3a
HeypaBHOTE:KeHO cTab10. [IpeaHocT oBe MeTode je MITO je TOTPeOHO UyBaTH
€aMo 110 jeJIaH MOKa3uBad pojuTe/ba o YBopy. Mehyrum norpebno je uysaru
JOIII jefiaH JIoJaTHU OUT 110 YBOPY.

Hexka je u majMmamu 3ajeTHUYKHN IIpeaK usMmehy x = x; u y = x,, 1 HeKa
je JleCHU pOAuTesh OJT U YBOP 2 KPajihi YBOP HA JIe/Iy yTame KOjI je BHTITAK.
Buwar weoposu cy 1BopoBH Koju ce HaJsaze udMmehy v n 2. Heka je u = x, 3a
Heko v rjie je | <v < mu z = x; 33 HeKo j rje je m < j < n U CBAKH 6UWAK
w6op Mopa outn Heko x; rae je 1 < ¢ < [. OuyexkuBanu OPOj OBAKBUX YBOPOBA
POy je ce Ha OCHOBY yBejeHe rmpoMen/bube X;, 3a cBako 7, 1 <i <[ 0—1
KOja O3Ha4YaBa Jia JIU je T; GUWAK 480p WJIN He U cabuparbeM OUYCeKHBAIbA.
Ezx[X;] je BepoBaTHOhA 12 je T; 6uwakr 460p KOjU Ce TPEJICTaBba Kao CyMa
BepopaTHONa pasaBojeHux jgorahaja [;j Tako 11 je x; uwak 4eop, a z je T;.
3a L;j xoju ce gecu, x; MOpa OMTU JEeCHU POJAMTEb T; U U, WIH Jpyraduje
pedeHo x; M u Ha JeCHOj CTpaHu JeBor noactabaa ;. OBo ce JenraBa KaJa Ha
paszjabunn usMely ¢ u j usop x; uMma Hajsehu npuopurer, a x; uma ciaegehn
najsehu npuopurer u ako u uma HajBehu npuopurer usmehy [ u j — 1. Ilo
JeUHUANIEU U TOCIEIBH YCI0B ce MoxKe IpedopMyIncaTH Tako Ja Hajpehn
IpuopuTeT y omcery [ u j — 1 36uje Ha omcer oa [ 1o m. Ilo npernocraBnu
Jda Cy CBU IIPUOPUTETHU HE3aBUCHU U UWACHTUYIHO pacCIlioje/beHn CJiean:

PriBy) = = 51 "

1 OYeKMBaHU OpOj suwak 46opoea je

Yi<iciBr[X;] = Yi<iciBm<j<n PrEij] = 21gi<12m<jgnj_ﬁ : ]%1 : m]%l}q
[IperxomHa aHa/M3a OTHOCH ce Ha MOCTOjambe Z, Tj. HajMAIbW 3ajeTHHIKN
upejak u MOpa UMaTH jecHor pojaure/ba. OBO He Mopa Ja Oyje ciydaj: u
MOZKe JIeYKaTh Ha JIeCHO] CTPaHu CTabja. Y OBOM CJAydYajy HAWBHA MpeTpara
ca Toka3mBadeMm he HACTABUTH Ja WJe HABHUINE TOpPea U J0K He gohe 110
yBopa. /[la ce oBo cmpeun moTpeOHO je Jla ce 3a CBAaKW YBOD 4YyBa J0/IaTHA
nHMOPMAIHja a JIX je Ha JecHO] uin JeBoj cTpanu. Ca oBoM HHMOPMAIHjOM
uperpara MOXKe Jia IIPECTaHe JIa Ce [EHhe YUM Ce OTKPHje JlecHa crpaHa crabJia
u Ha Taj HauwH Omhe npehen myT camo uzmehy = u y.
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5.5 Dbpza nperpara ca noka3mbBadem

[IpernocraBka je Jia MOCTOjU MOKA3UBAY HA YBOP T U jJeJaH HA 2 U NOTPeOHO
je 6p3o nponahm uBop y ca kKmydem k. Hopwmasna crBap je craproBaTtu
MpeTpary u u3 9BOpa T ¥ U3 z W MPATUTH WX TapaJjeHo J0K NpBa He npoHabe
y. Ako cy X u Z ayKuHe O T U Z JI0 Y, OMHOCHO IIPeMa IIPETXOIHOM OJe/bKY
BpeMe MOTpeOHO 3a TaKBY HapaJiesiHy IpeTpary Ouao OM IpONOpIHOHATIHO
min{X, Z} u ouekusano speme 6u 6uio nponopuuonanno Exmin{X, Z}] <

OBo ce MOXKe UCKOPUCTHUTH Ha cjaejehn Haumn: yBeK oJprKaBaTh HOKA3WBa-
qe HAa T'min u Tmax, Hajmamn n Hajpehn KbydeBn uBopoBa y crabiay. Ako
nperpara Tpeba ja KpeHe U3 YBOpa T = I; 3 HEKH 4YBOD Y = &, U KJbyd
yBopa ¥y je Behn o1 K/byda x, Tpeba mapaJie;iHO HOKPeHyTH Op3y mperpary u
u3 uBopa T'max = x,,. O4eKHBaHO BpeMe OBe IIpeTpare je IpOoIOpPIHOHATHO
MHHUMYMY OYeKHBaHEe JIy2KUHE IyTame o/ x u T'maz 10 y, 1ITO je 10 TeopeMu
5 O(min{log(m — [+ 1),log(n —m+1))}.

5.6 Ilomena u cmajame

JBa tpuna 171 n T, ca k/pbydeBuma y 1) mMamuM oJi KjbydeBa y 1o Mory
ouTH criojeHa KpenpameM HOBOT ctabsa T’ ca KopeHoM r 4uju je jeBu cuu 1)
a necau 1, u 3aTuMm OpucameMm r u3 1.

Crabsio T' ce kpenpa 3a KOHCTAHTHO BpeMe. Bpucame ¥Bopa r, Kao 1mTo cMo
pamHuje pa3MaTpasid 3aXTeBa BpeMe MPOIMOPIHOHAIHO 30UPY IyKUHE JIeCHe
crpane crabsa 1) u jay:KuHe JeBe crpane 1, Tj. 306upy aybuna najpeher
kbyua y Tim najmamer y 1. Tlpema Teopemu 5 oBo ouexkuBambe je O(logm +
logn) = O(logmax{(m,n)}), ako cy 71 u Ty HeypaBHOTEKEHA PAHIOMU3HPA-
Ha ctabJa mperpare ca m U N YBOPOBA. 3a YPABHOTEXKEHO PAHIOMU3UPAHO
crabiio oBa oueknBana rpanuia je O(1+log % +log %), IpU 9eMy
je ca W; o3HadeHa yKymHa TeknuHa 1;.

[lonena tpuna 1" wa Tpun 17 Koju UMa CBe KJbydeBe Maibe O/ k U Ha TPHII
T, ca kpydeBuMa BehuM o1 k je y cyIITHHA OOPHYT IPOIIEC CIIajarby 2 TPUIA:
YBOp X Ca KJbydeM k u OeCKOHAYHUM IPUOPUTETOM C€ yMeTHE y ¢TabJi0; 3001
0eCKOHAYHOT MPUOPUTETA OH TOCTaje YBOP; HEroBO JIEBO U JIECHO MOACTAHI0
he 6utn T} u T5. 3a oBO ymeTame IPBO ce MOKpehe mperpara m3 KopeHa KaKko
Ou ce oJIpeIuIa IMO3UIK]a JIUCTA 38 KJbYd k Y KOM he ce 10JaTh YBOp T U OHJIA
ce HIM30M pOTaIlldja OH Mele Ha MO3UNHjy KopeHa. OBJe je ITyKUHA MyTarbe
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nperpare jejJiHaka Opojy M3BeJICEHHX pOTalldja IITO je yCTBapu 30UpP LyKUHA
JIecHe crpane 17 U jayzKuHe Jese crpane Tp. Bpeme morpebHo 3a U3BpIIeHe
OBe omepalije TPOIOPIHOHATIHO je 30UpYy OBUX IY:KHHA, CTOTA jeé 0UeKHBAHO
BpeMe OBe olepaliije ucTo Kao u Bpeme crajama 17 u Th.

5.7 bpza nogeina

Jla 6u ce yOp3aJia onucaHna mporeypa, IoTpedHO je CMAIbUTH BpeMe IpeTpa-
re 3a oJropapajyhy mo3uimjy Kao 1 CMambHTH OPOj poTallfja Koje cjejae HAKOH
nperpare. lIpeTmocTaBka je J1a je BeaW4dnHa KOHA4YHOT 1) Mamna. Y3 OBY
[MPETIOCTABKY MMa CMUC/IA YPAIUTH peTpary ca HOKa3uBadeM 3a IPOHAIazKe-
e oarosapajyhe noszunuje qucrta y 1, xKoja kpehe u3 T'min, aBopom ca
HajMamuM KbydeMm y 1. Heka je z Hajmamu 3ajeHUYKU npejgax 1'min u
JILCTA JIOJATOr 3a 4BOp x. EBHIEHTHO je j1a ce z HaJa3W Ha nmyTamu uzMelhy
Tmin u x u ga z Mopa OUTHU Ha JieBoj crpann y 1. Ilpu memarby uBopa x
y cTabJjiy, onepaiuja Op3e 1nojeje ce MOXKe 3ayCTaBUTU YMM Z IIOCTaHE JIEBU
cuH yBopa x. TpeHyTHO JieBO mojicTads0 4BOpa  he cajprKaTu TayHO CBe
1BOpOBe u3 ' ca K/by4YeBUMa MAbUM O] K/by4a k M0 KOMe ce Jejie JBa TPUIa
u dopmupa ce xkeberau T7. Cradso Th moduja ce jeJHOCTABHOM 3aMEHOM
moacTab/ia ca KOpeHOM T Ca EbeTOBHM JIECHM HMOACTAOJIOM.

Bpeme norpedbHO 3a cBe OBO je NPOMOPIMOHAJNHO JYKUHU TyTarme Ly
opurunajiaom cradsy 1" uzmehy T'min u jqucra gomaror 3a r. Y HEypaBHO-
TexkeHOM cTabiry odekuBaHa BpegHocT L je mo teopemu 5 O(logm) rue je m
6poj uBOpoBa Koju cy ce nonesau y 17. OBo u HEje Oam A00po y caydajy jaa
T mpeacrasma Behu gaeo om 1. YV ToMm ciaydajy Ou 6miIo 60766 CUMETPUTHO
nokpenyTu 6p3y uperpary u3 T'max, usopom y 1’ ca Hajehum npuopureToM
n oapenuTn myTamwy ox I'maxr mo x. OdekmBaHa ayKuHe R Te myrame, a
camuM TuM u 1ese oneparuje nogene je O(logn) rae je n Beanunna crabiaa
T,. HapaBHO /1a ce He MOXKe 3HATHU YHampes ja Jju je mamwe 1) nian T,. OBaj
mpo0JIeM ce perraBa TaKo IITO Ce MapaJieTHO U3BPIIaBajy Mperpare u IpaTu
ce ’UXOBA IEHA JIOK Ce jeJHa O/l X He 3aBpinu ycruentno. OdeKnBaHO Bpeme
3a 080 je O(min{(L, R)}). llpema Ex[min{(L, R)}] < min{(Ex[L], Ex|R))}
VKYIIHO O9€KHBAHO BpeMe omeparuje 6p3e nomese je O(min{(logm,logn)}) =
O(logmin{(m,n)}).

3a ypaBHOTEKEH CJ1y4aj JOBOJHHO je Ha OCHOBY TeopeMe 6 HOCMaTpaTH Ia
je ouexuBano L O(l—f—log(w(TVlV;m) + w(T‘fQM) )) rae je Tymax aBop ca najsehum
k/bydeMm y T, mro je 3amnpaBo z~ 1), upejgak r-a 'y 1T'. Mebhyrum, oBo Huje

CaCBUM TAaYHO CBe JIOK HOBW JIUCT T HHje HYKHO CHH YBOpa T , aJl MOKE
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OuTH U CHH 4BOpa T KOJU je HACAENHHUK 4BOpa T. Y TOM CIydajy myTarba
P Ja ] 2\ p ydaly 1y
y T om x~ mo xt koja Tpeba Ourm momarHo npeliena HAKOH IPOHAIAZKEIHA,
— w(xf) .
x~ Moe 6utn mpuanaHo ayra, 3ampaso O(1+ log(1 + w(ﬁ)). OBaj Tporak
ca JIOJATHOM MyTamoOM ce MOzKe m30ehnm ako ce KOpuCTH BHUIE TPOCTOPa 3a

qyBaibe MOKa3uBava Ha MPETXOIHUKA U CJIeI0eHUKA 3a CBAKU YBOP y CTAbIIY.

5.8 bp3o cnajame

Y 6p30oM crajamby paHJIoMA3ZAPAHO cTabJIo MOKYIAaBa J[a HHBEPTY]je Oleparim-
jy 6p3e mogeme. Ilounmwe y Timax n Thmin, u npena3u gecHy crpany RS
crabsa 17 u jeBy crpany LS crabaa T, npu crajamy, cBe JOK He nponale
uBop x v RS uuju je npuoputer Behn o1 npuopurTera Kopena 1o, CAMETPHIHO
BayKM M 3a Apyry crpany (10K ce He uponabe usop y y LS umju upuopurer
je Behu ox kopena T7). Y mpeom caydajy noxacrabmo T, crabraa T mema
ce cnojenuM crabauma 1, n Ty nobujenor momohy HOPMAaJHOT AJTOPUTMA
cnajama, a Kopere pesyaryjylier crabia je xoper crabaa T (cuMeTpUYHO
BayKH W 3a JIPYIH CIydaj rhe Koper Th mocrtaje kKopeH pesyiartara). Osa
omepalfja je y cTBapu WHBEP3HA ONepaluju Op3e mojaesne, ¢ TUM Ja je jeuHa
pa3jimKa Ja OBJe HHje MOTPeOHO KOPUCTHUTH MPeTpary €a MOKa3WBAdUMA.
3aro je Bpeme morpebHO 3a cmajambe 17 U Th TOpHE OrpaHuYeHO BPEMEHOM
op3e mojeste crabaa 1 wa 17 u Th.

5.9 Oacenama

Heka cy = m y jaBa uBopa tpuna 71’ ca n 4BOpOBa, W MPETIOCTaBKA je Ja
IIOCTOjU TMOKa3WBa4d Ha Oap jegaH o mux. Tpeda u3 Tpuna 1’ U31BOJUTH
tpun T’ Koju caJpKu cBe 4BopoBe d uuju cy Kbyuesn uamehy (veibyayjyhin
1) K/byueBa uBOpOBa T u Y, ocraspajylin cse ocrane usopose y T. IIpso
Tpeba MoKa3asu Ja je 0BO U3BOIJBHBO Y BpeMeHy mponoprpoHaanom Pz, y),
JyKuHKM myTatbe on & 10 y u SL(x) u SR(y), AyXKuHe myTama JeCHe CTpaHe
JIEBOT T0JIcTa0JIa X, U JIeBe cTpaHe jiecHor nojcrabsia y. [lo Teopemu 5 jpoduja

ce O(logd).

[Tomohy mpeTpare ca mokasmBadeM IIPBO Ce OJIPE/IN MIyTaba Koja IIoBe3yje
W Y U ca THM U IbUXOB HAJMAU 3ajeTHUIKY npenak u y spemeny O(P(x,y)).
Hexka je T, noxcradao ca kopenom u. JoBosbHO je nokasasu kako ogcehn T’
u3 T,,. Heka je LL uu3 4BopoBa Ha NyTamu OJ T J0 U Ca K/by4YEeBUMA MAbUM
OJT K/bydJa I U HeKa je A HU3 mpeocTanx YBOPOBA HA MyTamhU HE YKJBYUIyjyhn
u. Cumerpudno ce jaedunuiie RR, B 3a nyrtamy o1 y 10 u. Cajga KeJbeHH
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rpun 1’ wMa KOpeH u, JIeBO MOACTabI0 ce Aobuja HU3ameM YBOpOBa u3 A
3ajeJIHO ca JeCHUM MOoJICTabIuMa; JIECHO TOJACTab/I0 ce J00Hhja Kao JeBO caMo
ca uBoposuma u3 B. Jacuo je ma ce T" moxe dopmuparu 3a O(P(x,y)).

Ocrtanu nmesoBu oa T, MOTY ce BpaTUTH y Tpull Ha ciaegehu Hauumn: dop-
Mupa ce Tpuin L jiojaBameM 3ajejHo 4BopoBa y LL ca HUXOBUM JIeBUM
moICTa0INMAa, T0JaBAHEM JIEBOT HMOJACTAa0a T Ha JHO jaecHe crpane. Cume-
Tpuano ce ¢opmupa u tpun R. Ocrarak T, ce KOHCTPYHIIE 10/1aBAHEM
wianoBa LL y ctabno L RRy R. JacHo je 1a ce L m R MOTYy KOHCTpYUCATH
3a O(P(x,y)). Y OPeTXOIHOM JIeTy TeKCTa TOKA3AHO je /13 je BpeMe OIepAITi]je
crajama MPOTOPIMOHAIHO CYMU JTy:KWHA JecHe cTpane L m jeBe cTpane K.
Ay oBa cyma je majsuie P(z,y) + SL(x) + SR(y).

Ncenamwe T' w3 T takohe Moxke OMTH U3BEJEHO y OYEKMBAHOM BPEMEHY
O(log(n — d)) kopucrehu crenehe merome: nogesa rpuna 7' Ha Tpunose L u
T”, rne L cajpxkm cBe YBOPOBE YUjU Cy KJby4YeBU Behu o) K/byda YBOpa
x; momeau ce Tpun 17 Ha xkebeHn 1’ m R, rae R cajip:Ku cBe 4BOPOBE
ca KJpyueBHMa BehWM OJ] KJbydeBa UBOpa y; Ha Kpajy ce cmajajy L m R
Kako 6u dopmupasin ocrarak rputia. Kopunihemwem meroja Op3e 1ojeje u
cnajamba(0bnaaH aJropuTaMm) 0BO Ce MOKe U3BDIIUTH Yy OYeKHBAHOM BPEMEHY

on O(log(n — d)).

HapasHro, d ce He MOXKe 3HATH yHAmpezn. 3000 TOra Ce MOCTABIbA MHTAE
KOjy MeToay kopuctuTu. OBO ce MOYKe PeNuTH Ha cjegehn HauuH: TpaTh ce
napaJieJIJHO U3BpIIaBaibe Op3e mperpare o1 x 10 Yy, u o 1T'min 10 x npaheno
op3oM mperparom oia Tmax 10 y. MeTox Koju ce npBuU H3BpIIH he OUTH
KopuiitheH.
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Ilori1iaB/pe 6

IIporpamcka peajm3aiuja

Y 0BOM MOTIaB/bY ONMKCAHA je TPOTPAMCKa peaan3aliija OnHapHe CTPYKTY e
TPHII y TPOTPAMCKOM je3uKy C++. Y APyTroM eIy OBOT MOTJIaB/ba MPUKA3AHH
Cy pe3y/ITaTu eKCclepuMeHaTa.

6.1 IIporpamcka peajm3alimja TPUIIA

[IporpamMcka peajmsanyja Tpula U eKCIEPUMEHTH HUMILIEMEHTUPAHU CY Y
nporpaMckoM jesuky C++ u 'y DevC++ okpyxkemy. lMmmremenTnpana je
CTPYKTYpa Koja Ipe/ICTaB/ba jeJJaH YBOp U (PYHKIIHje: JIecHa U JIeBa POTAIIH]a,
dyHKIIMja 38 Kpeuparme HOBOT YBOPA, YMETAmE YBOPA, TPAXKEme IBOpPa ca
3a/IaTUM KJ/bydeM, OpUcame YBOpa, UCINC CTPYKTYpe, (DyHKIHja 338 reHepuca-
e caydajHor Opoja, pyHKHja 33 Kpeupame TPHUIa O AATOT TeKCTYaJJHOT

dajia.

CTpykTypa Koja TpeacTaB/ba jeJaH 9UBOD CAJADPKH KJbYd, MPHOPUTET W
MOKa3uBave Ha JIeBO 1 jecHo mojcTabio. PyHKuja 3a jieBy poranujy (pyHK-
[Mja 3a JIECHY POTAljy AHAJOIHA je JIeBOj POTAIMjW) NpUMAa Kao YJIa3HU
napaMeTap OKa3uBad Ha KOPeH cTabJ/a OIHOCHO mojcTablia u JaTa je ciieje-
huMm KomOM:

template <typename T>

treap<T>* LeftRotation(treap<T>* aK2){
treap<<T>* lk1 = aK2->rChild;
aK2->rChild = lk1->1Child;
lk1->1Child = aK2;
return 1k1;

35
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DyHKIHja 32 Kpenpambe HOBOT YBOpa MPHUMa BPETHOCT 33 KJbYY Kao yJIa3HU
nmapameTap, JOK ce Kao HPHOPUTET y3uMa Kao cjaydajuu O0poj. PyHKIuja 3a
yMeTame YBOpa Kao yaa3He mapaMerpe IpHMa BPETHOCT Kbyda ak ey Ha
OCHOBY KOTQ Kpenpa HOBHW YBOD W YHOCH y CTPYKTYPY UHjU je KOPEH yJa3HU
napamerap aRoot. @yHkiuja 3a npoHaaazKeme YBOPa Kao yJIa3He napamerpe
IpuMa KOPeH CTPYKTYpe y K0joj ce TpayKh IBOP W BPeJTHOCT KJbyda KOJH Ce
nperpaxyje. Koa Gpucama uBopa Kao yJa3HU NapamMeTpu Ipociaehyjy ce
KODEH CTPYKType U3 Koje ce OpHIlle YBOD U BPEJTHOCT KJbyda YBOPA KOJU Ce
Opuiie.

Dyukuuja timeMesurments Koja 3a yHeTH Opoj YBOpOBa(KOjU je HEKH
CTeleH JBOjKe) padyHa HACyMHYHe BPEJIHOCTH KJbydeBa TPUIA M YHOCH HX
y uu3. Hakon yHoca BpeaHOCTH KJ/byda Y HHU3, YHOCH HCTE€ BPEIHOCTU Y
TPHII ¥ TaKO OeJIe’KW BpeMe MoveTKa ollepalije yMeTama. HakoH 3aBpireTka
oreparyje yMeTama eleMeHaTa padyHa ce YKYITHO BpeMe MOTpebHO 3a yMeTa-
e enemenara. 3 tako dopMupaHor crabja MOYHibe OpUcambe eIeMeHaTa
I TO CBHUX eJIeMeHaTa Koju cy nperxomHo owiau yueru. Hus arrayO fKeys
ce KOPUCTH Ka0 HU3 CBHX YBOPOBA KOJU CYy MPETXOMHO YHETH y TPpHUI Ta
caMUM THUM U CBHX ejieMeHaTa Koju he Outu obpucanu. Benexku ce modyerax
orepanmje Opucamba Kao U Kpaj Kako OM ce M3padyHaJo YKYIHO BpeMe Koje
je moTpedbHO 1a ce oBa onepanuja u3Bpinu. OYHKIHU]A je 1aTa MCeyI0 KOJTOM:

void timeMesurments(){
insertNumberOfNodes();
allocateMemoryForKeys();
generateRandomValues();
getCurrentTime();
insertValuesInTreap();
calculateTime();
getCurrent Time();
deleteFromTreap();
calculateTime();

Oyukiuja insertFromFile xpeupa Tpun 3a jgatu Tekcryaann ¢ajia. I3
TeKCTyaJ HOT (bajJia ce n3Bjade U CKYI/bajy pedn u Opoje ce lmuxXoBa M0jaB/bu-
Bama. Peun u3 (ajna cy npejcras/bere Kao K/by4eBH Y TPHILY, JOK ydecTa-
JIOCT TI0jaB/bUBAIba jeJIHE PEUM MPEJCTaB/ba HeH HPUOPUTET y CTPYKTYPH.
Hajupe ce ox ¢ajiia kpeupa mana kKoja ce cacToju oJi 1apoBa pedu u O6poja
IEHOT TI0jaB/bU-Baba, a 3aTHM Ce O Male Kpeupa Tpull. HakoH Tora ce cBe
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pedn u3 TpHIla NMPeTPaxKyjy U PerucTpyje ce BpeMe yTPOIIeHO Ha OMepalu]y
nperpare. OyHknuja je jgara ciegehum mnceyno Komom:

void insertFromFile(){
openFile();
createMapFromFile();
createTreapFromMap();
getCurrentTime();
searchValuesInTreap();
calculateTime();
closeFile();

6.2 Pe3yaraTtu eKcriepuMeHaTa

Y HacTaBKy TEKCTa HABEJECHU Cy Pe3y/ITaTH eKCIepUMeHATa Ca TPUIIOM.
Pesynratu cy upejcras/benu Tabesapuo u rpadpudku. [IpBu ekcrepumenT
ce cacToju M3 cepuje Mepera BpeMeHa 3a olepalinije yMeTama u Opucama y
TPHUI " KaJia ce Kopuctu crtangapaan ckyn u3 CTJI. IIpso je ypahena cepuja
Mepema BpeMeHa 3a yMeTame YBOpoBa y Tpuil. Bpoj uBoposa Koju ce ymehe
je crereH JiBojKe, 11a cy OejiekeHa BpeMeHa 3a yMeTarbe 11 YBOPOBa Ijie je n
2% k = 15,16, ...19. HakoH Tora HcTO je HOHOBJ/bEHO U 3a bpucame. Jlobujena
BpeMeHa y MHJIUCEKYHaMa jara cy y Tabenan 6.1:

| Bpoj usoposa | Yumerame | Ymerame(CTJ) | Bpucame | Bpucame(CTJI) |

21 40 23 19 32
216 107 132 47 95
217 134 023 203 313
218 439 2191 288 1207
219 1051 26342 985 75610

Tabena 6.1: Bpemena uzBpilraBaiba olneparyja yMeTama U Opucamba y TPUIl
U CTAHJAAPIHOI CKYIIA.

Ha ciaukama 6.1 u 6.2 nat je rpadudku IpUKa3 pe3yiTara eKCIepuMeHaTa.
Pagu 6o/be mperyieTHOCTH y3eTe cy JIoTapuTaMCKe BPEeIHOCTH 3a J00ujeHe
pe3yaTaTe Mepema.
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Ha coumnu 6.1 mpukasane cy omepcalyje yMeTama Y TPUIl U yMeTamba Kajia
ce kopuctu cragnapaan ckyn 3 CTJI. Ha rpaduky ce Buam Ja je y cBaKoj
TauYKd Mepermha BpeMe TOTPeOHO 3a Omepalnjy yMeTama y TPUI Mambe Hero
KaJa ce kopuctu craggapaau ckyn u3 CTJI.

Ha comumu 6.2 npukazane cy onepcaligje Oprucarmba U3 TpuIla u Oprucama Kajia
ce xopuctu ctangapanu ckyn uz CTJI. Kao u kox onepaluje ymerama u KO
onepainuje Opucama y CBaKoj TauKu Mepera BpeMe MMOTPeOHO 3a oleparu]y
Opucama U3 TPUIa je Mamke Hero Kajaa ce kopuctu crangapaan ckym u3 CTUJL.

16
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Ciouka 6.1 'padunru npurasd peaysmama Mepera ONnePauuje yMemarsa i
mpun u kada ce xopucmu cmandaponu ckyn CTJI

Y ApYyroM eKcrnepuMeHTY IMOJIa3H Ce O/l BeJUKOT TeKCTyaanor ¢gajua. [Ipso
Tpeba opMHUpaTH PEYHUK OJI TEKCTYAJHOr pajiia MpeKo Tpula U CKyIa.
[Iponamnase ce ce peun y dajay u 6poje ce HUXOBA MOjaB/bUBAKA. Y CAYUIAJY
TpHUIa OPOj MOjaB/bUBAHA PEUN IPEJCTAB/ba IIPUOPHUTET, a caMa ped je Kbyd
ypopa. CKyII je mMILIEMEHTHDPAH IPeKo multiset-a. Y caMOM eKCIIePUMEHTY
MepH ce Bpeme MOTPeOHO 3a MPOHAJIAYKEeHe CBUX PEeYH Y TPHIY, U BpeMe
moTPeOHO 3a MPOHAJIAYKehe CBUX Pedn y ckymy. ¥ Tadenn 6.3 npeacraBbeHn
cy J00ujeHn pe3yJITaTH U3ParKeH! y MIJIUCeKyHIaMa. Mepema cy u3BplieHa
y 5 cepuja. ¥ €BakKOj cepuju KOpHUIIheHa je pa3jIuduTa JIyKuHA dajia, rie
cy ayxune dajuaa 28 k = 15,16,...19. Ha cuaunu 6.3 rpaduuxu je npukasan
JIOOMjeHn Pe3y/ITaT eKCIePu-MeHTA.
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Chnuka 6.2 I'paduuru npukas pesyrmama meperva onepayuje 6puUcaroa us3
mpuna u kada ce kopucmu cmandaponu ckyn CTJI

‘ Jyxuna cajna ‘ Tpun ‘ Ckyn ‘

21 11 16
216 13 19
217 24 33
218 27 40
219 20 42

Tabena 6.3: Bpemena uzBpinaBaiba olepaliyje nmperpare peun y peaHuKy
noMoliy Tpuma u cKyia.
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Crauka 6.3 I'paduuru npuxas peayimama mepera onepayuje npempaze
peny Y peurHuKy



IloriaaBpe 7

3aKJbydak

YV oBOoM pajy onucaHa je OMHApPHA CTPYKTYypa ToaTaka TPHUIT U ollepalinje
3a paJi ca TpuioM. Tpun je edpukacHa CTPYKTypa Koja UyBa KJ/bydeBe H
npuopurete. [logpkane onepaluje cy: TpaxKeme eJIeMeHTa €a 3aIaTHM KJby-
4eM, yMeTalbe HOBOI, Opucarbe 3a/JaTor, 10/e/1a Ha JIBa Malba U Clajambe y
jenan Tpum. [aBHa nmpuMeHa TPHUIIA je PaHJAOMH3HPAHO CTAaDJIO MpeTpare.
Kako 6u ce ybp3aJjie ornepaliije paHIoMu3npaHor crabJia mperpare KOpUcTe
ce MOKa3M-Bayu WK pydKe Ha IBOP.

NmmieMeHTHpaHa je CTPYKTypa TpHUIA ca omeparyjaMa obOjallibeHUuM Y
paay u ypalheH ekcIiepuMEHT Meperba BpeMeHa HOTPeOHOr 3a yMeTalbe H
Opucame YBopoBa y Tpull. Ha Bpeme Tpajarma onepaligja yTude Win TO3UIIH]a
Ha KO0jOj ce HaJla3u YBOD KOju ce Opuille Wjiu IMO3MIUja Ha KOjoj YBOp Tpeda
Jia Oy/e mocse yMerama.

Tpun ce moxke KOpUCTUTH y Pady Ca JAHUHAMHYKAM HH30BHMa. (OBakan
TPHUIl KOjU Ce Ha3WBa MUMILIUIMTHHU TPUI MOJpP:KaBa orepaliije: yOaluBambe
eJleMeHTa Ha OWJIO KOjy HO3HIHjy, Opucaibe ejieMeHTa ca OUIJIO Koje Mo3uIluje,
oJIeJIy HH3a Ha JIBa Malba, Cllajaibe JIBa Hu3a y jegan Behu. laeja oBaksor
TPHUIIA je J1a ce Kao KJbY4 YyBa MHIEKC eJeMeHTa, a He HeroBa BPeTHOCT.
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