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1 VYBog

Jomr oko 300 romgmua m.H.e. Eykaun (Euclid) je mokazao na mma GeCKOHAYHO MPOCTHX
opojeBa. O pacnojesn npoctux 6pojeBa mMelhy npupoiuM OpojeBUMa FOBOPH T3B. TeOpeMa
o mpocTuM OpojeBuMa jgokazana y 19. Beky. Ha ocHOBY Teopeme o mpocTum OpojeBHMA
BepoBaTHOha Ja je caydajno nzabpanu 1eo 6poj y oucery (1, n] npoct je upubinzkao jennaka
1/1n(n) 3a 10BOBHO BEIHKO N.

Muoru o1 1aBHUHA TO3HATH HEPEITeHn TPOOIeME Be3aHN 33 MPOCTe OPOjeBe MOCTAKIIN Cy
pa3Boj Teopuje OpojeBa. Heku o tux npobiema cy Hup. Lomgbaxosa (Goldbach) xumoresa
(cBaku mapan 6poj Befim oj1 2 ce MOKe HAIMCATH KAo CyMa JiBa mpocta 6poja) u XHIoTesa
o mpocTuM GpojeBuma OGansaHanmuMa (MMa GECKOHAYHO MHOTO IapoBa MpocTuX GpojBa dmja
je paznmka 2). Oj KpynmjagHor 3uHadaja y Teopuju GpojeBa W MATEMATHIIM DEHEPATHO je
OCHOBHA, TeOpeMa apuTMeTHKe, Tj. TBpheme j1a ce CBaKu IPUPOIaH OPOj MOKe Ha je IMHCTBEH
Ha4YUH TPEACTaBUTU KaO ITPOU3BOJI CBOjI/IX MpOCTUX YUHUJIAIIA.

Jlyro BpeMeHa MHCJIHIO Ce Ja IPOCTU OpOojeBH MMAjy HU3Yy3€THO OTPAHUYEHY IIPUMEHY
BaH 4YHCTe MareMmaruke. 1o ce mpoMeHHJI0 cegamieceTux rojauna 20. Beka Kaja cy
CMUII/bEHU KOHIENTH KpUnTorpaduje ca jaBHEM KbydeM. Texkak mpobdsaem grakTopusaimje
Be/IMKUX OPOjeBa Ha MPOCTE YUHUOIE JOBEO je 10 NPOHAIAKEehAa METO/Ia 32 MH(poBame e
npocTu OpojeBH 3ay3mMMajy 3HadajHo MecTo. KpunrocucreMu ca jaBHUM KJbydeM 3aCHUBAjyY
ce Ha ynorpebu JBa K/byda, jeJHUM 3a mmdpoBarme U ApyruM 3a genrudpoBarmbe (3601
Tora €y W JOOHJIM HA3WB ACHMETPUIHH). ACHMETPUUYHM AJTOPUTMHU CBOjJY TAjHOCT He
3aCHUBAjy Ha HeEMO3HaBamby aJropurma, Beh Ha ymorpebu jemHocmepHumx dysakimja. To
cy dyuknuje 3a koje je ebeKTUBHO M3padyHaBambe BPEJHOCTH UHBEP3HE (DYHKIUjEe TerKak
MATEMATHIKN TPOOJIEM, TEIIKO PeInB PAdyHAPCKUM PECYPCUMa Yy pPeajHOM BpeMeHy. Y
BehuHN acuMeTpUYHHX aJrOpUTaMa 3a TeHepHcaibe KJ/bydeBa e KOPHCTEe BEJUKH HPOCTH
OpojeBU ca CTOTHHY W BHUIe jAenuMaJHuX Iudapa. 3aTo je y kKpuntorpaduju ca jaBHUM
K/bydeM U3Y3eTHO BazKHO UMATH METOJI 3a FeHepUcarbe BEJUKOT IIPocTor Opoja.

[TocToje paszme MeToe 3a TPOBEPY J1a JTU je JaTH 1eo 6poj mpocT. OCHOBHE METOJ, CACTOjU
ce y Jiesberby Jaror 6poja n Moryhum mnpoctum (akTopuma Koju cy Behu o jegan, a Marmbu
WK jeJIHaKU KBAJIPATHOM KOPEHY OJI N M KO HUje/IaH OJ] OBUX KOJTUYHUKA HHje 1eo Opoj, OHIa
je maru 6poj n upoct. Mako jegHocraBaH, 0Baj METO je BPJIO HENPAKTUYAH 3a TECTHPAIbE
BEJIMKUX OpojeBa 3aro 1mTo 6poj moryhux ¢rakropa jako 6p30 pacte ca mopactoMm n. Bpoj
npocTux pakTopa ce MoxKe NMPOIEHHTH Ha OCHOBY TeopeMe O TPOCTUM OpojeBuMa: OpOj
npocrux GpojeBa Mambux oj /1 je npubmuxkuo v/n/In(y/n). Ha npumep 3a n = 102 onraj
6poj je oko 450 MuIMOHA, IITO je MPeBullle 3a MHOIe PAKTUYHE ITPUMeEHE.

Mogepuu TecToBU ce jese y JiBe Tpyle: JIeTePMUHUCTHYKU M TPOOAOUJIMCTUYKH.
JleTepMUHUCTUYIKE 3aCUTYPHO TBPJIE, JIOK MPOOAOHIHUCTHYKH, KOJU CY YeCTO 3HATHO OpKH,
He JI0Ka3yjy MOTHYHO Ja je JaTu Opoj mpocT. 300r Tora ce 4YecTO IMPBO TPUMEHY]Y



npobabIINCTHYIKE Ipe JeTePMUHHCTHIKUX MeTola. Kajga je ped o JeTepMUHHCTHIKAM
METO/IaMa, MHOTH MaTeMaTHIapu Cy MpOydaBaIl TECTOBE 33 MPOBEPY BEJUKHUX OpojeBa, aan
¢ orpaHHYermeM Ha OpojeBe oipeheHOr oO/MKa. AJITOPUTMH KOjH Pajie Ca IMPOU3BOJHbHUM
OpojeBuMa 1 Jajbe 3a0CTajy M0 ePUKACHOCTH.

Tema oBor pajga cy mpoctu 6pojen obamka h - 2" — 1. Cuemmjanno 3a h = 1, mpoctn
bpojeBu obnuka 2" — 1 HasuBajy ce MepceHoBU mpocTH OpojeBU. 3a 0Baj PaJl MHCIUPAIIN]ja
je X. Pucesos (H. Riesel) pax Lucasian criteria for the primality of h - 2" — 1 [6]. Y oBom
pajiy cy onucanud HajepMKaCHUJU AJrOPUTAMU 3a LpOBepy Ja Jjiu je jaru 6poj npoct. To
cy Jlykac-JTemepor rect 3a Mepcenose Gpojese [5], kao u remepanamszaruja [6] oBor recra
3a Opojere obamka h - 2" — 1. Tlaxkma je mocBehena mocedbHO TeopujckoMm ey JIykac-
JlemepoBor tecta 3a MepcenoBe mpocte 6pojeBe, Kao U TeopeMaMa Ha KOjUMa ce 3aCHHBA
reHepaJIim3aliija OBOI TecTa 3a Ipocte Opojese obsmka h - 2" — 1. Kaga cy y nutamy 6pojeBu
h-2"™—1, 3a h nenapuo u h < 2", kpurepujymu ja je N = h-2" — 1 upocr 6poj cy ciaemgeher
tuna [6]: 3a omrosapajyhe wug, 6poj N je mpoct ako m camo ako u,_o = 0 (mod N), rae
je usiy = u? — 2. Jlakje, npobiem oapehubama Kpurepujyma 3a gary KoMGuuaujy h u n
cacToju ce y HmpoHaazKemwy ojaroBapajyher ug. llocToju jeaHocraBan pe3yaTaT Be3aH 3a g
KaJla cy y MUTamy CBe HellapHe BpeTHOCTH h, ocuM ako 3 Jeaw h. Y pajy je MOKa3aHO HA
KOjU HAYUH Ce Uy MOoxkKe oapeauT 3a h = 3A. Ha ocHOBY ToTa je UMILTIEeMEHTHPAH TeCT, Yhju
jée ommc mar y OBOM paJjly, KOjH IIpOoBepaBa Ja Jiu je O0poj obsmka 3A - 2™ — 1 mpocr.

Y noraasmwy Heonxodhu nojmosu u mephera yBoae ce neduHUIA]e U TeopeMe Ha KOjuMa,
ce Gasmpajy mokasum u3 ciaenehwmx mormasba. 3a Jaba M3garama y pajay moTpebHO je
pasyMeBarbe OCHOBHUX IIOJMOBa, M TEOPHje O KBaJIpaTHUM Io/buMa. HapeHo norsiaBibe yBoau
nojam MepcenoBux npoctux OpojeBa Kao moceOHOr obJIHKa IpocTtux OpojeBa. Ilpukaszan je
ucropujar MepcenoBux npocrux Opojesa, 0TOM HUX0Ba Be3a €a caBplieHuM OpojeBuMa, Kao
1 TPEHYTHO HajOO/bM aJITOPHTAM 33 IHpoHAJarkemhe oBux Opojesa, JIykac-JlemepoB Tect. Y
4. moryaB/by OnucaHa je renepaJsusaiuja JIlykac-Jlemepoor Tecrta 3a mpocrte 6pojeBe 00IMKA
h-2™—1 3ajeaHo ca TeopeMaMa Ha KojuMma ce 3acuuba. [loriasmwe Umnaemenmaruja, demanu
NPoOPAMaG U PE3YAMAMU CAIPXKI OIMHC UMILIEMeHTalldje TecTa 3a O6pojeBe obymka h - 2™ — 1
u pesyatare 3a h = 3A, A < 45 u n < 1500. 3a cBe Apyre HemapHe BPeIHOCTH h cIydaj je
JeTHOCTAaBHU]U.



2 Heonxogam nmojMoBHu n TBphema

Y oBoM moTJIaB/bY HaBoJE ce JiehUHUIIAje U TeopeMe BaykKHe 3a pa3yMeBaimhe TeopemMa u
IbUXOBUX J0Ka3a u3 caejehux moriasba. Ha modeTky moriasiba je j1eo U3 Teopuje dpojena
Koju ce omuocu Ha nedbunuiujy Jlarpanxkosor (Lagrange) u Jakobujesor (Jacobi) cumboa,
Ojusiepos (Euler) kpurepujym n KBajpaTau 3ak0oH penuuporurera. [loTtom cirege ocHoBe u3
Teopuje 0 KBaJApaTHUM MO/pUMa Ha KojuMa ce baszupajy Oyayhu pokasu y paay. /ledpunucano
je KBaJpaTHO TOJbe, IeJu OpOjeBH y KBAJApPaTHOM TMOJbY, jeawHuie u QyHIaMEeHTATHE
jeqmHUIE, Te/hUBOCT U (paKTOPHU3aIuja y KBaJIpaTHOM mosby. HaBeneHe cy m JBe Teopeme
KOje Baxke Yy KBaJpaTHUM TO/bUMA 3HAYAjHE 33 JTa/ba JIOKA3UBAhA.

Teopema 2.1. (mana ®Pepmaona (Fermat) teopema) [9] Heka je p mpoct 6poj, a
npupojan 6poj u p fa. Tana Baxu:

a*' =1 (mod p).

Hedunnnuja 2.1. (kBagparau ocratak) Heka je m npupogan 6poj Behu o 1. YKoguKo
jennaduna 22 = a (mod m) uma pemnrema, onja ce 6poj a Ha3UBA KGAOPAMHUM OCTMATNKOM
no ModyAy m, TOK ¥ CYIIPOTHOM KayKeMO J1a je a Keadpammy Heocmamar no modyiy m.

Hedunnnuja 2.2. (Jlexxangpos cumbou) Heka je p npoct 6poj Behn ox 2 u a nieo 6poj.
Jlesrcandpos cumbon (Legendre symbol) ce nedunuiie va cienehu waqun:

a 1, aKo je a KBaJIpaTHU OCTATaK 1O MOIYIY P
(—) =< —1, aKo je a KBaJpaTHU HEOCTATaK 10 MOIYIY P .
0, aKo pla

Hedbunnnuja 2.3. (Jakobuje cumbos) Heka je m Henapan 1meo 6poj 4uju je KAHOHCKH
k
o6k m = [] pi* u a neo 6poj Taxkap ysajamuo npoct ca m. Onma je Jawobujes cumbon ()

i=1
neduHICAH Ca,

rae je (;-) Jlexanapos cumbouL.

Teopema 2.2. (OjneposB kpurepujym) Heka je p Hemapan mpoct 6poj, u a 1€0 6poj
y3ajaMHO npocT ca p. Taja BaxKu jeIHAKOCT:



#2(3) i

Hoxka3z. Ilpema manoj PepmMaoBoj TeopeMu, ¢ 063UPOM Ja CY a M P y3ajaMHO IPOCTH,
BasKI:

a~' =1 (mod p)
Tj.
a?!' —1 =0 (mod p).
[IpeTxomHO MOXKe ce HAUCATH Y OOJIHUKY:
@'z —1)(a"= +1)=0 (mod p). (1)

Kako je p nmpoct, ako je mpou3BoJ, ABa Opoja 1o MOIYIY p KOHIPYEHTAH C€a HYJIOM II0 MOIYJIY
p, oHJa 6ap jeman o Tux GpojeBa Mopa OuTH HyJsa o Moayay p. 3uadu, y (1) 6ap jeman of
daxTopa (ap%1 —1), (a% + 1) Mopa 6uTH KOHIDYEHTAH HY/IH 10 MOJYJIY P.

Heka je a KBagpaTHH ocTaTak IO MOAYIAy p, Tj. a = z? (mod p) 3a Hekm 1eo GpO]

0 <z <p-—1. Ilpumernom masie PepmaoBe Teopeme 100HUja ce
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1—1=0 (mod p),

OJIHOCHO

a2 =1 (mod p).

Jakie, ako a jecre KBaJpaTHu ocTaTak 110 Mojay.ay p, (1) je 3ajoBo/beHa, a Tume u Taj Jeo
JIOKA3a 3aBPIITEH.

Hexka cajga a Huje kBajapaTHu ocTtaTak 1mo Moayay p. Ha ocHoBy masie @epmaoBe Teopeme,

a"7 = (" V)2 = (1)2 = ¢ (mod p)
riie je ¢ neo 6poj Takas ja je ¢ = 1 (mod p). Tpema Tome, jiBa Kanjuara 3a ¢ cy +1. g He
. -1 .
Mozke GuTi +1, jep je Tama a'z =1 (mod p), OAHOCHO @ je KBAJPATHH OCTATAK 110 MOJLYILY
. . p—1

p, mTo je cymporHo npernoctasmi. Jdaxae ¢ = —1 (mod p) 1j. a"z = —1 (mod p) u Time
je JToKa3 3aBpITeH.

Jlema 2.1. (Tayc (Gauss)) Heka je p memapan npoct 6poj u (a,p) = 1. Heka je p 6poj
ocraTaka y ckyuy ak, 1 <k < ’%1, 4uja je BpeaHOCT Behia o p%l. Tana je

5)-c

Hoxka3z. Heka je la = +my; (mod p), tme je 1 < my < ’%1. Kako je k £1 # 0 (mod p),
3a 1l < k<< p%l, tojem; #= my 3acee 1 <k << ;%1' Haxe, {1,2,...,7’7_1} =
{my,ma, ... 7m;72;1}, 11a MHOZKeWeM KOoHrpyeHiuja la = £+m,; (mod p) pobujamo

5



(1%1) ot = (;%1>! -(=1)* (mod p).

Tepheme seme caga ciaeau u3 OjaepoBOr KPUTEPHUjyMa.

Teopema 2.3. (KBagpaTHI 3aKOH PEOUIIPOIUTETAa) AKO Cy P U ¢ PA3JUIUTH HEIADHH

npocTu OPOjeBH, Ta a BaKU
p q p—1.g-1
- -] = 0—1) 2 T2
() ()

Hoka3z. Ha ocnopy Taycose neme Baxknm (—) = (—1)%, rae je v 6poj meaux Gpojesa x
TaKBUX JIa je 1 <zr<E ;1 uqr =py+rraeje —5 <r <0, ny ueo 6poj. Taxohe Bazku 1a

je 1 <y < %=, jep je y HeHeraTHBaH U

p—1
py—xq—r<—q+ <

1

OJIAKJIE CJeIH Y < % OJTHOCHO § < qT.

Cununo, (§> = (=1)*, rue je p 6poj uesux Gpojesa y TakBux ja je 1 <

IN
s
L

aa je py = qv + s rae je —3 < s < 0 u x je meo 6poj. Caza je monoso 1 < x

(5) (&) = o

SaKbeqyje ce ma je u + p 6poj ypebennx maposa mneaux OpojeBa (z,y) TakBHX Ja je
I<z<Zli<y<du-L<gr—py<y

[TocmaTpajy ce cnegehﬂ CKyIOBHU ypeheHux maposa Iejmx Opojesa:
S={(z,y)l<z<BL1<y< Ll
S1={(z,y) € Slgz —py < 5§
So={(z,y) € S| = § <qr—py <3}
St =A{(z,y) € 513 < gz —py}-
pt1 q+1

[Ipeciukasame O : S — S, nedunncano ca O(r,y) = (v',y), raecy 2’ = B=—x, y = L=~y
je Gujexunja, ©? je ugenrurer, O(S;) = S, O(S]) = S, O(Sy) = So.
Haxie, |S| = |S1] 4+ |So| + |S1] = [So| (mod 2) u cnean

3ato je



Y HacTaBKY ce HaBOJ/le OCHOBHH MOJMOBU U HEOIXOJHE TeopeMe U3 Teopuje 0 KBaJIpaTHUM
MOJHUMA.

3a neo 6poj D 6e3 kpagparaux dakropan D # 0,1, ckyn K = Q(v/D) = {z+yVD : x,y €
Q} uunum xeadpammno nome crenena 2 Hag Q. Axko je D > 0, onzma je To peanro k6adpammo
nome, y cynporaom umazunapro. Cimano, Z(vD) = {z + yvVD : x,y € Z} u upejcrasba
norperen noma Q(v/D).

[TocMarpajMo Gpojese z o6uKa z = 1+ sv/D, Te ¢y r, § pamuoHaanu 6pojesu, a D 11eo 6poj
6e3 kBaJpaTHOr (hbaKTOpPA.

Hedunnnuja 2.4. (meo 6poj y KBAZpaTHOM IIOJbY) 3a Opoj 2 ce Kaxke ja je ueo 0poj
y KBaJIPATHOM IIOJBY @(\/E) aKO 3aJI10BO/hbaBa KBAIPATHY jeIHAUNHY OOJIMKA

Z2+pz+q=0

rJie Cy p U ¢ PAMOHATIHE e OpOjeBH.
Kako je z pemieme kBajparTHe jegHaunne

(2 —7)?=Ds*1j. 2> —2rz+1r*— Ds?

oHJIa Jia Ou z O6mo 11e0 Opoj y Q(\/E), HEONXOJaH M JOBOBbAH YCIOB je na —2r u 12 — Ds?
Oyay parmonasnu meiu 6pojesu. Heka je r = a/2 3a panmonannu meo 6poj a, tama je 2r
yBeK pallMoHaJIHU 11eo 6poj, a r? — Ds? je pamuonaann 1meo 6poj y JBa caydaja:

1. a je napan (1j. r je panuoHaJgHu 1eo 6poj) U s je panuoHaJHU 110 6POj
nJjn

2. a je menapan (y Tom caydajy a?/4 = 1/4 (mod 1)) u Ds?> = 1/4 (mod 1). pyro
BaXKU ako u caMo ako § = 1/2 (mod 1) u D =1 (mod 4).

OBa nBa caydaja ce MOry mpedOpMYITUCATH:

esn 6pojesu y Q(v/D) cy 6pojesn 06uka z = r + sp, re je

VD, ako je D =23 (mod 4)
p=94 —-1++D

5 , axoje D=1 (mod 4)

Jedununuja 2.5. (KOHjyraTu y KBaApaTHOM moJby) Bpojesnm z = r + sv/D u T =
r — sv/D masusajy ce xonjyeamu y Q(v/D).

Hedunnnuja 2.6. (Hopma 6poja y kBagpaTHoM nossy) Panuonanuu 6poj 27 = N(z) =
N7T Hazupa ce Hopma Opoja x.

Jedunnnuja 2.7. (jeamnuma y KsaaparHoM mosby) Axo je z meo 6poj y Q(v/D) u
N(z) = £1, onma ce x nasusa jedunuyom y Q(v/D).

Y peajiHOM KBaJIPATHOM IOJbY IOCTOjH CIEIUjajaHa jeJUHHUIA €, 3BaHa PyHdamenmarta
jedunuya, Taksa na cy cse jequnune y Q(+v/' D) obyxsahene ca +€" 3an € Z. Oyunamenraina
jesmnuia ce Moxke uzpadynaru pemasambem [ejnore (Pell) jesnaunne T2 — DU? = +4, rjie ce



3HaK y3uMa Tako Ja perreme (1, U) Oyzne ca najmamuMm mMoryhinm mosutusuum 7. 3a TakBO
vuanmaino (1, U), € je mato ca e = 5(T'+ Uv/D).

Hedbunnnuja 2.8. (npuapykenu GpojeBu y KBaApaTHOM IOJbY) 3a meie GpojeBe «
u By Q(vD) ce xaxe aa cy npudpyscent ako je muxos Kommaauk jeauunna y Q(v/D).

Hedbunnnuja 2.9. (mempuBocT y KBaApaTHOM HoJby) Ako je a = (v, rue ¢y a, [ u
v nenn 6pojesu y Q(v/D), omaa ce xaxe ga je a desuco ca [ (1 ca ). Osmaxa: S|a

(8 memun «).
Jedunnnuja 2.10. (npoct 6poj y kBagparHOM 0By ) AKo ce neo 6poj o y Q(v/D) me

MOXKe NPEJICTABUTH Kao o = (7, e cy [ 1 7y Heau y Q(\/ﬁ) OCHM aKO jeJlaH OJ IbUX HHje
jenunnna y Q(v/D), onya ce 3a a kazxe ga je npocm y Q(v/D). Y cynporsoM, a je caoscen
v QD).

Craku 1e0 6poj a y Q(v/D) ce MOxke MPeICTaBATH KAO MPOM3BOA MPOCTHX (HAKTOPA
u3 Q(\/ﬁ) 3a pas3nuky oj akTopusalyje KOJ paldoHAJHHX NeJux OpojeBa, OBa
dakTopH3zaIuja je jeIMHCTBEHA caMO Y HEKHUM CJIY4ajeBUMA.

Hedbunnnuja 2.11. (majsehu 3ajesHuuku genumnan y KkBaaparHom mosey) Heka cy
a, 8 u 7y nenu 6pojeu y Q(v D). Ako je o 3ajemuudku gesuian [ U Y U CBAKH 3a)¢THTIKH
Jenwial Uy JeIu «, OHJIA ce v Ha3uBa, Hajeehu 3ajednuyru deaunay, [ 1 vy U O3HAYABA CE

(B,7)-

Hajsehu 3ajemanuku jenial HUje je ITMHCTBEH ¢ 003UPOM J1a je CBaKM NPHIAPYKEeHH OPOj
HajBeheM 3aje THUYKOM JIeJTMOILy TaKohe HajBehm 3aje IHUUYKN JIe/IUIall.

Teopema 2.4. (®epmaosa Teopema y K(v/D)) Axko je a meo 6poj y K (v D), D uuje
JiesbUB KBAIPATOM HeKor 6poja, p Hemapam mpoct 6poj, i ako je (o, p) = 1y K(v/D), onma
je

D
aP™' =1 (mod p), ako je (—) =1,
p
D
o™ = aa (mod p), ako je (—) = —1.
p

D
Osre je (—) Jlexxauapos cum0b0.1.
p

Teopema 2.5. (kopen m3 —1) Ako nocroju npupojan 6poj K, Takas ja je
o = —1 (mod p),
OHJIA TOCTOjU HajMarhu MPUPOIAH Opoj k, Takas ja je
o = —1 (mod p),
npu demy je K /k menapan mnemu 6poj. Jdame, e = 2k je HajMamu OIpupogan Opoj TaKas ja je

a® = +1 (mod p).



3 MepcenoBu npoctu 6pojeBu

IToctapsba ce nuTame 3a Koje 1eme 6pojese a je a™ — 1, n > 2 npoct 6poj. Pacrapmpamem
a"—1=(a—1)(a" ' +a"?+...+a+1)

BUH ce Ja a— 1|a™ — 1, mrro 3uaqu 1a je a” — 1 caoken ocuM ako je a—1 = 1, omHOCHO a = 2.
Jlakne, 10BO/bHO je mpoydaBaTu OpojeBe obauka 2" — 1. Takobe, T0BO/bHO je HCIUTHUBATH
caMo CJIydaj Kajia je n npocT 0poj. Y CyNmpOTHOM, aKo je n CJa0xKeH, Hup. n = mk, oHja je

o ] =2mk 1= (2m)k — 1 = (2™ — 1)((2")F1 4 (2m)k-2 4 4 om 4 1),

onnocuo 2" — 1 uma ¢akrop 2™ — 1. 2" — 1 moxe O6utH mpoct axo je 2 — 1 = 1, Tj.
m = 1. To 3naum, ako je n cjoxkeH, onja je u 2" — 1 ciaoxen 6poj. [Ipema Tome, 10BOBHO
je mpoydasaTu Opojese obsuka 2P — 1, rae je p mpoct 6poj. Bpoj M, := 2P — 1 ne Mopa 0uTH
npoct (21 — 1 = 2047 = 23 - 89), a ako jecre upoct, onja ce Hazusa MepceHoB HpocT 6pOj.

Vorrre, Mepcenosu 6pojeBu cy nesn 6pojesu obuka 2°—1, s > 2, a Mepcenosu 6pojeBu
KOjU Cy TpOCTH, 30By ce MepceHoBu mpoctu OpOjeBm.

Osu 6pojeBu mobuau cy ume mo dbpaniyckom Maremarndapy Mapuuy Mepceny (bp.
Marin Mersenne, 1588-1648). MepceH je npoyduasao npocte GpojeBe nokymasajyhu ga ualje
u3pa3 Koju Ou ux cBe 00jeMHuO. Y TOME HUje YCIIEO, aJIH je IheroB Pa/i oJACTaKao MHOIE Jia
HACTaBe OHO IITO je OH 3AI0Ye0.

3.1 UNcropuja u nperJies 10 ca/la OTKpUBEHNX MepCceHOBUX MPOCTUX
OopojeBa

Kana je y nuramy HajpaHuja UCTOpHja, IYTO ce cMaTpaIo ga cy OpojeBu obauka 2" — 1
npocru 3a cse npocre n [4]. X. Peruyc (H. Regius)! je 1536. roauune nokaszao ja je 21 —1
crnoxken. o 1603. TI. Karamuu (P. Cataldi)? je ycramosumo ga cy 2'7 — 1 u 219 — 1 oba
MIpOCTHU, a MOTOM TBpAuWoO u ma cy 2" — 1 3a n = 23,29,31 u 37 npoctu. Pepma je 1640.
nmokazao na je Karammu morpemmo y Be3m ca OpojeBuma 23, 37, a onga je Ojrep 1738.
mokazao ja je Karamam morpemmuo u y Besu ca Opojem 29. Hemrro kacuuje Ojiiep mokasyje
Ja je Karaaaujesa tBp/ma 3a 0poj 31 Tauna.

Mapun Mepcen je naseo y cBojoj Cogitata Physica-Mathematica (1644) na cy 6pojeBu

'Hudalrichus Regius (XVI Bex) je rpuxkm mMaTemaTwdap Koju je y cBom geny Utriusque Arithmetices
MOKa3a0 Ja OpojeBu o0anka 2™ — 1 HEUCY MPOCTHU 3a CBE 72 KAO IITO C€ 0 Ta/1a CMaTPAJIO.

2Pietro Antonio Cataldi (15. ampmn 1548 — 11. debpyap 1626.) je 6uo mTanmjaHCKH MaTeMaTHIap.
IIpenaBao je maTeMaTuKy ¥ aCTPOHOMU]Y U OABHO Ce BOJHHM IIPOOIEMUMA.



2" — 1 mpoct;m 3a n = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127 m 157 u caoXkKeHU 3a CBe OCTaJe
MO3UTUBHE TIesie OpojeBe n < 257. Mako je MepceHoBa mpeTnocTaBka OnIa HeTaYHA, HErOBO
UMe je ocTajio Be3aHO 3a oBe Opojee. FberoBum kojierama je OMJIO OYUTJIETHO Jia OH HHje
MOTa0 MPOBEPUTH CBe OBe OpOjeBe, MITO je U caM NMPH3HABAO, Al HUCY MOTJIA HUA OHH.

Oxko 100 rommna xacumje, Ojrep je oBoj smerm momao caemehm mpoct 6poj 23! — 1.
Hakon jom jemmor Beka, 1876. romune E. Jlyxac (E. Lucas) je morspamo ga je 2127 — 1
npoct. Cemam roguna kKacumje, [lepsymmun (I. M. Pervushin)?® je mokasao ma je Mepcen
y ¢B0joj smeru mzocrasuo 6poj 260 — 1. Taxohe je msocrasuo 6pojese 289 — 1 n 2197 — 1,
mro je P. E. Tlayepc (R. E. Powers)* nokazao panux 1900-tux. Konauno, g0 1947.
MepcernoBa jncra je KOMILIETHO MPOBepeHa u yTBpheHo je ma cy Opojesn 2 — 1 mpoctu 3a
n=2,3,5"713,17,19,31,61,89,107 u 127.

Ca 1m0jaBOM €JIEKTPOHCKHUX JIUIHTAJTHUX padyHapa HAcTaja je PeBOJYIHja Yy IOTPa3H
3a MepcenosuMm mpoctum 6pojesuva. Asan Tjypunr (Alan Turing) je Mepcenose mpocte
opojese Tpaxuo 1949. roaune na Manchester Mark 1 pauynapy. Mehyrum, upsu ciaemnehu
ycnernu pesyarar je 6poj Mss, 30. jamyapa 1952. Ilpojektom je ynpasmao /1. X. Jlemep
(D. H. Lehmer) na Yaupepsurery y Kamudopuuju y Jloc Aufesecy (VKJIA). Kopurihien
je pauaynap U.S. National Bureau of Standards Western Automatic Computer (SWAC),
a mporpam 3a mpojekat je mmcao PoGuncon (R. M. Robinson)®. Tlocie mame o aBa carta
nponahen je ciesehu 6poj Mgor, Takohe kopuiithemem Tor pauynapa. ¥ cjejehnx HeKOJIUKO
Meceln KopulithemeM HCTOT IporpaMa OTKpHuBeHa, ¢y jorrn Tpu 0poja Miorg, Masgz 1 Moogy.
Mys53 je mpBu oTkpuBenu 6poj ca Hajmame 1000 memumvasaux nudapa, Mygs97 ca HajMabe
10000 mudpapa, a Mggras93 ca Hajmame 1000000 mudapa.

Great Internet Mersenne Prime Search (GIMPS) [3] je 3ajeanumuku  mpojekar
JI00pOBOJbAlla KOJU KOPUCTE jaBHO JOCTyHaH codTBep 3a MNpoHaJdaxKeme MepceHoBUX
nupocrux Gpojesa. IIpojekar je ocumosao ITopu Boarman (George Woltman)® y janyapy
1996. rommue. OH je 3a morpebe opor mpojekra Hamucao codprep Primedd m MPrime.
Cxor Kyposcku (Scott Kurowski)” je 1997. roaune nanucao PrimeNet ceprep Koju mpexo
MHTEepHeTa YIpaB/ba 33JalliMa W pPe3yJTaTHMa J00poBosbalia 6e3 Jby/ICKe HHTePBeHIIHje.
Kyposcku je ma Taj Haumn omoryhmo mopact mpojekta y menman. 3a GIMPS ce kaxke
Jla je jeJlaH 0JI HPBUX HpOjeKaTa JUCTPUOYUPAHOI PAYyHAPCTBA BEJUMKHUX pPa3Mepa IIPEeKO
MHTEPHeTa 33 UCTPAKUBATKE CBPXE.

3Ivan Mikheevich Pervushin (21. jamyap 1827 — 29. jyn 1900.) je 610 pyCKM CBEIITEHUK U MaTeMaTHyap,
moceOHO 3aMHTEPECOBAH 3a TEOPHjy Opojena.

4Ralph Ernest Powers (27. anpu 1875 — 31. jamyap 1952.) je 6uo amepndky MaTemaTnyaap Koju ce 6aBwio
npocTuM OpojeBuMa.

SRaphael M. Robinson (1911-1995.) je 6uo amepuuku marTemMaTudap. bBasuo ce Teopujom 6pojesa,
MaTeMaTUIKOM JIOTUKOM, TEOPUjOM HI30Ba, reoMeTpujoM u kombunaropukom. Vckomupao je JIykac-JIlemepon
rect 32 SWAC u orkpuo najsehie Mepcenose npocre 6pojese 1mo3HaTe y TO BpeMe.

6George Woltman (pohen 10. Hoembpa 1957.), ocumsaa GIMPS mpojekTa, cTyampao je padyHapcTBO Ha,
MacauycerckoMm UHCTUTYTY 3a Texuojorujy (MUT).

"Scott Kurowski je 1997. ocnopao xomnanujy Entropia y Kamudopuuju xoja ce 6apu aucrpubyupanum
pauaynapcrsom. GIMPS je 3anpaso j0ka3 KOHIENTa MIPOjeKTa, Ja MOKAXKE HHBECTUTOPUMA /1A, IUCTPUOYUPAHO
porpamMupame uMa KoMepuujaany Oymayhraocr.
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Y centem6py 2008. rommme, marematudapu u3z YKJIA cy yuecrByjyhm y GIMPS
npojekty ocojusn $100000 Bpeany narpaiay ox Electronic Frontier Foundation (EFF) 3a
npoHaJIazKeme mpocror Opoja ca HajMame 10000000 mudapa. Opaj mpoct 6poj nma oko 13
munona mudapa u npouahen je Ha Dell OptiPlex 745 kpajem asrycra 2008.

VY jyay 2009. romwae, momohy GIMPS mpojekrta orkpuser je 47. Mepceros mpoct 6poj
Ms49643801. Uaxo je 47. xpoHoJIOMKE OTKpWBeH Opoj, HUje Hajsehu. Mamwu je on HajBeher
MO3HATOT Y TO BpeMe, 45. OTKPUBEHOT.

K. Kymep (Curtis Cooper)® je 25. jamyapa 2013. orkpuo 48. u majsehim g0 cana
Mepcenos mpoct 6poj Ms7sss161, Opoj ca 17425170 nudapa, Kao pesyarar nperpare momohy
GIMPS wmpexe. To je Tpehu Mepcenos mpoct 6poj koju cy Kymep un ®eros Tum OTKpuIn y
HOCJIeTIbUX CeJIaM TOJIMHA. Y]jeJHO, TO je u JI0 cajia HajBehu mo3HaT mpocT Opoj yommire. 3a
3ammuc oBor 6poja y ocuoBu 10 morpedno je 4647 crpanuna ca 75 mudapa mno auauju 1 50
JIMHU]a TIO CTPAHH.

EFF nyau marpaay o $150000 onome ko orkpuje mpocr 0poj ca majmarmse 100000000
JlenuMaTHuX mudapa.

Cneau nuera ¢BUX Mo3HATHX MepceHoBUX mpocTux 6pojesa [3:

xopumhena merona

# P My, 6poj nndapa natrym orkpuha mpoHaJia3zay u pauynap
1 2 3 1 oxo0 430. mme arrpmcs T

MaTeMaTHavdapu
2 3 7 1 oxo 430. nme AETHTICH FDIRH

MaTeMaTHuvdapu
3 5 31 2 oxo 430. mwHe BHTHTICH TP

MaTeMaTHuvdapu
4 7 127 3 oxo 430. mwe AHTHIIHA TDUIKA

MaTeMaTuviapu
5 13 8191 4 1456. HeIO3HAaT IpoCTa IPOBEPA
[§] 17 131071 6 1588. P. Cataldi IpocTa MpOBEDPA
7 19 524287 [§) 1588. P. Cataldi IIpocTa MpPOBEPA
8 31 2147483647 10 1722. L. Euler OITHMHM30BaHA IPOBEPA
9 61 2305843009213693951 19 nosembap 1883. I. M. Pervushin JIykacos HHU3
10 89 61819;?241;56;22111 27 jym 1911. R. E. Powers Jlykacos HHU3
11 107 16252,?5517(?28;3127 33 1. jynm 1914. R. E. Powers JIykacos HHU3
12 127 1707114518188214(?50727 39 10. jamyap 1876. E. Lucas Jlyxkacos Hu3
13 521 686;5;);1656851,?151 157 30. jamyap 1952. R. M. Robinson LLT? / SWAC
14 607 5312113553?1278915127 183 30. jamyap 1952. R. M. Robinson LLT / SWAC
15 1279 104;)07??13628179;196087 386 25. jym 1952. R. M. Robinson LLT / SWAC

2

16 2203 Rt SN 664 7. oxTobap 1952. R. M. Robinson LLT / SWAC
17 2281 i 687 9. oxrobap 1952. R. M. Robinson LLT / SWAC
18 3217 259316127(_(;085;)1153071 969 8. centembap 1957. H. Riesel LLT / BESK
19 4253 lgogfggggfszfggl 1281 3. mosembap 1961. A. Hurwitz LLT / IBM 7090
20 4423 28595(;122(?(;182528208607 1332 3. mosembap 1961. A. Hurwitz LLT / IBM 7090

8Curtis Cooper (poben 27. nemnembpa 1915.) je amepudxu mMaTeMaTwdap, mpodecop Ha YHUBEP3UTETY Y

Ilenrpamnom Mucypujy
9 Tykac-JIleMepos TecT, morIaBsbe 3.3
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478220278805. . .

21 9689 So8o5 5411 2917 11. maj 1963. D. B. Gillies LLT / ILLIAC II
22 9941 346;’885388;:23?55'1 2993 16. maj 1963. D. B. Gillies LLT / ILLIAC II
23 11213 28135716236133531'5'1 3376 2. jyn 1963. D. B. Gillies LLT / ILLIAC II
24 19937 431()5;()236;755318471 6002 4. mapr 1971. B. Tuckerman LLT / IBM 360/91
25 21701 s 6533 30. oxroBap 1978. b O et LLT / CDC Cyber 174
26 23200 RETALTTS 6987 9. debpyap 1979. L. C. Noll LLT / CDC Cyber 174
27 44497 854958190812{123;;’&'1 13395 8. ampma 1979. HD'_LS'ION;ili‘;E; LLT / Cray 1
28 86243 D 25062 25. cemremGap 1982. D. Slowinski LLT / Cray 1
29 110503 5213:?:’;;’;{‘;66'7 33265 29. jamyap 1988. w. Sf’l\‘}\};iltstﬁ LLT / NEC SX-2
30 132049 R 39751 19. Ce“eidg%ag? D. Slowinski LLT / Cray X-MP
31 216091 746103;;?;’5026;44'7 65050 1. cemrembap 1985. D. Slowinski LLT / Cray X-MP/24
32 756839 1743123;5925572%é'7 227832 17. debpyap 1992. D. Sl‘l’,"_Viéizié LLT / Harwell Lab’s Cray-2
33 859433 129;2551025162;55'1 258716 4. jamyap 1994. D. 51‘1’,"_"25;; LLT / Cray C90
34 1257787 412;;;587;’??62;53'7 378632 3. cemrembap 1996. D. 51‘1’,"_"221; LLT / Cray T94
o OUIEERL e ONESLT P g0
36 2976221 623;’:???27;223&5'1 895932 24. asrycr 1997. Gggfeiié LLT / Prime95 l‘;’elnlt?‘?niv[l?é
I
s wmms UM wgis o OMES LT/ Prmeos s
o e TS g e, GWES) 11 P o s b
40 20996011 125?672688255;364'7 6320430 17. nosembap 2003. Mc_ﬂévlhl:fié LLT / Pri‘g:ﬁ“j&;ir&?ﬁ
L JGMES] LT/ e on 24 CR
42 25964951 1222153;’??8?7154'7 7816230 18. dbebpyap 2005. MG%EZ LLT / Prime%i{?;ui‘lf;lcz
i sowomsr SISO oiom 1o aemengap 2005, CTMPS/C Cooper LT/ Primess on 2 ot
it PTOIE comeian o, OMIFS/CComer LI/ brimess n' Gl
S e L
47* 43112609 316fgg62§$f:§5i'1 12978189 23. asrycr 2008. Slg’:if}/] LLT / Prig;‘gt?p‘f;xzig
weowen ST ownajeeas G 1D e o

Huje mosnaro ga jim mma neoTkKpusenux MepceHoBux mpoctux 6pojeBa usmely 44. u 48.
Opoja y mperxonnoj Tabenm. 13 Tor pasnora 3nak * mopen 6pojesa y Tabean o3HaYaBa 11a je
panrupame npuspemeno. Csu Mepcenosu 6pojeBu ucmoa 47. ¢y TecTupanu dapeM jeHOM,
aJii HeKW HUCY JIBA MyTa NPOBEpeHu, a u3Hal 47. HeKW HUCY HU TeCTHPAHH.
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3.2 Beza MepceHoBuX mnpocTux OpojeBa ca IIapHUM CaBPINEHUM
OpojeBuMAa

NuTepecanTHa YHIbEHHIIA Y Be3uw ca MepceHOBUM HPOCTHM OpojeBHMa je IhHXOBa
KODECIIO/IeHIMja, ca caBpureHuM OpojeBuma. CaspieHn OpojeBn cy mean OpOjeBH KOjH CY
jemmakm 30upy cojux mesmiana (y Jgejauwone He chaja cam Taj 6poj, Hup. 6 = 1+ 2 + 3).
YV IV Beky m.u.e. Eykmup je noxasao ja ako je 2P — 1 npocr, onja je 2P~ (2P — 1) cappiuen
6poj. Ojuep je y XVIII Bexy n0Kazao 7a je cBaKd NMapaH caBpIleH OPOj TOT OOJUKA.

Teopema 3.1. (Ojxep) Heka je n nosurusan, napaun 6poj. Tasa,
n je caBpIIeH ako U caMo ako je n = 2P~1(2P — 1),

rje cy p u 2P — 1 upoctu 6pojeBu.

Hoxkasz. Heka je o(n) = >, d (1j. o(n) je cyma cpux jemmnana on n). Taia paxe
cieneche ocobuue 3a o:
1. o(1) =1
2. m mpocT ako u camo ako o(n) =n+ 1
3. ako je pmpoct, o(p!) =1+p+...+p = 1’%11_1
4. MyATHIUIMKATUBHOCT - aKo je (ny,n2) = 1, ouna je o(ny)o(ng) = o(ning) ((a,b)
o3HauaBa HajBehu 3ajeHUYKY Jesuian Opojesa a u b).

Bpoj u caspren ako je u = o(u) — u, 1j. o(u) = 2u.

<: Heka je n = 2P71q, rae je ¢ = 2" — 1 Mepcenos npoct 6poj. Tpeba nokasaru ja je n
CaBpIIeH, OJHOCHO 113 je o(n) = 2n.
Kako je (2P7! q) = 1, onja je

o(n) = o(2 o) = (22— 1)(g+1) = ¢’ = 2n.

=: Heka je n mapan, cappren 6poj. C o03upom Ja je n mapaH, MO¥Ke ce HAMMCATH Y OOJIUKY

n=2m, j>1, m menapan u m # n.
Opatie caean 1a je

o(n) =oc(2)o(m) = (2771 — 1)a(m).
A kako je n caBpiieH,
o(n) =2n=2"m.

Hakue,

(27t — 1)o(m) = 27+ m,
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u3 vera caean 2 o(m), 1j. 3a meko r > 1 je
r29tt = o (m)
Taxkobe,
2Him = (2+ — 1)r2H,
OJTHOCHO
m = (2 —1)r.

[TpernocraBumo jia je r > 1. Tajia, Ha OCHOBY HPETXO/IHE jeiHAUUHE, M UMa 3 PA3JIMINTa,
nequona: 1, r uwm (o xunoresu r # 1 u, v # m, jep ako je r = m, ouja je j = 0 u camum
TAM N = m, Tj. n 6u 6uo Henapan). Oryna,

om)>1+r+m=1+r+ 2" - Dr=1+2""r =1+ o(m),
IITO je KOHTPaJIuKIuja. 3Ha4M, 7 = 1 U Tako
o(m) =2 im=2+ —1.

Kako je o(m) = m + 1, 3ak/bydyje ce ga je m npoct 6poj, a ¢ 063upoM u jaa je n = 2/m,
JIOKa3 je 3aBPIIeH.

JlpyruMm pedmnma, IocToju OHjeKIuja m3Mely mapHux caBplieHuX OpojeBa U MepceHOBHX
npocrux 6pojesa. Mnade, Huje no3HATO /14 JIM OCTOjU Henapan caspiinen 6poj [10].
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3.3 Jlykac-JIlemepoB TecT

Jykac-JTemepor (Lucas-Lehmer) Tect je Haj60/bM TPEHYTHO MO3HATH AATOPHTAM 32
nposepy Jia Jjiu je Mepcenos 6poj ciioxken wian npoct. Ppanmyckun maremarudap BE. Jlykac
(Lucas, 1842 - 1891) pa3Buo je MOTIYHO HOB HAYKWH HPOBEPE J1a JiH je 6Poj IpocT, 6e3 Tpazkerba
dbakTopa Tor 6poja. Ymecro Tora, mokasao je ma ako je p = 1 (mod 4) u 2P — 1 mpocr,
Tafa u caMo Taja 2P — 1 menu 6poj, HaszBaH Jlykac - Jlemepos 0poj, S,—2 nedunucan ca
So = 4,S,41 = S? — 2. Amepuuku maremaruuap JI. Jlemep (Lehmer, 1905 - 1991) nao je
1930. kowmruIeTan j0Ka3 MPeTXOMHOr TOKa3yjyhu jga BayKu U 3a CBe HemapHe mpocte Opojene,
me camo 3a p = 1 (mod 4). Crora tect Hocu ume 06a 0Ba MaTeMaTHIAPA.

Teopema 3.2. (JIykac-Jlemep) Ako je p > 2 upocr 6poj u Jlykacos nu3 gedunucan ca
So=4,Sn41 =52 —2, rana je M, = 2" — 1 mpoct ako u camo ako M,|S, ».

Tokas. Heka je w = 2+/3 1w = 2— /3. Nuayknujou ce mokasyje 1a je S; = w? +w2,
3a cBako ¢ > (. 3amucra,

So=w? +0” =2+V3+2-V3=4

Sp=582  —2=( "+ )2 —2=w? +7 +2ww)? " —2=0w?" +2%,
jep je ww = 1.
<: (Ako je M,|S,_2, omna je 2P — 1 mpoct 6poj)
[Tpermocraska je ga je S,_o =0 (mod M,). To 3maun na je
W'+ ¥ = kM,
3a HEeKH 11eo 0poj k, Tj.
W = kM, -5

-2 .
77 nobuja ce

MuoxkemeM 1ese jeTHaUnHE ca W
p—2 p—2 —\9P—2
(W¥ ) = kMyw* ™ — (ww)® 7,

OJTHOCHO

w? T = kMuw? T — 1 (3).

ITpernocTasumo fa je M, cioxen O6poj u ¢ meroB HajMambu npocT daxTop. C ob3upom
sa cy Mepcenosu 6pojeBu Henapuu, onja je q > 2.

Hexa je X ckyn medunucan ca X = {a+bv/3|a,b € Z,}. Kaxo je ¢ > 2, w € X. Cxyn
X nma ¢? enemenata, y meMy je medbuHnCcaHa OMepalija MHOXKemha Ha cIegehn Hadwm:
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(a -+ bv3)(c+ dv/3) = ((ac + 3bd) mod q) + ((ad + bc) mod ¢)V/3.

[IpousBon aBa 6poja w3 X je y X, anm oBaj CKYII HEje MYJITHILIUKATUBHA I'pyIa, jep HeMa
CBAKHU IHETOB €JIeMEHT MYJITUILTHKATUBHA HHBEP3 v X. AKO ce TocMaTpajy camo eJeMeHTH
u3 X Koju umajy uaBep3 y X, Taj CKyII je rpyla y OJHOCY HAa MHOXKEIe n obejiezkaBa ce ca
X*. X* numa majpume ¢° — 1 esemenara ¢ 003upoM 12 () HeMa HHBEP3.

Kaxo je M, =0 (mod ¢) nw € X, ouza je kM,w? = =0 (mod ¢) y X, ma kourpyenmmja
(3) mocraje

w? ™' = —1 (mod q).

Kpajipupamem ce jo6uja w? =1 (mod q).

U3 oBe jeIHAKOCTH CJIEIH Ja je W WHBePTHOUTAH (HHBEP3 je pr_l), JIakye cnajgay X* u
jor, pes oBor estementa jiesin 2P (peg esementa a rpyie (G, *, €) je HajMamu TPUPOIAH OPO]
N TaKBO J1a je a’ = e, YKOJHMKO TaKBO 1 HOCTOjH, & Y CYIIPOTHOM €JIEMEHT @ je OECKOHAYHOI
pena). Taunmje, kako je w¥  # 1, pex me e 2P~ mro 3naun ga je Gam jegnax 2. C
003MPOM JIa BAyKW Ja je pejl eJeMeHTa Marbi NN jeTHaK of peaa rpyme, onaa je 2P < ¢ —1 <
¢%, a Kako je ¢ HajMambu HakTop ca0keHor 6poja M,, ouma je ¢* < M, = 2P — 1. [lakre,
300r KoHTpaJukiuje 2P < 2P — 1, 3ak/byuyje ce 1a je M, npoct 6poj.

= (Ako je 2” — 1 mpocr 6poj, onna M,|S,_2)

Y oBom Jenty JoKasa KopucTtu ce OjaepoB KPpUTEPHjyM:
AKo je a y3ajaMHO IpOCT ca HEeIapHUM IpOoCcTUM OpojeM ¢, OHIa je

a\ _ 5t _ 1 (mod q) axo TOCTOju 1eo 6poj x Takas ja je a = z2 (mod q)
N | =1 (mod q)  wnaue '

Pasmatpajy ce 6pojeu obmuka a + by/3 (mod M,).
IIpumenom 6umomuor paszsoja na (14 v/3)M» (mod M,,), c ob63upoMm j1a je M, npoct ¢pakTop
CBaKOr OMHOMHOT KOehHINjeHTa OCUM IIPBOT U MOCTEIIHEr, 100uja ce

(1+vV3)M =1+ (V3)M =1+ (V3)3" % (mod M,).

Mp-1

Ha ocmosy Ojmeposor kpurtepujyma 3~z = =+1 (mod M,). Kako cy M, u 3 oba
KOHTpyeHTHH —1 (mod 4), 3aK0H KBaJApaTHOr DEIUIPOINTETa KazkKe Ja je Wi 3 KBaJIpaTHH
ocTaTak 1o Momymny M, umu M), KBaJpaTHU OocTaTaK II0 MOAYJIY 3, ald He U oba ciydaja.
Anu kako je s1ako nposepuru ja je M, =1 (mod 3), a Tume je M, KBaJpaTHH OCTATaK IIO
MOZyNy 3, cJIeJ Ja 3 Huje KBaJpaTHU ocTaTak 1o monynay M,. laxne,

Mp—1
372 = —1 (mod M,),
mna je

(1+V3)M =1—+/3 (mod M,).

Muoskersem obe crpane ca 1+ /3, no6uja ce
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(1+V3)M+ = —2 (mod M,).

Kopucrehu jemnakoct (1 ++/3)? = 2w, nobuja ce

(2w)

JleBa cTpaHa jejHaYMHE je/IHAKA je

Mp+1

2 = —2 (mod M,).

Mp+1l  Mp+1 Mp—1 Mp+1
2 W 2 —=2-273 w2
Ha ocnoBy 3akoHa perunporuTeTa, 2 je KBaJI[paTHH OCTaTaK MPOCTOr OpPoja KOHIPYEHTHOT

Ip—1
ca £1 (mod 8) u nomrro M, jecre oBor obsnka, cienn 2 7 =1 (mod M,,), mrro omoryhasa
Jla TIPEeTXO/IHA jeTHaYNHA JI001je 00K

Mp+1

2-w 2z = -2 (mod M,).

2 mMa uHBep3 1o Moayay M), na ce MHOMKeheM jeJHadnHe THM HHBEDP30M 100uja

Mp+1
w2z = -1 (mod M,).
. Mp+1 op— op—2 op—2 __ —op—2
Kako je w2 =w = w” w = —1 (mod M,), muoxemem 0b6e cTpane ca W u

npebalnBameM Ha JIeBy cTpaHy jgobuja ce
W 4@ =0 (mod M,)

1j. Sp—2 =0 (mod M,). JleBa crpana je neo 6poj, na je S,_o gemuso ca M,.
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4 IIpoctm 6pojeBu obamka h - 2" — 1

Hexa je ug > 3 garu 1eo 6poj u wexa je u, = u>_, —2,v = 1,2,3,... . Bpojesn u, unne
Jlyxacoe nwu3 ca modeTHUM eeMeHTOM ug. AKo je h Henmapno u h < 2", omjga ce 3a MHOTe
BpeaHOCTU h U m 3HAjJy HEKM HEOIXOJIHH U JOBOJHHU ycaoBu jaa je N = h-2" — 1 nmpoct 6poj.
OBu xkpurepujymu cy ciaejgeher rumna:

3a oxrosapajyhe ug, 6poj N je mpoct ako u camo ako u, o =0 (mod N). (2)

VY HapenHoj Tabesn [6] ce Haa3e MO3HATH YCJIOBHU 3a Koje je (2) Tadqno:

| h ] ug N=h-2"-1 |
1 4 N HENapHo
1 3 n =3 (mod 4)
3 5778 n=0,3 (mod 4)
6a+ 1| (2+3)"+(2—+3)" | 3 JN; npoussombno n

3a momeHyTe KpuTepujyMme 3a mpocre Opojese obsmmka N = h-2" —1 kaxe ce jga cy JIykacosor
tuna. Hbuxoa BaykHOCT JIeXKW Y YUEHUIIN Ja CY TO HajePUKACHU]U KPUTEPUJYMHU 38 ITPOCTE
OpojeBe JI0 cajia U3yJIaBaHH.

3axBaJbyjyhu HaHAIIBUM padyHapuMa mpodjeM Haldaxkema JIykacoBor Kpurepujyma 3a
JaTy KoMOuHaIujy h i n, ¢ 003UpoM Ha TO Jia ce 3aCHUBA HA BEJIMKOM OOMMY H3padyHaBarba
noTpeOHUX 3a HPOBEPY Pa3HUX BPEJTHOCTH 3a Uy, MOCTaje ocTBAp/hbUB 3ajartak. Jlamu jeo
pajia MoKa3yje KaKo e TO MOXKe YPaJuTH.

JIyKacoB KPUTEPUjyM 3aCHHBA Ce HA HapeHe JBe Teopeme [6]:

Teopema 4.1. (ocuoBHa Teopema 1) Heka cy a, b u r cy panuonaanu e 6pojeBn, HeKa
je D 1eo 6poj Koju HUje Je/bUB KBaJIpaToM HEKOr 6poja u « 1eo 6poj vy K(\/ﬁ) Ako je N

. (D (a + bV D)>? ry\ a*—b*D . N1
npocr 0poj, | =) =-1, a=-——"— 1u <—) - — = —1, oHja je a 2
N r N r
e 6poj u
a’s =—1 (mod N)

okas.

IIpema Teopemu 2.4:
o (at by/D)NT

o 2 = N1
r2
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(a +bv/D)(a — bV/'D) _ a2 =D (L)
M N

r2 -7 r
= —1 (mod N).

Teopema 4.2. (ocHoBHa Teopema 2) Ako je N =h-2"—1,h < 2" n > 2 h je Henapas,
bv'D)?
a 1eo 6poj y K(VD) obimka o = %, (a,N) =1y K(vD) i oatF = 1
a _—
(mod N), onzma je N mpoct 6poj.

Hokaz. Heka je p npoussBosban npoct dakrop 6poja N. Tana je ouunrseano
o =1 (mod p).
[Ipema Teopemum 2.5, (N +1)/2 = h-2""1 = k- u, tne je k HajMambyu NO3UTHBAH €KCIOHEHT
Takap Ja je af = —1 (mod p), a u Henapan 1neo 6poj. Hakie, k = 271§, rue §|h. Hajmame
MO3UTUBHO €, TakBO ja je a° = 1 (mod p), omma 6ulie e = 2k = 2" - § > 2™,

Caja, mpema Teopemu 2.4:

p—1 (CL—Fb\/E)p_l
az =

a2 - 2D|"F

2 _ 12
= (M) (mod p), ako je (2) =1
p p

p+l (CL —+ b\/ﬁ)erl

2 e A—
o p+1

la? — 0?D| =2

a’>—b*D [ |a* —b*D| D
= d koje | — | =—-1.
|a? = 02D ( p ) modp), - ako (p)

KBagpupamemMm, mobuja ce
aP*l =1 (mod p).

Jame, kako je e > 2", onuma je p £ 1 > 2" 3a 6uio koju npoct pakrop p ox N. Hajmame
moryhe p he onga 6urn p = 2" — 1. Kako N Huje kBapaar Hekor 6poja (¢ 063upom ga N = 3
(mod 4), jep je n > 2), dakropuszanuja N naje

N=p-g>plp+2)>2"—1)2"+1)=2"-2"—-1>h-2"—1= N,

mTo je Kourpaaukiuja. lakme, N je mpocT 6poj.

Teopeme 4.1 u 4.2 ynHe 6a3y 3a HEONMXOJAH W JOBObaH JIYKACOB KPUTEPUjYM 3a IIPOCTE
opojese obsmka h - 2" — 1, rae je h wemapao u h < 2™, un > 2.

I[Tpernocraska je qa cy Hahenu 6pojesu D, a, b u r = |a? — b*>D| TakBu ja 3a10B0/baBajy
ycaose Teopeme 4.1. Tlorom, u3
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. —h- 9s+1 _p.os+1
(@2 4 a P22 = Qh 2 g k2 g
HAJTA3K CE PEKYPEHTHA, e IHAYNHA,
. 98 _p.9s
Uspr = u? — 2, Tae je us = o 4+ a M.

Jaswe,

Up_og = 2" 4 P2 = o2 (M2 £ 1) =0 (mod N)

he 6uTn HeomxoxaH I K0BOBAH yCIOB Aa je N mpoct Gpoj, jep je a 2" jeaununa y K (v/D).
N(a) = aa = 5802 — —h2"? 5 K(VD

(N() = a0 = Gy = 1, mmako ¢y a m o jemunune y K(vD)).

Jakie, Kako je ug = o + a~", nomasu ce 1o caegehe Teopeme:

Teopema 4.3. (JlykacoB kpurepmjym 3a mpocrte GpojeBe obauka h - 2" — 1)
[Ipernpocrapka je ga je n > 2, h wemapan u h < 2", N = h-2" — 1, r = |a® — b*D| tne
D 2 _v’D
D wuuje ne/buB KBaJApaTOM HEKOr Opoja, o = M, (N) =—1m (%) ¢ E
T

2 —2,uy=a"+a" Taga je nHeomxoman u goBo/baH ycioB ga N Gyme

14

Hexka je u, = u
npoct 0poj:

Up— =0 (mod N).

Kaxo je o jemnunnay K (v D), ciequ naje a = €®, taeje s = 1,2,3, ... u € je GyHnamenTaana

(a +bvVD)?

jemnumna y K(v D). Ako je € obiuka € = ———— § Mopa ONTH HemapHo, jep HapHoO S
r
he v ToM cydajy natm o' i = —1 (mod N) y Teopemu 4.1 u Tako u, 3 = 0 (mod N).
.. . . . (a +bvD)>? 2
Hajjeanocrasuuju uzdbop 3a « je, npema ToMe, o = €, aKO je € = ————— U (@ = €, aKO
r

€ HeMa TaKBY pelpe3eHTaln]y.

Ha ocHOBY nperxogHor pojasm ce 10 3aK/bydka Ja 3a JaTo h U m, jeJuHa CTBap
KOjy Tpeba ypaJuTU je MOKYIIaTH Ca Pa3jJIMYUTHM BpEAHOCTHMA 3a [) W TpoBEpUTH A
qu dynjaMenTaina jejununa e (Hekaya u €2) y K (\/E) 3aJ10BOJbaBa yeaose Teopeme 4.3.
Kana ce nmponally D u «, Mox)e ce u3padyHaTu uy (0gHOCHO Uy (mod N) ako je N Besnko)
kopuihemem pekyp3uje 3a v, = o’ + o~ [1]:

1 -1 1 -1
vw=2 vi=a+a ' v,=(C@+aNHu,_1—v, 9.

Kaua je upobsem (%) y nuramy, Tpaxku ce D 3a cBaky kombunamujy h u n 'y oapehenoj
obactu. C 003upom fa y ommrreM ciy4ajy 3a D Huje HUIITa MO3HATO, TPODAjy Ce BPeTHOCTH
D y pacryhem pexy mpema Besmamnu 6pojeBa v; = o + a~!. Ha Taj naunn ce gobujajy u
HajMarbe BpeaHOCTH 3a ug. MehyTum, npso je mHeonxoano nahu Besy usmehy D u vy. Kako
jevi =al+a7! onpa je o —via+1=0mu D je neo ox (v —4) Ge3 KpagpaTHUX PAKTOPA.
Onpa 3a paszse D Hahu pempe3eHTAInjy O € = M, ako mocroju. Pesyiararu cy paru y
Tabesn 1 3a cee v; < 100 [6].
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Tabema 1.

1 D a b r  (a® = b2D)/r
3 5 1 1 4 —1, ¢
4 3 1 1 2 -1
5 21 3 1 12 -1
6 2 1 1 1 —1,¢?
8 5 3 1 6 -1
9 777 1 28 -1

10 6 2 1 2 -1

11 13 3 1 4 —1, €

12 3, 5 1 10 -1

13 165 11 1 44 -1

15 221 13 1 52 -1

16 7 3 1 2 +1

17 285 15 1 60 -1

19 357 17 1 68 -1

20 11 3 1 2 -1

21 437 19 1 76 -1

22 30 5 1 5 -1

24 143 11 1 22 -1

25 69 9 1 12 +1

26 42 6 1 6 -1

27 29 5 1 4 —1,¢2

28 195 13 1 26 -1

29 93 9 1 12 -1

30 14 4 1 2 +1

31 957 29 1 116 -1

32 255 15 1 30 -1

33 1085 31 1 124 -1

35 1221 33 1 132 -1

36 323 17 1 34 -1

37 1365 35 1 140 -1

38 10 3 1 1 —1,¢?

39 1517 37 1 148 -1

40 399 19 1 38 -1

41 1677 39 1 156 -1

42 110 10 1 10 -1

43 205 15 1 20 +1

44 483 21 1 42 -1

45 2021 43 1 172 -1

46 33 6 1 3 +1

48 23 5 1 2 +1

49 2397 47 1 188 -1

50 39 6 1 3 -1

51 53 7 1 4 —1,¢2

53 2805 51 1 204 -1

21

v D a b r  (a®> = b?D)/r
54 182 13 1 13 -1
55 3021 53 1 212 -1
56 87 9 1 6 -1
57 3245 55 1 220 -1
58 210 14 1 14 -1
59 3477 57 1 228 -1
60 899 29 1 58 -1
61 413 21 1 28 +1
63 3965 61 1 244 -1
64 1023 31 1 62 -1
65 469 21 1 28 -1
66 17 4 1 1 —1, €
67 4485 65 1 260 -1
68 1155 33 1 66 -1
69 4757 67 1 268 -1
70 34 6 1 2 +1
71 5037 69 1 276 -1
72 1295 35 1 70 -1
73 213 15 1 12 +1
74 38 6 1 2 -1
75 5621 73 1 292 -1
76 1443 37 1 74 -1
T 237 15 1 12 -1
78 9% 10 1 ) +1
80 1599 39 1 78 -1
81 6557 79 1 316 -1
82 105 10 1 ) -1
83 8 9 1 4 —1,¢€?
84 1763 41 1 82 -1
8 7221 83 1 332 -1
86 462 21 1 21 -1
87 7565 85 1 340 -1
88 215 156 1 10 +1
89 7917 87 1 348 -1
90 506 22 1 22 -1
91 8277 89 1 356 -1
92 235 16 1 10 -1
93 8645 91 1 364 -1
94 138 12 1 6 +1
95 9021 93 1 372 -1
96 7 7 1 2 +1
97 1045 33 1 44 +1
99 9797 97 1 388 -1
100 o1 7 1 2 -1



5 HmmiaemeHTamuja, JeTa/bi IIPOrpaMa m pe3yJITaTi

Hamn geo pajia onmcyje UMILIEMEHTAIN]Y ITporpaMa 3a reHepaJim3onBan Jlykac-J/Iemepon
TecT, Tj. TPOBePy HPOCTOCTH 3a OpojeBe obauka h - 2" — 1. 3a mary KombuHanujy h u n
noTpedbHO je Hahm oxrosapajyhe ug, Taunuje oarosapajyhe D kopuctehu tabeny 1, koje he
3a/10Bo/bUTH ycjioBe Teopeme 4.3. Dokyc je Ha ciaydaj Kajaa 3 jgejn h, jep Kao MITO je paHuje
pedeno uy = (2 +v/3)" 4+ (2 — v/3)" omrosapa 3a ce apyre Henapme BPEJHOCTH h OCHM aKO
3 mean N.

Jla 6u ce u3bersio HelmoTpeOHO TecTUpambe, TpuMeTuTH JAa D He Moxke jaeautu 2h, jep je
y Tom caydajy (D/N) = +1. Takobe, y tabenau 1 3a D = 5,2,13,29,10,53,17 u 85, € nema

(a+bvVD)?

penpeseHTayjy obimKa € = ————— Beh ce kopuern €2. OBH CIyudajeBnm Cy IOCEOHO
,
NHTEPEeCAHTHH, jep Kako je © = 1 wam r = 4, OJHOCHO 7 je caBpIleH KBaJpaT, OHJA je 3a
ceako N, yeek (r/N) = +1. [ame, y oBum cayqajesuma je (a* — b?°D)/r = —1, na je
2 _"12
a”—b"D
(r/N)———— = —1, ycaoB u3 Teopeme 4.3. 3a,10B0/beH 32 ¢BaKO N.
T

Taxobe je oz 3nauaja npesmMuHApPHA MpeTpara Majux npocrux ¢dakropa ox N. Ako cy
MOYeTHHU YCJIOBH Teopeme 4.3 3a70B0oJbeHH, 32 oHe N 0e3 MaJjior mpocTor akTopa, Ja/be y
pOrpamMy CJIeu poBepa ja Ju je 6poj mpocT, OHOCHO Ja Jin je U, o = 0 (mod N).

IIporpam je nucan y Java nporpamckom jesuky. Kopucrtu kiacy Largelnteger [11] xoja
omoryhaBa paJi ca MPOW3BOJHPHO BEJHKHM OpoOjeBUMa W KOPWCTH Ce VIJIABHOM Yy Hay4YHe
cepxe. [lobosmmama y onHocy Ha Kiacy java.math. BigInteger cy ontumusanuja 3a 64-6utHy
apXUTEeKTypy, HpujaroheHocT pajay y peajHOM BpeMeHy 300r 0osbux mepdopMaHCH U
npejiBuhama u yHarpelenu aaropuTMu.

3a maro h m n Hajupe ce mpoepasa IebUBOCT N MaJuM OPOCTHM OpojeBuMa (TTpOCTHM
6pojeBuma MambuM o1 256). Ykosuko je N 6Ge3 masor mpocror dpakTopa, npoJasefin pegom
Kpo3 Tabesy 1. Oupa ce oarosapajyvhe D koje he 3amoBo/buTH yeaoBe TeopeMe 4.3 momohy
caenehnx merona:

® IIPOBepa YCJI0Ba (%) =—-1

boolean checkFirstCondition( int current h, int current tablelIndex, Largelnteger N )

. 2_32
® aKO je IMPEeTXOJHU YCJIOB 3aJI0BOJHEH, CJIETN TPOBEpa yCI0Ba (%) “7# =—-1

boolean checkSecondCondition( int current tablelIndez, Largelnteger N )

e ako cy oba ycjoBa TeopeMe 4.3 3a/10BOJbEHA, CJIEAHM ITPOBepa Ja Jik je Opoj MmpocT
padyHameM ug = a4+ o = Vp, = V1Vp—1 — Up—2
LargelInteger calculate u0( int current h, int current tablelIndex, Largelnteger N )

1 3aTUM IPOBEPOM YCJIOBa U, o = 0 (mod N) xopumihemwem u, = u? | — 2.
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Y Tabenu 2. cy UpUKA3aHU Pe3yJTaTH IIporpama, Tj. IpocTh OpojeBn 3a A < 45 m
n < 1500:

Tabesna 2.

IIpocmu 6pojesu obauxa 3A -2" — 1 3a A < 45,n < 1500

3A n

3 1,2,3,4,6,7, 11, 18, 34, 38, 43, 55, 64, 76, 94, 103, 143, 206, 216, 306, 324, 391, 458, 470,
827, 1274

9 1,3,7, 13, 15, 21, 43, 63, 99, 109, 159, 211, 309, 343, 415, 469, 781, 871, 939

15 1,2,4,5,10, 14, 17, 31, 41, 73, 80, 82, 116, 125, 145, 157, 172, 202, 224, 266, 289, 293, 463,
1004, 1246

21 1,2, 3,7, 10, 13, 18, 27, 37, 51, 74, 157, 271, 458, 530, 891

27 1,2, 4, 5,8, 10, 14, 28, 37, 38, 70, 121, 122, 160, 170, 253, 329, 362, 454, 485, 500, 574, 892,
962, 1213

33 2,3,6,8, 10, 22, 35, 42, 43, 46, 56, 91, 102, 106, 142, 190, 208, 266, 330, 360, 382, 462, 503,
815, 1038

39 3,24, 105, 153, 188, 605, 795, 813, 839

45 1,2,3,4,5,6,8,9, 14, 15, 16, 22, 28, 29, 36, 37, 54, 59, 85, 93, 117, 119, 161, 189, 193,
256, 308, 322, 327, 411, 466, 577, 591, 902, 928, 946, 1162, 1428

51 1,9, 10, 19, 22, 57, 69, 97, 141, 169, 171, 195, 238, 735, 885, 1287, 1356

57 1,24, 5,8, 10, 20, 22, 25, 26, 32, 44, 62, 77, 158, 317, 500, 713

63 2,3,8, 11, 14, 16, 28, 32, 39, 66, 68, 91, 98, 116, 126, 164, 191, 298, 323, 443, 714, 758, 759,
1059, 1168

69 1,4,5,7,09, 11,13, 17, 19, 23, 29, 37, 49, 61, 79, 99, 121, 133, 141, 164, 173, 181, 185, 193,
233, 299, 313, 351, 377, 540, 569, 909, 1057, 1081, 1189

75 1,3,5,6, 18, 19, 20, 22, 28, 29, 39, 43, 49, 75, 85, 92, 111, 126, 136, 159, 162, 237, 349, 381,
767, 969, 1247

81 3,5, 11,17, 21, 27, 81, 101, 107, 327, 383, 387, 941

87 1,2,8,9,10, 12, 22, 29, 32, 50, 57, 69, 81, 122, 138, 200, 296, 514, 656, 682, 778, 881, 1422,
1494

93 3,4,7,10, 15, 18, 19, 24, 27, 39, 60, 84, 111, 171, 192, 222, 639, 954

99 1,4,5,7,8, 11, 19, 25, 28, 35, 65, 79, 212, 271, 361, 461, 1237, 1297

105 2,3,5,6,8,09,25 32,65, 113, 119, 155, 177, 299, 335, 426, 462, 617, 896, 1377

111 2, 3,6, 7, 21, 22, 23, 26, 29, 31, 58, 59, 67, 78, 83, 146, 159, 162, 165, 183, 262, 511, 718
815, 1181, 1255, 1422

117 1,2, 4,6, 12, 16, 18, 20, 22, 24, 37, 40, 48, 49, 57, 62, 154, 172, 184, 236, 265, 374, 409, 445,

478, 664, 718, 928, 1186, 1369

123 2,3, 11, 15, 23, 24, 27, 35, 71, 84, 108, 122, 123, 138, 236, 242, 290, 392, 500, 611, 747, 771,
1106, 1490

129 1,3,4,5,8,9, 12, 16, 28, 51, 56, 59, 72, 73, 88, 93, 105, 148, 165, 292, 368, 445, 635, 771,
773, 940, 1173

135 1,9, 10, 13, 16, 21, 24, 34, 54, 153, 177, 184, 226, 238, 286, 334, 586, 618, 870

Heo Tabese 3a A < 35 u n < 1000 ce ciaxke ca pesyararuva u3 [6].
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Java mpojekat masterRadProgram ce cactoju U3 TpU IUPEKTOPUjyMa:

/bin - mpa3aH JupekTOpHjyM y Kome he 6uTu cMmeriren npeseieH .class daji
/sre - caapku u3BopHu Ko, dbaja Primality Test.java
/lib - canpxu jscience.jar GubIMOTEKY

3a mpeBoheme W3BOPHOT KOma y OajTHW KOJ KODUCTH ce javac KOMIajiaep KOju J0Ja3u
yv3 JDK. IlpeBoheme u3 komanmne gunuje Ha Windows omepaTuBHOM CHCTEMY BpIIH Ce
KOMaHIOM (M3 KOPEHOT JUPEKTOPUjyMa porpama):

javac -d bin -cp lib/jscience.jar src/masterRadProgram/Primality Test.java
[Tokperame nporpaMa nu3 KOMaH/HE JITHU]e BPIIA €& KOMAHIOM:

java -cp bin;lib /jscience.jar masterRadProgram/Primality Test

Bpeme wmsBpmaBama mporpama je 8h 49min 4sek wma pauyHapy ca ciaexehum
KapaKTePUCTUKAMA

CPU Intel Core i7-3612QM 2.10 GHz 64-bit 4 cores
RAM 8GB

OS Windows 7 SP 1 64-bit

JDK version 1.7.0 51

Crenehn rpaduk npukasyje BpeMe H3BpIIaBambha TECTa Y 3aBHCHOCTH O, 1 3a ¢Bako N
u3 Tabesue 2:
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6 3akipydak

Y oBoMm pajay m3yuaBaHu cy OpojeBum obamka h - 2" — 1. O0jarrmene cy HajepUKaCHUje
JIETEPMUHUCTHYKE MeTOJle 3a IPOBepY Jia Jiu je Opoj OBAKBOI CIENHjAJHOr OOJIMKA ITPOCT.
Baxsasbyjyhu Jlykac-JlemepoBom Tecty (Tecty crenujaninsopanoM 3a Mepcenose Gpojese, Tj.
opojese obsinka 2" — 1) oTKpuBeHu cy janac Hajsehn nosuwaru nupoctu 6pojesu. Heonxoauu u
JIOBOJBHU YCJIOBH Jia je Opoj obsimka h - 2™ — 1 mpoct, 3aBHCe 01 KOMOWHAIN]a BPEIHOCTU
h m n. 3a MHOre KoMOWHaIWje h W n TMO3HATH Cy jeIHOCTABHU YCJIOBU, OCAM Kaaa 3
gesqn h. IlpobieM HajaxKkema KpUTEpPHjyMa 3aCHHBA Ce HA BEJIUKOM Opojy M3padyHaBarba
1 KopumihemeM padyHapa IocTaje OCTBapJ/bUB 3a/IaTaK.

Y pajy je Jar onuc UMILJIEMEHTaldje Tecta KOju IpoBepaBa jia Jiu je 0poj obJimka
N =3A-2" — 1 npocr. 3a nponajiazxkeme onaropapajyhe speanoctn 3a D kKoje he 3am0Bo/buTH
ycsoBe Teopeme 4.3, mporpam kopuctu tabesy 1 [6]. Mehyrum, y onmrem cayuajy D He
Mopa ouTu nponaheno y tabenu. Kako 6u ce npormmpuo ckyn Moryhux Bpeanoctu 3a D, o1
KODHCTH je HMILIEMeHTaIMja padyHama dbyHIaMeHTanle jequnuie 8| kBagparHor mosba 3a
nmaro D. Omnmcanu mporpaMm y pajy ce W3BpIIaBa CeKBEHIHjaaHO. YHampeheme aaropurma
KOje 3HaTHO yOp3aBa mnporpaM Moryhe je napajesHum TecTHpameM 3a pasjudnte h mim
napaJjesHoM ITPOBEPOM pPa3IndnTUX OpojeBa u3 Tabese 1 3a nponasaxkeme oaropapajyher D.
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